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摘要

生物型体竞争模型fHierarchical size．structured population model)是生物数学中

一类非常重要的竞争模型，这一类模型通过生物以型体大小为基础的相互竞争关系描

述了生物总数量随时间演变的规律，具有重要而广泛的应用价值，比如森林中各种植

物对阳光的竞争模型、动物之间争夺食物与生殖优势的竞争模型等等。计算此类模型

的主要难点在于方程的一些系数与边界条件中包含生物密度函数的全局积分，以及方

程中包含的非线性的生长率、死亡率和繁殖率等函数。

本文主要对此类型体竞争模型进行了细致的研究分析，构造发展了一系列便于计

算的数值计算格式，包括一阶显式迎风有限差分格式、二阶显式高分辨率有限差分格

式和五阶显式高精度有限差分WEN0(weighted essentially non—oscillatory)格式，并
通过理论分析与大量数值算例证明了这些格式在数值计算这类模型方程中的良好性质

与优越性。

对于一阶迎风格式和二阶高分辨率格式，我们证明了其具有总变差有界即TVB

(Total Variation Bounded)性质，进而证明了这两种数值格式的稳定性与收敛性。同时

我们分别给出了光滑解和间断解的数值算例验证了这两种数值格式的良好性质。

针对生物型体竞争模型的具体特点，我们又构造了相应的高阶精度的WENO差分

格式，并通过大量数值算例验证了该格式的优异性质。对比一阶迎风格式、二阶高分

辨率格式和其他已有的一阶与二阶差分格式，我们的高阶WENO格式展现了其显著的

卓越性，在所有计算模型方程的光滑解和间断解的数值算例中，高阶WENO格式都可

以使用少得多的格点数来得到更为优异精确的结果。我们又将其应用于食蚊鱼的型体

竞争模型(Gambussia姐inzs)，进一步展现了高阶WENO格式的计算优越性。

关键词：生物型体竞争模型，迎风格式，高分辨率格式，稳定性，收敛性，WENO格式

高阶精度

Keywords：hierarchical size-structured population model，upwind scheme，high reso—

lution scheme，stability,convergence，WENO scheme，high order accuracy

in



Abstract

Hierarchical size-structured population model is an important structured popu-

lation model in mathematical biology．This model mainly describes the evolution of

hierarchically size-structured population at a given time．Hierarchical size-structured

population model has been used in modeling many biology problems such as modeling

the competition for sunlight in a forest and modeling the competition for food and the

advantage of reproduction among some kind of animals．The main technical eomplica-

tion is the existence of—obal terms in the coemcient and boundary condition for this

model with nonlinear growth，mortality and reproduction rates．

In this paper we develop and discuss three explicit finite difference schemes，namely

a first order upwind scheme，a second order high resolution scheme and a fifth order

weighted essentially non—oscillatory(WENO)scheme for solving the hierarchical size-

structured population model with nonlinear growth，mortality and reproduction rates．

For the first order upwind scheme and the second order high resolution scheme，

we prove their TVB(Total Variation bounded)property．Then we prove stability and

convergence for both schemes and provide numerical examples to demonstrate their

capability in solving smooth and discontinuous solutions．

Secondly we develop a high order explicit finite difference WENO scheme for

solving the model．We carefully design approximations to these global terms and

boundary conditions to ensure high order accuracy．Comparing with the first order

monotone and second order total variation bounded schemes for the same model，the

high order WENO scheme is more efficient and can produce accurate results with far

fewer grid points．Numerical examples including one in computational biology for the

evolution of the population of Gambussia affinis，are presented to illustrate the good

performance of the high order WENO scheme．
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第一章 绪论

在这一章中我们主要将介绍生物型体竞争模型的历史背景，发展与现状及其在生

物数学中的重要意义，并且对生物型体竞争模型的数值方法做了简要的回顾。

1．1生物型体竞争模型简介

如何模拟一个或多个生物种群个体数量在特定的环境下随时间的演变在生物数学

中是一个非常重要的课题，其主要的研究手段是根据生物种群的生理特征和竞争关系

按照某种规律进行结构化研究，建立在这种规律下生物种群个体数量随着时间与环境

的变化而变化的模型。在一个生物种群中，科学家们按照生物个体的年龄、发育程度、

型体的大小或其他的生理特征将其划分为不同的层次结构，其中按照型体大小划分具

有广泛而普遍的意义，例如在模拟一个森林中各种植物对阳光的竞争时一般按照植物

型体的高低或大小来划分其对阳光的争夺能力，显然较高的大树能获得更多的阳光，

从而获得宝贵的竞争优势(参见『54，981)；在食蚊鱼的繁衍模型中，型体的大小对其

获得在繁殖中的优势至关重要，研究发现繁殖能力强的食蚊鱼其型体大小都集中在某

个范围之内，体型过小或过大的鱼其繁殖能力都远远小于体型中等的(参见f55，81)。

生物学家与数学家们在一个多世纪以来对结构化生物种群进行了广泛而深入的研

究(例如『55，97，66，38，31，12，16，86，98，65j等文献)，建立了多种多样的生物结构模型，

如型体竞争模型(Size-Structured Model)f55，66，81、年龄竞争模型(Age，Structured

Model)(97，381等，在构造这些模型时，其主要假设是在每个给定的时{'B1上，生物个体

数量的变化完全取决于当时的环境和个体的生理规律(繁殖率、死亡率、成长速度等)，

并且环境和生理规律对生物个体的影响随着个体的型体、年龄或者其他生理特征变化

而随之变化，而反过来生物的数量对环境也会造成影响，从而根据这些变化规律构造

出生物个体数量随时问变化的方程(组)。在上世纪八十年代之前，受到计算机技术和

数值模拟方法的限制，对这些模型方程的研究方法主要局限在解析求解的方法，而实

际上绝大多数这类生物模型方程都是复杂的非线性问题，用解析的方法很难得到其准

确解。进入上世纪八十年代以来，特别是从九十年代开始，随着计算机技术和数值模拟

方法的蓬勃发展，使用数值方法模拟计算这类生物模型方程得以迅速流行起来，涌现

了大量关于数值计算模拟生物竞争模型方程的文章(例如f4，6，14，5，89，90，3，21等)。

在这篇文章中我们主要针对生物型体竞争模型方程构造了一系列高分辨率高精度

的数值格式。考虑如f5，741中所给出的生物形体竞争模型方程

ut+(g(x，Q(x，t))Ⅱ)。+m(x，Q(x，t))“=0， (z，t)∈(0，L】×(0，T】
，L

9(0，Q(O，￡))“(o，t)=e(t)+／p(z，Q(x，t))u(x，t)dz，t∈(0，卅 (1．1)
，0

u(x，0)=uo(z)， 。∈【0，L】

6
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1．1生物型体竞争模型简介

其中u(x，t)是在时间t时个体大小为x的生物密度，包含全局积分的函数Q(z，t)定

义如下

Q(毛t)=oL／叫延)“(f，￡)必+／Ⅲ(f)u馐，￡)df，0≤n<1 (1．2)
J0 J2

其中W为权函数。Q(x，t)通常被称为环境影响因子，由生物密度函数u的加权全局积

分决定。

生物型体竞争模型方程(1．1)中的函数m表示生物个体的死亡率，边界条件中的

函数卢表示的是生物个体的繁殖率，函数G表示从外部环境中流入的零形体大小的

生物。(1．1)描述了一个由生物个体型体大小为主导影响的生物群落个体数量随时间演

变的动态过程，在这个模型中生物个体型体的大小对其占有生存和繁殖资源具有绝对

影响，从而影响到个体的生长发育、繁殖以及衰亡。我们改写模型(1．1)中的第一个方

程为

“￡=一(9(z，Q(z，￡))Ⅱ)。一rn(￡，0(茁，t))，

注意到其中函数g，m分别代表生长率和死亡率，这样我们就不难发现其生物意义是指

在时间t时刻，型体大小为z的生物个体数量的变化值等于新成长为z大小的个体数

量减去t时刻死去的型体为X的个体数量：(1．1)中的边界条件

，L

g(O，Q(O，t))u(o，t)=G(t)+／口0，0@，t))u@，t)dx，
J0

描述了￡时刻新生零型体大小的个体数量等于该时刻所有生物新繁殖的零型体个体

数(假设所有新生生物型体均为零)再加上从外部环境中流入的零型体大小生物；而

(1 2)描述的是指对于型体为z的生物来说，所有型体大小生物对其生存环境都会造成

或大或小的影响，例如在『541给出的森林中植物争夺阳光的模型中作者假设a=0，其

生物意义是指高大的植物可以挡住矮小植物的阳光，而矮小植物无法挡住高大植物。

模型(1．1)的一个特殊之处在于z=0处的边界条件包含生物个体的生长函数g，

并且与生物密度函数u(x，t)在整个z∈(0，纠区间上的积分有关。在这里我们设定

函数g、m、卢都是关于生物型体大小z和环境影响因子Q的函数，这样这些函数

都与生物密度函数u的全局积分密切相关，从而使得求解生物型体竞争模型成为一个

高度非线性的问题。

生物型体竞争模型最早是在1967年在Sinko与Streifer的文章f861及Bell与An．

derson的文章f121中提出，之后数十年问大量的学者对生物型体竞争模型及其类似模

型进行了广泛而细致的研究。特别是从九十年代至今的十几年间，相关研究日益深入

(参见【5，14，18，24，26，46，54，74，48，25]等)。本文中我们主要研究的是形如(1．1)的

模型方程，而在其它很多的文章中通常对函数g、卢、m和Q做了更为严格的限制，例

如[18]假设模型(1|1)中的函数只与Q有关，即：g=9(Q)、p=Z(Q)、m=m(Q)，这
样作者就通过变量变换将含有全局积分的偏微分方程转化成为类似f241中的年龄竞争
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1．1生物型体竞争模型简介

模型，从而避免了全局积分并且分离出关于生物个体总数量的常微分方程，作者进一

步证明了该方程解的存在唯一性并且在初值,uo的相容性条件下给出了该唯一解。需要

指出的是【181中的方法对于更～般的模型(1．1)并不适用。

在【14】中作者假设函数g和卢线性依赖于z，m与￡无关并且c(t)=0，从而通
过一对等价的偏微分方程和常微分方程证明了模型解的存在唯一性，其中常微分方程

描述了总的生物个体数量动态变化过程。

在【54】中作者假设模型(1．1)中o=0，该模型描述了森林中各种植物对阳光资源

的竞争关系，高大的树木在竞争中可以得到更多的阳光并且挡住了矮小植物的阳光，

作者秘用坐标变换将一阶偏微分方程转化为一组常微分方程并得到了该常微分方程组

的存在唯一性结果，结合初值的相容性条件从而证明了原模型存在唯一的连续解。

在【5】中作者定义了模型方程(1．1)的弱解形式，对于所有的￡∈【0，T】和任意的检

验函数妒∈C1((o，L)x(0，T))，满足以下条件的t‘(士，￡)

‘／：oL u(。，t)妒(￡，t)dz—L UD(z)妒(。，。)如

=Z‘Z。c“妒。+，"P。一m“-p，如as
+Z。妒(。，s)(G(s)+／o‘p(z，Q(z，s))u(z，s)dz)ds+上则，s)P(s)+阢，∞}5))u(”)如弘

即为模型方程(1．1)的弱解。作者引入了模型方程的假设条件；

·(H1)g(x，Q)对。和Q均为二阶连续可导；对所有的z∈IO，￡)都有

9扛，Q)>0；9(L，Q)=o；gQ(x，0)≤o。

·(H2)m(z，Q)对X和Q均非负连续可导。

·(H3)p0，Q)对。和Q均非负连续可导，并且存在常数ul>O满足

sup{z，Q)efo，q×10,∞)p(z，V)S ul。

·(H4)w(x)非负连续可导。

·(H5)C(t)非负连续可导。

·(H6)札o∈BV[O，叫且“o(z)≥0。

(1．3)

从假设H1一H6出发，因循【4，6，23，87】的思想，[51中作者第～个证明了包含非线性生
长率、繁殖率、死亡率函数的生物型体竞争模型(1．1)其弱解的存在唯一性并且给出了

一个收敛到该弱解的一阶隐式差分格式。

我们指出(5]中给出的一阶隐式格式虽然可以收敛到(1．1)的弱解，但是其精度

只有一阶并且是隐式格式，为了构造更加便于计算模拟(1．1)的数值格式，我们在
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1．2生物型体竞争模型的数值方法回顾

f741中首先给出了一阶显式迎风有限差分格式并证明了格式具有TVB(TotalVariation

Bounded)性质，从而可以收敛到(1，1)的唯一弱解，然后根据f40，581中基于minmod函

数的MUSCL(Monotonic Upstream-centered Scheme for Conservation Laws)格式，我

们接着构造了一个便于计算的高分辨率二阶显式有限差分格式，并且在验证二阶格式

具有设定的精度和高分辨蛊性质的同时证明了其具有和一阶显式格式一样的TVB性

质以及收敛性。在上述两种格式性质的证明当中，我们参考了[5，23，40，67，87】中的

一些思想，但需要指出的是由于方程的全局约束条件、显式时间离散和二阶精度等因

素的存在。给我们的证明带来了极大的难度。

尽管在『741中构造的高分辨率二阶格式比一阶格式精确得多，我们还是希望能够

得到f1 1)的更高精度的格式。由于模型方程的解可能含有间断部分，我们期望新的高

阶格式具有非线性稳定性，在对解的光滑部分保持高阶精度的同时在间断部分可以得

到锐利单调的间断图像。基于此目的，我们在f73】中根据计算流体力学和一般守恒律

方程中取得成功的WENO格式f53，75，79，801并针对方程(1，1)的具体特点构造了五

阶精度的有限差分WENO格式。在f731的数值算例中，我们首先给出了一个间断解的

例子，通过与『741中构造的格式对比图像我们展示了WENO在处理解的间断部分时的

良好性质：其次我们根据『181中的方法构造了一个具有光滑准确解的模型例子来验证

WENO格式对于光滑解可以达到预期的五阶精度；最后我们选取了一个具有典型生物

学意义的例子：食蚊鱼的型体竞争模型(Gambusia affinis)，通过这个例子我们不难看

到高阶WENO格式的表现远远超过了[74】中的二阶高分辨率格式和[8】中所使用的二
阶格式(Lax-Wendroff]f各式和Box格式)，WEN0格式仅需使用少得多的格点数便可以

达到与这些二阶格式相近或更佳的结果。在附录I中我们介绍了食蚊鱼竞争模型的背

景资料，有兴趣的读者可以通过这个例子加深生物型体竞争模型的了解，更好地理解

生物型体竞争模型的意义。

下一节中我们将对生物型体竞争模型的主要数值方法做出一个简要的回顾。

1．2生物型体竞争模型的数值方法回顾

自从生物型体竞争模型提出以来，由于方程边界条件和系数中全局约束的存在以

及非线性的生长率、繁殖率和死亡率函数等影响，数学家们发现想要对较为一般的模

型方程求出准确解是十分困难的，从而越来越多的研究学者开始使用数值模拟方法来

得到关于方程解的性态信息。

对于形如(1．1)的生物型体竞争模型，我们很自然的想法就是以计算双曲守恒律

型方程的格式为基础来构造其数值格式。Lax-Wendroff方法是最早应用于计算模拟生

物型体竞争模型的有限差分方法之一，例如在foo]ee给出的一个两步Lax-Wendroff格
式。尽管Lax-Wendroff方法具有二阶精度并且便于计算，但是在计算含有间断部分的
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1．2生物型体竞争模型的数值方法回顾

模型解时会在间断区域出现较大的数值振荡(参见第四章食蚊鱼算例部分的图4．6)，

并且据我们所知迄今为止仍没有Lax—Wendroff方法对于较一般的生物型体竞争模型方

程的收敛性结果，从而Lax-WendroffJf法并不是计算一般非线性生物型体竞争模型的

可靠方法。

为了增强数值格式的稳定性，一系歹g针对生物型体竞争模型的隐式有限差分格式

相继被构造出来(例如【9]中给出的二阶精度Box格式和【5】中的一阶隐式格式)，但是
『91中指出对于二阶精度的Box格式，想要得到较为一般情形下的生物型体竞争模型的

收敛性结果仍然是极为困难的，并且Box格式仍然无法避免数值振荡的出现(参见第

四章食蚊鱼算例部分图4．7)。在【5l中，作者给出了模型方程(1．1)的弱解定义积一个

一阶隐式有限差分格式，并通过证明该隐式格式的收敛性的方法首次证明了包含非线

性生长率、繁殖率、死亡率函数的生物型体竞争模型(1．1)其弱解的存在唯一性。

如上一节我们指出的，『51中给出的一阶隐式格式虽然可以收敛到(1．1)的弱解，但

是其精度只有一阶并且是隐式格式，由此基于与『51中同样的假设条件H1一H6(参见上

一节)，我们在f741中构造了可以收敛到模型方程(1．1)弱解的一阶显式有限差分格式

和二阶高分辨率有限差分格式，首次得到了对于较一般非线性模型(1．1)仍能够收敛到

其弱解的显式有限差分格式，并且通过数值算例验证了我们构造的格式的精度和高分

辨率性质。继f741之后，我们在f73j中又针对生物型体竞争模型(1．i)构造了盘阶高精

度的有限差分WENO格式，并给出数值算例显示了WENO格式在数值模拟生物型体

竞争模型的显著优越性。

在有限差分方法之外，常用模拟生物型体竞争模型的数值格式还有基于特征线

方法的AGN(Aggregation Grid Nodes)和sGN(Selection Grid Nodes)等格式(参见

f81f91f101等)。需要指出的是，尽管这两种格式也都达到了二阶精度，但足对于较一般

的非线性生物型体竞争模型目前为止仅仅证明了SGN格式能够收敛到C2连续的模型

方程解，并且其模型假设条件较H1一H6更为苛刻(参见(101)。
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本章我们主要针对生物型体竞争模型构造了一阶显式迎风差分格式，并证明了该

格式的总变差有界性(TVB)，从而证明了我们构造的一阶格式是稳定且收敛的。考虑

如下的生物型体竞争模型

ut+(9(z，Q(z，t))u)。+m(。，Q(z，￡))u=0， (g，t)∈(0，L】×(0，卅

柙，∞，啪“(叭)z∞)+Z‘雕，∞It))"(州)出， t∈(o，T】(2．1)

t‘(z，0)=uo(z)， z∈【o，Ll

其中“(。，t)是在时间t时刻个体大小为z的生物密度，包含全局积分的环境因子

Q(x，t)定义如下

Q(z，t)=口Z。”(f)u(‘，￡)霹+Z。”({)u(f，￡)武， 。≤。<1 (2J2)

其中”为权函数。

如[5】和第一章中所述，我们引入模型方程的假设条件：

·(H1)g(x，Q)对z和Q均为二阶连续可导；对所有的z∈【0，L)都有

g(x，Q)>0；g(L，Q)=o；gQ(X，Q)S o。

·(H2)m(x，Q)对z和Q均非负连续可导。

·(H3)卢(z，Q)对z和Q均非负连续可导，并且存在常数u1>o满足

sup(。，Q)∈co’L1×【o，。。)卢扛，Q)S【d1。

·(H4)w(x)非负连续可导。

·(H5)c(t)非负连续可导。

·(H6)“o∈BV[O，L】且uo(z)2 0。

下面我们针对模型方程(2．1)给出了一个一阶迎风有限差分格式，并且将证明格

式的稳定性和收敛性，从而为构造二阶高分辨率格式打下基础。

首先我们定义一下本文常用的数学记号。我们假设区间『0，L1被Ⅳ+1个格点

of：0≤J≤N分割成Ⅳ个小区间，其中zo=0，zⅣ=L。为简便起见我们设定这Ⅳ

个小区间都是相等的，区间长度记为△z，这样就有xj=jAx。需要指出的是这种假

设并不会对我们数值格式的分析有本质影响，更一般的非均匀网格可以使用类似的分

析方法。类似地，我们记时间步长为△t，实际上时间步长△t=△扩=t¨1一护在每
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一个时间步都可以根据稳定性条件变化，但在格式的构造当中我们仅需考虑时间上的

单步离散(欧拉向前差分或者Runge-Kutta方法)，由此为简便起见我们这里统一使用

没有上标n的记号At。我们分别记蟛n和叼为u(巧，护)和Q(q，t“)的有限差分
近似，类似地，我们记

鲸=g(xj，四)，露=卢(巧，饼)，qn=m(zj，叼)，屿=伽(巧)，俨=c(t”)

定义常用的有限差分算子如下

D一(叼)=竺五--笋U3_1， △+(哆)=嗡。一哆， △一(哆)=嵋一呼-，

我们再定义格点函数un的L1和L。模以及TV半模

Ilu"ll·。∑j=l吲△￡，11u"11∞2鼢怫
接下来我们给出本章将要介绍的求解(2．1)的一阶显式迎风有限差分格式，构造如

2≯+蠼某熊+啊n、n-oI 1 s J≤Ⅳ (23)
△t △z

，J 7 一。一 、 ’

其左边界条件的处理方法为

Ⅳ

鲍nuno=伊+∑gnujn△。
j=z

环境影响因子Q由下面的公式得到

初值条件为

田=U0(巧)， J=1，2，⋯，Ⅳ

记A=爵At，并改写(2．3)为

(2．4)

(2．5)

哼+1=哆一A(或?哼一彩n一-“≥·)一△t孵“；=(1一A劈一△t孵)哼+A班-t乒t，J≥1。
(2．6)

由于我们只需考虑单步离散格式，而(2．6)式右端只含有与时间俨有关的项，这样当

不至于引起误解的情况下我们就将上标n省略掉。

下面我们证明数值解U“在时间护≤T时的L1模有界性。首先我们假设叫n≥0，

稍后我们会证明这种假设的合理性。

命题2．1．如果U3”2 0，当t“≤T时则有flu“tll有界。

n，，
“一¨升U

¨∑舢
=，U矿r

Z△曰w

Ⅳ∑吼
+Z△

n

t
Uw

，∑日
＆=n

JQ
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证明；由于qn≥0，弼n≥0(假设H2)和或=0(假设H1)，我们得到

蝼刿1二嵝』!!
At

=

n+一l
n△z

=一∑(鳕嵋一班，唾。)一∑喝哼△z
J=1 j=Z

≤一∑(鲸嵋一班，呼。)

=茹皤

=G”+E缪哼△z
j=l

≤C+ul||u“111

这里G为G(t)在t∈[0，TI上的上界，∽为假设H3中的p(z，Q)上界，这样当△t为常
数时，我们立刻得到

Ilu”I|l≤(1+．Jl△t)llun-lIll+CAt
n一1

s(1+wzAt)4IluoIll+∑(1+ul△trCAt
J=0

≤∥zr㈣u0+掣她，
这里的uz以及后面将要用到的“＆都是只与给定的函数g、m、G、p、Ⅲ、最终时间r

以及初值函数Uo有关。当△￡非常数的情况，只需做少量的调整我们的证明仍然能够

成立。■

由数值解的L1模有界性，我们可以容易地得到下面的环境影响因予Q的上界

I叼I=

<

l J N

f＆∑掣?△z+∑邺?△刮
t=l i=j+l

《”ll—rr笋Ilu"ll·s“恐}l”lIoo=Qm“

这样我们得到z和Q的有界区域口={(≈Q)∈[o，引×f0，Q。。m结合函数g、m、p
以及w的光滑性假设，从而得到常数地满足

其中

suplf(x，Q){≤她， sup i矗(。)I≤“硌
口 0≤z蔓工

f(x，Q)=9@，Q)，啦@，Q)，gQ(X，0)，啦。@，Q)，gxQ(x，Q)，gQQ(X，Q)
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m(z，Q)，m。@，Q)，ma(x，Q)，p(≈Q)，

h(z)=Ⅲ(z)，W7(o)．

当△t≤Ato兰E1i和A≤知三E1=i的时候，我们即有

1一A鲸一Atm；芝0， 1≤jsN． (2．7)

这样从(2．6)式我们得到叫n≥0，由于我们可以自由选择A=Ao在时间层tn上为常
数或变量，从而我们在命题2．1所做的Ⅱ?非负的假设是合理的。

下面我们将要证明数值解的L*有界性。

命题2．2．t“≤r时，jJ扩JJ。有界。

证明：首先我们有

由于g连续且9(O，Q)>0(假设HI)，我们令

p 2

9∈fora，口in～】9(。，Q)>o (2．8)

这样即有

旧I≤}半． (29)

对于J 2 I时，应用式(2．6)、(2．7)以及函数m的非负性我们得到

I哼I≤(1一A疗一1一△￡嵋一1)II矿。0。o+A9}jII““一1II。
s liu”一1II*一A(疗一1一巧n⋯-1．．“一1Il。。．

我们有

够～一乃n一-lI=g(q，四-1)一g(巧一1，QJn一1)十g(％一l，研一1)一g(q一1，Qjn一-11)

=啦(岛，叼_1)／Xx+绚(巧“旬一1)(四～一够n一-lI)
=啦(岛，钟。)△z+如(巧一l，留。)(D一1)q哆～Ax．

这里以及下面使用的符号句表示z=z或z=Q在勺一。与白之间的某个值。由假设
有n<l和9Q(X，Q)S 0，这样我们就得到

～A9。(巧一l，岛)(＆一1)1q哆一1△z s 0．

对于J21，我们立刻得到

IqI≤『lu“一1If∞+sup 19。0，Q)I Ilu”一1IIo。△t
D

忱∽+a<一
n

U∽+G
<一

Z△
nI

U露
Ⅳ∑Ⅻ

+伊11n

OU盼
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≤(1+“乜△t)lI““一1《。

综合上述(2．9)式，显然即有

II矿o*≤max{e”70“。oo。，：(G+u-“也))0,／4·

在证明格式的总变差稳定性之前，我们先证明下面的结果。

引理2,3．存在正的常数u5、岫及OJ7满足

lm蛾ax。IQ．?一呼lI≤wsAX,1m蛾ax。Ig。：'一班ll≤035△。lmgasxⅣ一w／,，n一哼lf≤鸲△。，
(2．10)

其中1兰j≤N，

f9髯l一2鳕+劣l-1l≤‰(△。2+△。lu，n+1一嵋I)， (2．11)

其中1≤J≤N一1，

lm9asxⅣ[Q．?+l一吲≤wTAt(1+T矿(t正”))， 1m蛾ax州Jg，'：+1一够I s u7△。(1+Ty(¨“))，

【212)

lm：。ax，I丹“一丹I≤u7△。(1+TV(““))，

其中0≤jSN。

证明：对于1≤J≤N，我们有

J Ⅳ 3-I N

l留一啄，l=la∑”。霹+∑毗《一n∑”。霹一∑也磁lAx
i=I t=，+1 {-1 t气， l

—I(a一1)wj衅I△z s Ilwll—llu”ll*Az≤吣u4△z；

l鳋一班lf=}g(zj，瞄)一g(zj—l，Q；)+g(zj—l，Q；)一9(zj—l，Q}-)
≤l如(幻，Q；)IAz+Ig,?(xj-l'钌)I l研一呼，l
S岫△z+曲(岫地△z)=岫(1+W3u_，4)AX；

I孵一哼，l=Im(巧，Q?)一m(≈一，，Q?)+m(≈一t，钟)一m(q一-，叼一z)
≤Im。(岛，qn一：T+]mQ(xj一·，钌||研一Q工，I
≤u3△z+∽(∽岫△z)=w3(1+岫龇)△z．
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这样我们就证明了式(2．10)，其中

u5=max∞3“-，‘_oa(1+u3“如))

对于式(2．11)，1≤J≤N一1时我们有

J蝣，一研+啦ti=f(班-一够)一(鲸一啦，)f

=I△+@(奶，q；)△石+9。(xj—t，Q"，n八％n一9}，))
≤忱(奶+I，Qn+1)一啦(奶，Q?)l△z

这里，和，，定义如下

+lgQ(xj，锈A n+1)q十I巧n+l—gQ(Xj-1，需)嘶骘I(1一a)Az
=I^II

，=I乳(奶+-，Q知-)一站(毛，睇)lAz

=I如。(西+-，Q,L·)(≈+z一奶)+g哟(岛，z魏。)(Q知，一Q'；)IAx
≤2岫△矿+“b“5△妒；

J，=|gQ(Xj，@苒1)q+l略l一9q(xj一1，钌)嘶qnI(1一a)Az
=}(gQ(xj，国务。)一gQ(Xj¨钌))屿+l略l+gQ(xj“(^⋯n U什n i(屿“一％)

+如(巧-l，叼)屿(t毋z一哼)f(1一a)2xz

≤IgQ。(易，国知t)△z+gQO(Xj—t，可知。)(0n+。一句)l ow J|。o““o。△z

+usllu“|【*0叫zIlo。△护+u311wll。luj“+l—uj“lax

≤瞎岫△。2+嵋w4Ax(2wsAz)+嵋坝△z2+山引嘎l—q I△z

≤2以蛐(1+如)△z2+嵋△zIU，n+l一叼|．

这样我们就证明了式(2．11)，其中

岫=max(岫(2+眺4-2v．,'aw4+2wac_04taa)，瑶)．

对于式(2．12)，0≤JSⅣ时我们有

t j N ， N I

IQ,”一Q,I=I。∑掣r1+∑毗“?”一a∑叫tu?一∑”。嵋IAx
I t=l 1=3+1 #l l=J+l J

N Ⅳ

·≤∑心+1一“?№Azs蛐∑∽“一u?阻．
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这样对于i21，均有

l“?+1一“?I=lAl⋯nun。一啦，Ⅱ≥1)+m?Ⅱ?△tI

≤A鲚ln?一u。9—1I+Al卵一啦!IU。n一1+lIm”0*IIu“0。At (2．13)

≤灿3It覃一“=lI+w4wsAt+w3cL)4At，

从而我们得到

同样得到

．Ⅳ

Qrl一Q；I≤岫∑(A蛐Ju?一珏卫1I+龇％△￡+曲u4at)Az
i=L

=oJ；TV(u")at+c出咄‰+ws)Lat．

1鳕+1一鳕l=

<

露“一劈l=

<

Ig(xj，够“)一9乜，喏)I

Ig口(xj，岛ll研+1一叼f≤u31Qy“一钟
啦TV(u”)rt+罐龇(岫4-w5)LAt，

IZ(z，，qn“)一卢(巧，钟)l

I&(巧，GIIQ；+1一Q?【≤u。IQ?+1一四
胡ry(“”)at+瑶岫(岫+w5)Lat．

综上我们得证式(2．12)，其中

∽=m“(访，罐，她岫(岫+ws)L，以咄(岫+ws)L)．

■

现在我们开始证明格式的总变差稳定性。

命题2．4．t”曼T时，TV(u“)有界。

证明：首先我们改写格式(2．3)如下

嵋“=％n—A鲸(哼一呼-)一A(疗一啦1)uj"-·一ate；畸

对于1SJ≤N一1，我们有

=((略，一哆)一A蠕，(咏-一哼)+A鳕(嵋一U，n一，))
4-(一A哼(9知。一疗)+At0。(疗一劣L-))+(一△t(”盘lU，n+。一mj“哼))

=越+譬十c；．
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这样

现在我们每项分开分析，首先我们有

Ⅳ一1

≤∑((1一
i=I

N—l

=∑I略。
i=I

N一1

=∑I略。
{=1

A粕)I略-一吲+增l蟛n一吐-I)

一嵋l+幻?l砰一让；I—A蝣Iu备一uⅣ_n-

一哆l+agl'J-?一u；

其中第一个不等式我们应用了(2．7)式，最后一个等式我们应用了g(XN，Q)=o。我们

改写B?项如下

骘=一1％n(g，n+-一疗)+A嵋二t(鳕一彰Lt)

=A((9}t一疗)(哼一U，n一。)一(9知。一29：+彰L-)“；)

应用引理2．3，我们得到

N一1

∑I曰l
j=l

C．=1分析如下

N——1 N一1

≤∑AI啦。一鳄II哼一呼。I+∑AI蠕。一2好+啦。|I哼I
J=l ，=1

N-1 ／IV-1 N一1 I

≤us△t∑I叼一呼。l+w4w6At{∑血+∑I哼一“二-I)
j=l ＼J=l 3=1 ／

≤w4w6LAt+(oJ5+u4u6)AtTV(u”)．

j四I=Atlmja+lUj"+l一骘略l+嘴啊n l—qnqn

≤Atw3Axw4+w⋯Jn+1一吩nl△t

这样我们就得到了

∑l叼I s wsw4LAt+wsAtTV(u“)．
j=l

令

oJ8=max((∽+挑)u4L，岫+‰+u4岫)，

我们有

Ⅳ一l

TV(u州)≤wsAt+u8AtTV(u“)+∑l嵋一,tt—n I+A卯M
J=l

皤一日+凹
舭∑州

+露
¨∑纠

+∞
¨∑硝

<一哆一味
m∑瑚

||+扩叭丁
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现在我们讨论I“r1～磕“l项。应用式(2．3)、(2．4)和引理2．3，我们有

嵋“一位矿1f=I(1一A聍一atmT)u?+A鳐略一嵋+1I

=l(1一A97)(u?一“；)一暇uTAt—x(a7一茹)嵋一(n；+1一“；)

S(1一Ag?)I嵋一嵋l+wsw4At+tdSoJ4At+IU0“+1一t‘引．

令039=岫+曲(蛐+地)，我们即有

TV(u4+1)S蛐△t+u9At TV(u")+TV(u“)+}t瑶+1一仳；

最后我们分析I“；“一“；I项，出式(2．4)，我们得到

=站“(Ⅱ矿1一嵋)+(鳐”一鳐)皤
N

=矿+1一G“+∑(露+1％n+1一蠼?嵋)△z
3=1

N

=c竹1一C“+∑(学+1(哼“一哆)+(露”一日)嵋)△z
，=j

由式(2,8)，注憩到茹“≥p>0，应用引理2．3和(2 13)我们得到

J嵋“一“；j s；J鳐“一鳐J“；+；Je”1一矿j

+詈∑I哆“一嵋I△。+警∑I雩”一露l△z‘

，=1 7。'21

≤詈(u，Ty(“”)出+∽△t)+警△t+警∑(她I哆一呼·
+敞‰+‰)△砖△￡+等L(c出Ty(铲)△t+w7△￡)

<u10TV(u”)△t+u10At，

其中

u，。=m“(鼍字c·+L，+警，鼍竽c-+三，+害+警c蛐+‰，三)
令OJll=蛐+ulo，我们有

丁y(t严+1)S(1+u11AI)TV(u8)+u11At，

从而可以推出在t“S T时，TV(u“)有界。一

接下来我们证明格式对于时间t的Lipschitz稳定性。
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砉l掣fAx<M(q-p，．
证明；应用式(2。3)和引理2．3，我们有

霎l掣卜=驴N c硼+唰△z

=羹Ⅳ鳕一曝l+孵)嵋+啦。。一(蜘}△z_k-ZT--。

这样就有

姜f学忙笔q--I荨N f寻n+l卜嘶刊
根据f87】我们可以定义如下一族函数{‰m)

％8at(x，t)=qn

其中z∈江j一1，xj)，t∈It“一1，￡“)，J=1，··

{【，△。，△d在拓扑cl((0，L)×(0，丁))中完备，

，Ⅳ以及n=1，⋯，f．这样，函数集合

从而我们得到了下面的收敛性结果。

命题2．6．存在一个函数子列{￡，△。△f1)c{u△。A)当i—o。时在下面的意义下收敛

到BV([O，L】×[0，卅)中的函数u(x，t)

／I魄。△fI(z，0)一uo(x)Jdx一0

及

ZTZ‘‰以”心，。)Idz出川
此外满足如下条件的函数u

II=llsv(io，zJ。(0．司)≤E(1luoIlev[o．川，flCllc，【o，钉)

是(4．3)式在BV([0，纠×10，邳)中的难一解n(。，t)，并且当△z—o时数值解{％。A)
收敛到这个唯一解。

证明：综合命题2．1、2．2、2．4、2．5以及【87】，就能够保证了存在收敛函数列收敛到

By中的函数u(x，t)并且“(z，t)就是(2 1)在By中的弱解。由于在【51中已经证明了
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这个弱解的唯一性，从而保证了我们的数值解序列在△z一0的时候能够收敛到模型

方程(2．1)的唯一真解。●

这样我们就得到了一个稳定的、收敛的一阶显式迎风有限差分格式，拥有和『51中

所构造的一阶隐式格式同样的性质，但由于我们构造的是显示格式，所以更加利于计

算模拟模型方程(2．1)。值得指出的是证明显示格式的上述性质比【51中隐式格式的证
明困难得多，同时一阶显式格式的许多证明思路可以应用到下一章二阶高分辨率格式

性质的证明当中去。



第三章 二阶高分辨率有限差分格式

在上一章我们针对生物型体竞争模型方程构造了一阶显式迎风有限差分格式，虽

然我们证明了一阶格式的稳定性和收敛性，但就计算而言，一阶格式还存在很大的不

足，为了达到令人满意的结果，必须使用大量的格点数。在本章中我们首先在第一节

简要介绍了一下双曲守恒律方程的高分辨率方法背景知识，在第二节我们根据f40，581

中基于minmod函数的MUSCL格式构造了一个便于计算的高分辨率二阶有限差分格

式，我们同样证明了二阶格式的稳定性和收敛性，不过在此我们要指出的是二阶格式

的稳定性和收敛性分析由于模型方程中全局约束的存在从而比一阶格式的分析要困难

得多，还需指出的是我们的二阶格式可以很容易地推广为更高精度的一般MUSCL格

式，例如『671中的格式和f761中的TVB(total variation bounded)minmod格式。本章

的第三节我们还给出了一些数值算例来验证二阶格式对比一阶格式的良好性质与优越

性。

3．1双曲守恒律方程的高分辨率方法

本节我们主要简单介绍一下双曲守恒律方程的高分辨率方法(参见『40，581)，高

分辨率方法这个名字首先由Harten在其经典文章f401中提出，高分辨率的含义是指数

值方法在解的光滑部分至少可以达到二阶精度同时在解的间断部分仍然能够得到锐利

无振荡的激波图像。高分辨率方法的核心思想是以高阶精度的格式为基础，在激波间

断的附近区域调整格式并增加数值耗散。

为了达到上述目的，最直接的途径就是在一个高阶精度方法(例如Lax-Wendroff方

法)基础上在方程中增加一个人工粘性项，由相容性条件可知该粘性项的系数在时间

步长k—O和空间步长h—O时应快速地趋于零以保证格式在解的光滑部分保持高阶

精度。由于在设计格式的时候只是在解的间断部分需要引入额外的粘性，从而我们希

望人工粘性项的系数能够与解的性质存在某种关联，使得间断部分的系数要大于光滑

区域。下面我们先给出一个简单例子来认识一下加入粘性项的影响。

考虑方程地+o‰=0，我们调整其Lax-Wendroff格式为

，， 1

咿1=叼一丢(吩，一吁·)+V2(曙-一2叼+呼-) (3．1)

+kQ(Uh】一2U7+昵】)

其中V=ak／h为Courant数，Q即为我们新加入的人工粘性。我们记L(x，t)为格式

(3．1)的截断误差，L删，(z，t)为原Lax-Wendroff格式的截断误差，由于k—o时有

h=D(≈)、LLⅣ(z，t)=O(k2)，则我们有下面的关系式

L(x，t)=LLw(X，t)一Q[u(x+h，t)一2u(x，t)+u(x—h，t)
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=LLW(z，t)一Qh2Ⅱ：：(z，t)+O(h4)

=O(k21．

这样对于任意的常数口，格式(3．1)仍然是二阶精度的。考虑到格式(3．1)实际上是对

下面的方程的三阶精度近似

1．

地+aux=h2Qtk。+；胪a(u2—1)u“。． (3．2)
o

由此我们希望当Q取适当大小时在原Lax-Wendrolf格式中引起数值振荡的色散项可

以和耗散项相互抵消，从而消除格式的数值振荡。但是当Q为常数时格式(3．1)仍然是

一个线性格式，Godunov定理告诉我们线性单调的格式至多只有一阶精度，从而我们

只能考虑取Q为与数值解有关的非线性函数。使用人工粘性项限制的办法最大困难就

是如何引进适当的非线性函数Q从而在保证足够的耗散同时不至于抹平激波，而直接

构造这样的函数是非常困难的，人工粘性方法的另一个不足之处在于控制人工粘性大

小的Q与具体问题相关，例如上面的例子中的色散项系数就包含8，当处理另外的问

题时又要针对新方程设计0。

为了避开这个难题，数学家们采取了许多更为直接的办法来得到满足无振荡条件

的高分辨率方法，尽管绝大多数这些方法都可以改写为一个高阶格式加上某个人工

粘性项，但是这样一来得到的人工粘性项将非常复杂。下面介绍一下其中应用最为广

泛的两种方法：流通量限制器方法和斜率限制器方法。更多种类的高分辨率方法请参

见【99】【1023。

流通量限制器方法的主要思想是在解的光滑区域使用高阶精度的流通量，在间

断部分使用低阶的流通量(一般为单调流通量)。通过引入流通量限制器函数fflux-

limiter)来达到自动调节流通量在光滑与间断区域的转换，从而达到高分辨率的目的。

Boris和Book在f151中给出的FCT(Flux-Corrected Transport)的方法是最早的流通量

限制器方法之一，几乎与f151同时Harten和Zwas在f451中也给出了流通量限制器方

法，更多的此类方法请参见[68，71，1011。

另一种更具有几何直观意义的限制器方法是斜率限制器方法，其基本思想是在

Godunov方法中使用更高精度的分段线性函数取代原来的分段常数来重构流通量，利

用斜率控制器函数(slope-limiter)来自动调节这些线性函数的斜率，使得在解的间断部

分自动的减小插值线性函数的斜率，从而在光滑区域上保持高阶精度的同时避免在间

断部分出现振荡。为了得到更高精度，还可以使用二次函数来代替线性函数来进行流通

量的重构，实际上限制器在间断附近的作用是自动降低一阶流通量重构的精度(例如降

低线性插值的斜率或者使用线性插值代替二次插值)。这类方法最早出现在van Leer的

系列文章f91，92，93，94，95】中，在这些系列文章中vail Leer提出了著名的MUSCL

格式，之后又涌现了多种类似的方法(例如f21，351)，1984年Colell棚Woodward在
f221中提出了使用二次函数来代替线性函数来进行流通量的重构的PPM(Piecewise

Parabolic Method)方法。对于这些方法更多详细的内容请参见『58]和f881。这里给出
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我们在下一节构造二阶高分辨率格式中所使用的一个著名斜率限制器minmod函数

140，58]

mm(a，6)：—sig—n—(a—)i+—si—gn一(b)min(IoI，Ibl)．
注意到如果我们取a和6分别为格点左边单元和右边单元上线性重构函数的斜率，则

minmod函数将自动选择其中绝对值最小的那个，并且在解的极值附近取为0，从而起

到自动降低线性重构函数的斜率并在间断处避免出现振荡的作用。

3．2格式的构造

如上一章所示，生物型体竞争模型方程定义为

“￡+(g(z，Q(z，t))乱)。+m(z，Q(x，t))u=0， (。，t)∈(0，L1×(0，卅
rL

9(o，Q(o，t))u(o，f)=G(t)+／卢(z，Q如，￡))“@，t)dx， ￡∈(0，卅 (3．1)

u(x，0)=U0(z)， 。∈【0，L]
，2 ，L

Q(z，t)=o f材恁)缸任，￡)《+／镏《){|《，￡)《，0≤n<l (3．2)
JO Jz

同样地，我们给出的模型方程假设条件：

·(H1)夕(z，0)对z和印均为二阶连续可导；对所有的z∈f0，三)都有

9扛。Q)>0：g(L，Q)=o；gQ(X，Q)≤o。

·(H2)m(x，Q)对z和Q均非负连续可导。

·(H3)p(z，Q)对。和Q均非负连续可导，并且存在常数wl>0满足

sup(=，Q)e[o，叫x【o，∞)卢缸，Q)S OJl·

·(H4)tI，(z)非负连续可导。

·(H5)c(t)非负连续可导。

·(H6)t‘o∈BV[O，上J且Ⅱo(z)2 0。

沿用上一章的符号设定，我们假设空间区域[0，川被格点≈：0≤J≤Ⅳ划分为N
个小区间，其中zo=0、￡Ⅳ=L。设区间为均匀区间，每个小区间的长度都记为Az：，

则有％=jAx。我们记时间步长为At，记q和叼分别为¨(巧，P)和Q(巧，护)的有
限差分近似，类似地，我们记

鲸=g(≈，四)，曰=口(≈，叼)，嵋=m(xl，钟)，q=u(q)，C”=c(t“)
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定义格点函数““的L1与L。。模为

IIⅡ"IIl 2∑j=l吲△而llu"ll*2蹄I嵋
和第一章一样，在不引起误解的情况下我们省去上标n。

下面我们给出本章所要构造的二阶高分辨率有限差分格式

等n+l≯n+学A +孵哼_0’1 s J≤Ⅳ (33)
△￡’ z

’】一，1一⋯ 、。。

其中数值流通量毋l／2定义为

知 一J毋n～n+{(取1一鳢)哼+{疗mm(△+嵋，A一吁)：J=2，⋯，N一2J
j-+ll：一l毋n％n ：J=0，1，N一1，N

这里的函数mm取自[40】中定义的minmod函数

mm(口，6)：sign(a)+。sign(b)．min(I。I，Ibl)． (3 4)

显然我们看到，这样所构造的格式除了边界点为一阶精度外都是二阶精度的，从而保

证了数值解在L1模意义下有二阶精度。左边界处的全局边界条件则由下面的复合梯

形积分公式得到

卯nuon=C“+∑’曰uF'x， (3．5)
J=0

这里我们的特殊求和符号定义如下

J2 1 1
，2一l

∑’aj=；q。+；％+∑aj
j≈l

一 一
3=31+1

其中杰一Jl 2 1，当J2≤J-时显然有

∑’q=0
，=，1

环境影响因子Q(x，t)E样也由上面的二阶复合积分公式求得，由于要避免使用边界点

嵋，我们对第一个积分小区间使用右端矩形法则：

Ⅳ

奶uTAz， Q?=口v·u?△z+∑7 w,uTAz
t=1

J N

Q；=aulu?Az+n∑7Ⅲ。Ⅱ?△z+∑’w；“?△z， 2≤J≤Ⅳ． (3。6)
l=l i=j

Ⅳ∑㈦
+Z△

n1Ⅱu||
nOQ
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这样我们即可保证对叼的近似在L1模下也是二阶精度的。初值条件仍然为

谚=U0(q)， J=1，2，·一，Ⅳ

仍然记A=五At，我们改写格式(3．3)如下

t学+1=哆一A(鼠。／2一力!l／：)一Atmyuy，J≥1． (3．7)

班，+够+够警舀鼍，一班，业掣)：J-3’⋯，Ⅳ一2蝣。+够+鲸型掣) ：J=2

2够一幽2-型号；笋型) ：J=N一1

骘=眵珂臻∥2
哆+1=(1一AA?一孵△t)哼+A(qn一骘)U，n一。，J≥1． (3．8)

首先我们在假设qn≥0的基础上证明护S T时数值解un的L1模有界性，稍后我

们会给出这种假设的合理性。

命题3．1．如果喈≥0，则当t“S T时Ilu“111有界。

证明：由于叼≥0、m?兰0以及赡=0，我们有

贮业：壹型兰△茁厶

=一4=∑1At (蔚Atl／2一玺l／2)一∑嵋哆△z
j=t j=l

≤一∑(兢-／：一茁-／。)
J=1

=茹U“0

：∥+i1田。；△。+；鳃。斋△。+N∑-1露嵋△。

12

12_¨2疗，_II___-C、_lII_l、

=

记

锋
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≤∥+；露略△z+u-ou"ll，．
现在我们假设“3≤口，其中口为正的常数，稍后我们将验证该假设的合理性。记

C、tfll分别为函数c(o、卢(z，Q)在t∈【O，T1上的上界，则当Ax≤2c／u1口时，我

们得到{麻u3△z≤C。当△￡为常数时，我们立刻得到

0矿II,≤(1+o山zXt)ilu”1队-I-2CAt

≤(1+u1△t)”8uoIIl+∑(1+ul△￡)。2CAt
3=0

≤e们∽l，+丝竺兰Mj≤e”7渺lll+兰等一兰j
Wl

^如以及后面的肘k都是只和函数g、m、C、口、W、最终时间丁以及初值条件uo有关

的常数。对于△t非常数的情况，只要对证明稍加改动即可得到同样的结果。

现在我们考虑Q；的界，由(3．6)中四的定义，对所有的0 s J≤N，我们有

．Ⅳ ^

钟≤t01Ⅱ?△z+∑7w,u'?Ax≤；u3尬§Q。。，
t=1

一

从而有

鳐≥。茎。m曼i。n⋯鸱Q)兰p>ot (3·9)

这样当△z s p加-时，我们有鳐一{ZoA=≥p／2，从而由(3．5)我们得到

u；≤=(u1^如+G)． (3．10)
p

注意到不等式右端的常数都不依赖于口，这样我们关于边界点“3≤口的假设是合理

的。一

和上一章一样，现在我们得到了关于z和Q的一个有界区域口={(。，Q)∈[0，L】X

【0，Q。。】}，结合函数g、m、卢以及w的光滑性条件，我们得到一个常数坞满足

sup l，(z，Q)f S．^磊， sup l^(z)I S J】l磊， sup I卵(t)l≤．^矗
口 O≤zSL O<t<T

其中

，(甄Q)=

九(z)=

这样显然有

9(z，Q)，吼(z，Q)，gQ(x，Q)，乳。0，Q)，gxQ(X，Q)，gQQ(X，Q)

m(x，Q)，m。@，Q)，mQ(x，Q)，卢@，0)，

"(z)，W’(z)， n(t)=c(t)，C心)．

譬I≤；呼Mz，Q)I≤；尬
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当△t≤At05丽1且As Ao§赤时，我们即有

螂吲：{，参静， 蠹，I够(-+型拦产)+啦。(t一型铲)：砒r J

结合(3．8)和(3．11)·显然有叫n≥0。注意到我们既可以选择A≤Ao为常数也可以在

每个时间层扩变化，这样我们就证明了命题3．1中关于喈非负性假设的合理性。

下面我们将要证明的是数值解L*模有界性。

命题3．2．当t“≤T时，0u“II。有界。

证明：首先我们在(3．10)eP已经证明了蜡的有界性，当J≥1时，应用(3．8)、(3，11)、
(3．12)以及函数m的非负性，我们得到

I嵋I≤(1一AA；一1一AtmJn一1)IIu”一1ll。+A(剪一1一毋一1)II““一1II。

≤llu“一1 0。。一AB?一1Ilu“一1lI。。．

对于2≤J≤N，显然有

1

Q一劬一1=妄(a一1)(wyuj+1吩一lul一1)△z． (3．13)

对于J=1，我们有相似的结果

这样我们就有

Ql—Qo=(n一1)ulul． (3．14)

鲸～一毋n一--11=g(≈，钟_1)一g(xj-l'叼_1)+9(巧_17 q．1)一9(巧“qn一-。1)

=乳(白，叼-1)Az+如(町-1，留．1)(叼～一qn一-。1)

这里以及下面使用的记号白表示在zj一-和勺之间的某个值，斫℃表函数明女Q。对于

2 S J S N，由n<1和gQ(x，Q)≤o我1门得到

一9。(％。田一1)(Q?一一Q筘；)=一；g。(％一囝?一1)(。一1)(屿“Jn-I+奶一。qn一-。I)△z≤o，



2007年 中国科学技术大学博士学位论文

第三章二阶高分辨率有限差分格式
第29页

3．2格式的构造

以及

一gQ(xo，国?一1)(Q?一1一Q；一1)=一gQ(xo，国?一1)(n一1)ul札?一1Ax≤0

注意到J21时有一岛Smax,(gt一，一玑)，我们立刻得到J 21时

吲≤Ilu--I忆+su口p IgzC≈Q)I扩1IleAl s(1+M3ht)Jlu"-1峙

综合(3．10)，即有

Ilu"ll*≤max{eM3TII札。11。，；(u·％+伽；地．
■

在证明格式的总变差稳定性之前，我们先给出下面的结果。

引理3．3．存在正的常数肘j、^靠和％满足

1m匀asx』v
Q，n—q}1 I≤M5△z， 1m9asx“Ig，?一夕37-1

s MsAz，

1m<Ja!x．Ⅳrm，n一呼l s MsAx， (3·15)

其中1≤J≤Ⅳ；

I蝣l+1—2鲸+彰L1I≤M6Ax(Ax+I哼一Ⅱ37-1I+luj“+l一嵋1)， 1≤J≤N一1，

I霉一9工·l≤^靠△z(△z+Iqn一71,，n一，I+Iu知-一u；I)，4≤J≤N一2；

(3．16)

以及

IQ；+1一叼J≤MTTV(u”)At+MTAt， I鲸+1一疗I≤MTTV(u“)At+MTAt，(3．17)

I劈+1一劈|s MTTV(u”)at+MTAt，

其中0≤J≤N。

证明：对于2≤J≤N，由(3．13)我们有

IQ；一Q；-ll：J石1(a一1)(屿叼+2吩一。u二。)f△z≤11wIl。。||。no。。A。≤M3M4A。，
I。

由(3．14)nT知当J=1时也同样成立。这样我们就有

f鲸一9n_tI=Ig(x3，四)一g(q一·，叼)+g(xj—t，叼)一9(岛一，，Q二。)
s lg。(奶，Q；)IAx+IgQ(％一·，包)l I叼一Q；-，I



≤M3Ax+Mj(蜴^以△。)=M3(1+M3M4)Az

憎一础j-，I=Ire(x：，四)一m(巧乩叼)十m(≈叱叼)一m(xj扎钟1-，)
≤I"k(易，Q'])IAx+Im口(zi—l，QJ)I IQ；一Q；-1I

S％Ax-4-地(％M4Ax)=M3(1-I-i3i4)hz，

这样我们就证明了f3．15)，其中

螈=max(M3M4，M3(1+M3慨))．

对于(3．16)，当4≤J≤N一2时容易推得

I譬一B¨9 I=f；(蝣，一2疗+班。)+；(酊一2啦。+毋n_f
≤m。axl9算l一2卯+豇lI，

这样我们就只需证明(3．16)的第一个不等式，应用(3，13)，对于1≤j S N一1时我们

9知，一2《‘+彰L-I 2 I(彰’-一疗)一(马n一巧n—z)I

=I△+(如(奶，Q?)△。4"gQ(Xj一-，留)(叼一Q；-。))l
≤I缈(句+·，略。)一乳(奶，qn)I△z

+l∞(％，识1)嘶+l叫n+l—gQ xj一1，Q^JnJq％nI!!—；型△z

+lgQ(x，，诼1)％嵋～gQ(XJ山钌)％一。qll坠：≯△z

这里

jr=l啦(白+l，(氍1)一如(奶，叼)I△z

=l‰(-J+l，Q并·)(奶+-一奶)+如。(岛，珏。)((疆。一钟)I△z
≤2MsAz2+M3坛Ax2；

，，=fgQ(xJ，Q‘I+。)q+-qn+。一9。(q一钌)鸭嵋I堡云堕△。
=j(如(≈，镑。)一鲫(巧-I，钌))屿+。巧n+。+册(巧。钌)晴。(q+，一哟)

坳(¨】q^，n⋯Un旷圳掣△z
≤j19。。(奶，国知。)△z+的口(≈一。，虿A。)(o知。一钌)l Ilwll。。II“n|J。。△z
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+等IIu“o。II地Il。△x2+--警llu||。I哆知，一嵋I△z
≤-竽-M,Ax2+学酬2M5酬+M2：M4Ax2+彳i2 I嗡。一哼阻

s增尬(1+慨)△矿+警酬嗡。一哆J；
类似地，我们有

III=lgQ(xj，镇1)”嵋一gQ(xi-l，钌)嘶一。呼ll

≤增尬(1+％)Ax2+-懈y△zI嵋一呼。I，

掣△z

这样我们就证明了f3．16)，其中

M6=max(M3(2+慨+2慨尬+2％尬坛)，等)．
对于(3．17)，当0≤J SⅣ时根据(3．6)中Q定义我们有

口N o
N

I田”一四I≤；∑1“n+1一u?№缸s；坞∑Iuyl一u引△z

对1≤i≤N时，由(3．8)以及智和B?的定义我们得到

I仳?+1一u?I=I—AA?“?+A(A?一彤)乱01一m{nu。△tI
≤入lA}j|砰一u互】J+AJB尹JU。n一，+0m”JJ∞JJⅡ“JJ∞△t

≤2A supIg(x，Q)II“?一“01f+A尬maxl9：一9：一1l+％舰At
口 R

≤2⋯：n—U；n一1I+M4MJ,t+M3M4At． (3．18)

这样我们就有

^ Ⅳ

I四+1一叼I≤；M3∑(2A慨Iu?一uT_lI+尬螈△t+％尬△t)△z

=aM；TV(u")龇+j3％舰(％+M5)LAt，
从而得到

疗“一够f=Ig(x，，四“)一g(巧，四)f

=19口(％，岛l|Q?+1一钟I s M⋯，，n+1一Q引

≤3嘲Ty(Ⅱ”)△¨z3M2 Ma)LAt，

露+1一曰I=I卢(巧，Q?+1)一p(巧，QY)
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苎三兰三墼苎坌丝兰童垦耋坌丝叁 !：!兰垒竺竺兰

=j艮(q，它)jI四“一四l≤％l叼”一叼I

s 3嗍ry(u“)△t+3M；M4(Ma+Ms)LAt．

于是我们便证明了(3．17)，其中

脾=max(3孵，3鸩，；慨舰(％+坛)L，；孵尬(％+慨)L)
●

现在我们可以证明二阶格式的总变差稳定性了。

命题3．4．当t“≤T时，TV(u“)有界。

证明：首先我们改写格式(3．8)如下

哆+1=哆一),Ay(uy—U，n一1)一．),ByuLl一△tm；哼， J≥1

这样我们便有

从而有

哆+1=[(1一AA知，)(略。一哼)+A(譬一写)(哆一Uj“_·)】
+[一A嵋(B_知，一目)]+[一△t(rn知-嗡t—m?嵋)]

=D2+曰+霉， J=1，2，。。‘，N一1．

一哆“l

现在我们每项分开分析，首先我们有

∑ID21≤∑(1一A锋-)l略，一嵋l+A(群一霹)I嵋一U¨n
J=l j=l

Ⅳ一I N-l

=∑l略-一哆|-A∑譬l哼一U¨n l+．x⋯n un．一u；I一糯I“j：r—u冤一·

其中第一个不等式我们应用了(3．11)和(3．12)，最后一个不等式我们应用了引理3 3中

的结论

f马I≤maxlg；一仇一11， 1 S J≤Ⅳ， (3·19)

+
略一

+

畸+吁
M∑傅

+譬
M∑硝

+叼
¨∑弘

<一lI嗒
¨∑删

II+
矿以T

n0
“一

n1
扎

nl9、+，U矿T△慨+哆一咯
M∑似

<一



2007年 中国科学技术大学博士学位论文 第33页

第三章二阶高分辨率有限差分格式 3．2格式的构造

和9(z．Ⅳ，0)=0。再应用引理3．3以及(3．19)，我们有

N一1

∑l曰I≤
j=l

<

<

∑AI啄。一霉憎I+∑AIB，+ln一骘j
i=4 i=1．2-3．N-I

／Ⅳ一2 N-2

M4M62xt(∑Ax+∑(IUJ柏n一嗡-}+I略t
＼J=4 3=4

脱％LAt+2M4M6AO'V(u")+8M4Msat．

其中口项估计如下

这样我们就有

令

我们有

曰l=zxtlm；+-略·一嵋略·+叼略-一田嵋
≤M3M4AtAz+M3lujn+l一叫ntat·

N-1

∑I曰J s M3M4LAt+M3AtTV(u“)
j=l

Ms=max{M4((M3+慨)L+8慨)，M3+慨+2M4M6)

+Ag?|让?一“；I+lu?+1一U”0+1

接下来我们讨论Iu?“一u矿1 I，这个边界项有如下形式

乱?+1一皤+1I=I(1一A9}一△tm?)“?+A鲥nuon一Ⅱ；+1I

：I(1一幻?)(u?一嵋)一mnlunl△t—A(97一筋nJ‰n一(珏；+1一略)

≤(1一，b?)lⅡ?一Ⅱ引+尬舰△t+慨地△￡十I嵋+1一嵋}．

这样我们有

TV(un+1)≤％△t+M9At TV(u“)+TV(矿)+I“器十1一u吕

其中

％=Ms+尬(％+坛)

最后我们来估计lu矿1一u；I，由(3．5)我们有

茹+1“；“一蜘nuon=茹+1(Ⅱ；“～略)+(鲸“一蛳n，Ⅶn
N

=C”+1一C“+∑’(露+1u；+1一露u；)△z
j=o

∞
n

日％A8+
＼：、

吲

q

鼍r
U一口

¨∑一
+严yr△慨+△慨<一

十n
“矿r
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应用(3．18)与引理3．2并改写上面等式，我们得到

陋L妒△。)㈤“刮
≤ICn+l__俨l+|茹+1一茹l皤+；“；△zI露“一厢

一嵋l+l缪“一露l哆)△z

一哼)+(曰“～露)哼)Ax

≤^毛△t+M4MTAt(1+Ty(u“))+；尬％△z△t(1+TV(u“))
+M3∑(2AM316'一呼ll+尬㈣+Ms)At)Ax+M4MTLAt(I+TV(u“))

j=l
、

≤(尬％(2+L)+2孵)AtTV(u”)+(尬+M4MT(2+L)+％尬(坞+％)L)At

在最后一个不等式中我们假设了Ax≤2。由(3．9)有gn+1≥肛>0，从而当

Ax≤卫M3时，我们有9矿1一{mo+1Ax≥g>0，这样即有

n；+1一瞎l≤MioTV(u”)At+MloAt

其中

Mo=三max(尬％(2+L)+2孵，Ms+慨％(2+L)+％慨(％+Ms)L)

现在令^以l=M9+％o，我们就得到了

TV(u”+1)S(1+M11At)TV(un)+MHAt，

从而推出TV(u”1为有界的。一

下面我们证明格式关于时间t的Lipschitz稳定性。

命题3．5．对任意的q>P，存在一个正的常数M满足

粪I警IAx_<M旷办
证明：应用(3．8)、(3．19)以及肖和毋的定义，我们有

若N I警n+l n卜=粪I(是+孵)咿c剪吲州哼，卜

+

哼
+

野
Ⅳ∑脚

+
n

G一
计
G=

+

哆
¨

露
，∑博

+
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从而有

●

N N N

≤∑maxIg?一妊-I哆+地∑哼△z+3M3∑I嵋一‰
3=1 3=1 J=1

≤M4MsL+M3M4L+3M3TV(u“)≤M．

类似上一章的证明，我们构造函数族t玩。，a。}如下

‰，at(x，t)=嵋

其中茁∈b一1，％)，t∈Its-,,t”)，J=1，⋯，Ⅳ及n=1，⋯，z，这样我们就得到了下
面的命题，由于证明与上一章的命题2．6相同，在此略去不提。

命题3．6．在保证本章前面各命题成立的时间约束下，当Ax一0的时候，数值解序

列便收敛到模型方程(3．1)在BV([0，L1×【0，T】)中的唯一解u(z，t)。

最后需要指出的是前面我们给出的格式(3．3)在空间上是二阶精度的但在时间上

是一阶精度的，对此我们使用了在计算双曲守恒律型方程上非常有效、应用广泛的非

线性稳定Rungc-Kutta型时间离散方法。该时间离散方法首先在f771中由Shu于1988

年提出，该方法被称为总变差不增(TVD：Total-Variation，Diminishing)Runge-Kutta

方法。这种方法在『81，821中由Shu和Oshcr在实现双曲型守恒律方程的本质无震荡

(ENO：essentially non—oscillatory)格式中进一步被研究。Gottlieb和Shu在1998年于

【36]中对Runge-Kutta型时间离散方法进行了全面的分析与研究，在【37】中将该方法
称为强稳定Runge-Kutta型时间离散方法。

TVD Runge-Kutta型时间离散方法实际上是欧拉前差单步格式的凸线性组合，如

果在某种半模意义下(例如总变差模、最大模、熵条件等)欧拉前差格式是稳定的，则

Runge-Kutta型方法仍然能够保持这种半模意义下的强稳定性。因此只需证明了欧拉

前差格式的非线性稳定性，即可自动得到Runge-Kutta型时间离散方法的非线性稳定

性。在此我们使用[811中二阶精度的TVD Runge-Kutta时间离散方法以保证格式在

时间上的二阶精度。

世(1)=扩+△儿(矿)； 矿+l=；(u”+Ⅱ(1)+△tL(u(n)) (3．20)

其中L为空间算子。这就保证了格式在时间和空间上都能够达到二阶精度，并且仍然

能够保持格式(3，3)的稳定性与收敛性，参见【36，37】。

国M<一
Z△笪¨一百哆一

Ⅳ∑触。∑㈣
<一

Z△哆一二出哆一
Ⅳ∑问
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3．3数值算例

本节我们给出了几个数值算例来验证前面所给出的格式的良好性质。首先我们选

取【5]5中的例子来应用我们的格式：选取初值条件uo(z)=--X2+o+1，选取(3．1)和

(3．2)中的各个系数及函数为L=1、ot=0．5、w(x)=1、g(z，Q)=(1一z)(5一z+

z2／2一Q)、m(o，Q)=4+2Q+(1一z)2／2以及卢(z，Q)=(1+z)(2一Q)。a；要指出的
是我们选取这个例子是为了较好的验证我们前面所构造格式的精度与高分辨率性质，

而由前面我们的证明可以知道，对于所有满足假设H1一H6的模型方程(3．1)，我们的格

式都是稳定且收敛的。

基于局部截断误差分析，我们构造的二阶格式在局部小区间做一些微调则更为

精确，将第二个小区间勋一勋的区间长度从AX改为g△正，倒数第二个小区间

zⅣ一1一zⅣ一2的区间长度从△z改为{△z(并不改变实际网格划分，仅仅在应用格
式时改写)。由于我们前面命题的证明并不依赖于均匀网格，所以这样的微调并不会影

响格式的稳定性与收敛性。

首先通过计算间断解的情况来验证我们的格式不会引起振荡。为了达到这个目的，

我们取c(t)=3，这样在原点处边界点值与初值条件不相容，从而导致模型方程的解包

含从左向右传播的间断部分，真到该间断部分向右传播至右边界外。在图3 1中，我们

展示了方程解随着时间演变直至t=2的过程，在这个过程中可以看到间断部分从左至

右慢慢传播至右边界外。在图3．2中，我们选取t=0．5，此时解仍然包含间断部分，我

们在N=100的均匀网格上分别用第二章和本章构造的一阶和二阶格式计算方程数值

解并与参照解对比来验证我们格式的良好性质，其中参照解由二阶格式在N=2000的

均匀网格计算而得。在时间步长上我们选取At。=o．6Ax／llg“(z，Q)+m“(z，Q)AxII。。

为一阶格式第"层时间步长，At。=o 6△￡川；旷(z，Q)+竹矿(z，Q)△oIloo为二阶格式第

n层时间步长，以保证格式条件(2．7)以及(3．11)成立。

通过图3．2我们可以清楚地看到，两个格式的数值解在间断部分都没有产生数值

振荡，间断部分处二阶格式在不引入虚假数值震荡的同时还可以得到比一阶格式好得

多的图形，从而验证了二阶格式的高分辨率性质。当t≥2时，随着时间的增大解的

图像变化地越来越缓慢，在图3．3中我们给出了这个例子在较大时间t=20的数值稳

定态，可以发现一阶与二阶格式所算出的图形几乎没有区别。

接下来我们验证一阶和二阶格式对于光滑解的情况可以达到设定的精度。我们选

取卢扛，Q)=2+Q、m0，Q)=1+Q、g扛，Q，t)=99p)e。+2+詈+2=手∥、gg(t)=
一2e一1+—e-下2+一t+{ae．2州一ae_1州、L=1、u(z)=1、ol=0．5、初值条件让o(o)=e吖以

及G(t)=0，这样即可保证方程(3．1)有一个光滑的准确解u(x，t)=∥一。在图3．4中
我们给出了T=0．5时刻准确解的图像与二阶格式算出的数值解对照图，在表3．1中，

我们给出了T=0．5时刻一阶与二阶格式的Ll模误差及精度阶。
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图3．1：时间t=O至t=2时方程解演变图形。

图3．2：在N=100的均匀网格上一阶格式(三角)与二阶格式(圆)算出的数值解图像

与N=2，000的均匀网格上二阶格式算出的参照解(实线)对比圈。
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图3．3：在N=100的均匀网格上算出的t=20时解的稳定态图形，其中虚线为一阶格

式，实线为二阶格式。

表3．1：一阶与二阶格式在格点数为Ⅳ的均匀网格上数值解的工1模误差与精度阶。

Ⅳ 一阶格式 二阶格式

N Lz误差精度阶 L-误差精度阶

10 0．49B．01 0．30B．01

20 O．23E一0l 1．07 0 77B．02 1．97

40 0．1lB．01 1，03 0．20B．02 1．97

80 0．56E-02 1．02 O．50B．03 1．98

160 O．28E一02 1．01 O．13E．03 1．99

320 0．14B．02 1．01 0．31五■04 1．99
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图3．4：在N=100的均匀网格上使用二阶高分辨率格式算出的数值解(圆)与准确解

(实线)的对照图。



第四章 高精度WENo格式

在前两章我们针对生物型体竞争模型方程构造了一阶迎风有限差分格式和二阶高

分辨率有限差分格式，我们还分别证明了一阶格式与二阶格式的稳定性和收敛性。为

了更好地提升格式的计算能力，本章我们将要构造一个五阶精度的有限差分WENO格

式，首先在第一节我们将简要介绍ENO(Essentially Non-Oscillatory)方法f42，43，44，

81，82】和WENO(Weighted Essentially Non—Oscillatory)方法f53，641，第二节将给出
我们针对生物型体竞争模型所构造的五阶有限差分WENO格式，第三节我们给出了

数值算例对比一阶与二阶格式来展示WENO格式的优越性质，通过数值算例我们可

以看到，无论对于光滑解还是间断解情况wENO格式都可以用少得多的点来得到比

一阶和二阶格式更好的结果，并且达到了设计的精度。在第三节的最后我们还将给出

一个具有生物学意义的算例：食蚊鱼形体竞争模型(Gambussia a茄nis)，我们将看到

WENO格式可以在极为粗糙的网格上得到食蚊鱼长时间数量演变的高质量数值模拟

解，而低阶格式则需要多得多的网格点来得到相近的结果，从而展现了高阶WENO格

式在数值模拟此类问题上的优越性。

下面我们先来介绍一下ENO和wENO方法的背景知识。

4．1双曲守恒律方程的ENO方法和WENO方法

ENO方法首先由Harten、Engquist、Osher和Chakravarthy于1987年在其经典文

章f421中提出，ENO方法是第一个成功做到对于分段光滑函数的插值逼近满足自相

似性(格式系数与网格尺寸无关)、一致高阶精度并且本质无振荡(数值振荡的量

级为O(Az‘)，其中％为格式的精度阶)的方法，而双曲守恒律方程的真解正是分

段光滑函数。【42】中的重构方法是Harten和Osher在f43]中二阶版本的自然推广，在

f421中Harten、Engquist、Osher和Chakravarthy]i开究了不同的度量解的局部光滑性质

的方法，并且构造了一个模板选择流程，使得格式从包含一到两个格点单元的模板出

发，每次根据两边候选单元上的牛顿差商大小来选择其中一个加入到该模板中去。尽

管还有其他依据度量局部光滑性来选择模板的流程，例如比较所有候选模板上的最高

阶差商大小然后取其中绝对值最小的那个模板，但是实践显示【42】给出的模板选择流
程更为有效。

自从Harten、Engquist、Osher和Chakravarthy的开仓0性文章『421发表以来，大批

的学者对于ENO方法做了深入细致的研究并将ENO方法应用到多种领域上去。例如

f811f821中给出的方法结合了TVD Rungc-Kutta时间离散方法与基于点值的ENO格

式，极大地减小了多维空间问题的计算量。稍后在f321和f78]中对模板选取流程做了

改进，从而增强了格式的稳定性和精度；而在『641和『531中取代ENO格式中单一模

板的选取，使用所有候选模板的凸组合构造了WENO格式。在(49]和[20]中给出了
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建立在非多项式函数重构基础上的ENO格式；在f11中给出了一般三角网格上的多维

ENO格式；在f52】f571 f69][701中设计并应用了针对Hamilton-Jacobi型方程的ENO和

WENO格式；【34】f47】中给出了二维一般三角网格上的WENO格式：【11】中给出了非

常高阶(7至13阶)的有限差分WENO格式；【59][60][61】中给出了中心WENO格式。

更多对这两种格式的深入研究请见f13][1711281f41][53][821f100]。

在具体的应用方面，ENO和WENO方法在数值模拟激波湍流交互作用[7][82】【83】；

可压缩湍流的模拟[56][83】[96】；相对论流体动力学【27】．模拟激波涡流交互作用及其他

气体动力学问题【19][30】[53]．混合格式和浅水方程[62】[631；不可压缩流问题f29][39】；

粘弹性方程【84】：半导体元件模拟【32】[50】[51b图像处理【69】[72】【85】等等许多方面都取
得了很大的成功。需要指出的是ENO和WENO方法解决的多数问题都是解同时含有

激波与复杂光滑区域的问题，而对于此类问题，低阶格式往往会遭遇很大的困难，所

以使用ENO和WENO等高阶稳定的格式解决这类问题是非常有效的。

至今对于ENO和WENO方法的研究与应用仍十分活跃，例如在f731中我们成功

地将WENO方法应用于生物型体竞争模型(1．1)的数值模拟中，取得了极为优异的结

果，显示出ENO、WENO方法经久不衰的生命力。

作为下一节的预备知识，下面我们简要概括一下一般WENO格式的构造流程，更

为具体的介绍请参见舒其望教授编写的『791，WENO格式的构造主要包含下列几个步

骤。我们先假设给定了一个格点单元△(例如一维问题中的小区间，二维正交网格中

的小矩形或者二维无结构网格中的小三角形区域)和在这个格点单元中一个给定的点

XG。

·步骤1：我们定义一些格点模板最，J=l，·．．，q，△包含在每一个这样的格点模板

之中-我们记T=U；；。岛为包含这些格点模板所含的所有小区间的大模板a

·步骤2：在每一个格点模板S，J=1，⋯，q，中我们都有一个低阶重构或插值函

数功(z)(一般都为多项式)，M时我t"fJ在大模板丁中还有一个高阶重构或插值函

数QJ(z)(一般也是多项式)。重构函数具体的推导办法和公式请参见[79]，其中
Table 2．1给出了详细的1至7阶的重构系数。

·步骤3：存在一些系数(线性权)m，⋯，舶，使得高阶重构或插值函数g(z)对于
模板内所有可能给定的点均为相应低阶重构或插值函数胁(z)在该点值的线性组

合

q

包(zG)=∑∞pJ(zG)．
J=l

这些线性权取决于网格几何性质、给定点XG以及重构或插值过程的特殊条件，但

是与给定的解函数在这些模板上的值无关。
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·步骤4：在每一个格点模板岛，J=1，⋯，q，上计算光滑因子(smoothncss indicator)

岛，光滑因子的作用主要是度量函数乃(z)在目标单元△上的光滑程度。在现有的
WENO格式中都使用下面的光滑因子

岛=∑ ／I△12陋I-1(D。功扛))2 dx，

I五kkJ△

其中J=1，·．．，q，k为多项式函数彤(z)的阶，l△I在一维情况下为格点单元△的区

间长度，D8=暖÷吃⋯舒，H=01+02+⋯+嘞，其中Q=(a1，n2，⋯，嘞)
为d维空间中的的向量。积分因子Ial2Inl。在二维和三维情况下有些不同。如果
I△I在二维情况下代表格点单元△的面积，在三维情况下代表格点单元△的体积，

则积分因子在二维情况下为l△一～，三维情况下为I△闰a卜_1。积分因子的作用主
要是使得光滑因子在空问度量下保持不变。

·步骤5：根据步骤4中给出的光滑因子我们现在给出如下的非线性权

嘶：熹-j， (4 1)嘶2丽’ ⋯)

这里的∞为步骤3中给出的线性权，E为一个小正数以避免分母为零(一般取作

IO“)。最终我们得到了WENO格式的数值流通量的近似或重构公式

R(z。)=∑w，pj(zG)

需要指出的是上述步骤中的系数都与数值解的值无关，而仅仅与网格性质有关，

这些系数包括步骤3中的线性权∞，步骤2中插值或重构多项式函数砌(z)的线性系数

以及步骤4中计算光滑因子公式中的二次系数。

下面我们给出～个简单例子来帮助读者更好地理解WENO格式的构造流程。假

设给定了一个均匀网格五=(≈一1／2’xf+l／2)和某函数“(z)在这些格点单元上的单元平

均值(cell average)魂。接下来我们在包含格点x,+1／2的单元A=‘上通过包含五个

邻近单元{厶．2'五也厶，五+1，厶+2)的模板来构造X,+I／2格点上五阶精度的WENO流通
量。

在上面的步骤1中，我们选取下面的三个小模板

s、。It一2}Il—l，Ih s2=It一1，I}1 It+l， s3=It—l，It，It+1

并记这三个小模板组成的大模板为

南||～屿

中其
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T=五一2，厶一1，五，厶+1，，i+2

根据步骤2分别得到三个小模板上的二阶插值多项式功(。)和大模板上的四阶插

值多项式Q(石)，由【79]的重构流程和系数公式，我们分别得到了关于u(xi+1／2)在模板

西，岛，岛上的三阶精度近似

Pl(xi+112)

P2(xi+i／2)

P3(Xl+1／2)

同样在大模板丁上得到u(xi+1／2)的五阶精度近似

Q(z州／2)=丽1磁一2一面13魂一1+丽47砚+丽9霞m一面1面棚

这样我们由步骤3得到了下面三个线性权

从而我们有

1
m 2而，

3

722i，
3

讥2一10

Q(。l+1／2)=71Pl(xHl／2)+72Pl(zl十1／2)+73Pl(x¨1／2)

(4．2)

综合上面得到的重构多项式，再由步骤4中光滑因子的公式即可求出对于每个小

模板岛的光滑因子

肪=篙(耻z一2址t+科+；(fii-2-4'51-1+3引2
岛=琶(面一～托t+面Ⅲ)2+i1@一-一面Ⅲ)2
风=篝(砚一2面件t+面件z)2+：(3砚一4豇件-+矾+。)2

最后根据以上的线性权和光滑因子即可由(4．1)计算出每个小模板上低阶流通量

的非线性权嘶(见步骤5)，从而即可得到u(z件1／2)的血阶精度wENO流通量

月(zl斗1／2)="1pl(z件1／2)+w2P2(Xi+l[2)+w3pz(xi+1／2)

一“

H

舢u—o，一弘一‰

+

}l一6

o

一毗

一

砚5—6

H

7—6+

站

一

●5—6

r

P

卜

一

一“

一啦!一6砚

1—3

—

1—3

ll

=

=
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4．2五阶精度有限差分WENO格式的构造

式

本节我们针对下面的生物型体竞争模型方程构造了一个五阶精度的有限差分WENO格

ut+0(。，Q(z，t))“)。+m(x，Q(z，t))t‘=0， (z，t)∈(0，L】×(0，TI
—

g(O，Q(O，t))“(o，t)=c(t)+／卢($，Q(x，t))u(x，t)dx， t∈(0，卅 (4．3)
Jo

u(x，0)=护(z)， z∈【0，上{

，。 ，L

Q(z，t)=o／u嬉)u任，￡)d{+／u幢)“任，￡)df，0so<1 (4．4)
J 0 J2

方程中的各个系数及函数的意义都在前面章节中介绍过了，这里不再赘述。尽管上一

章我们构造的二阶高分辨率格式有着良好的性质，我们仍然希望能够有一个更高性能、

非线性稳定的高阶格式，在解的光滑区域能够保证高精度的同时也能在间断部分得到

锐利单调的图像。为此在本节我们根据计算流体力学和一般守恒律方程中取得成功的

WENO格式[53，75，79，80】并针对方程(4．3)的具体特点构造了五阶精度的有限差分
WENO格式，构造的主要难点在于方程中含有大量包含全局约束的系数及边界条件，

我们仔细地给出这些全局项和边界条件的近似公式以保证格式的精度。

如前面两章，这里引述一下模型方程假设条件：

·(H1)g(x，Q)对。和Q均为二阶连续可导；对所有的z∈[0，L)都有

g(x，Q)>0；g(L，Q)=0；gq(x，Q)≤0。

·(H2)m(x，Q)对z和Q均非负连续可导。

·(H3)卢(。，Q)对z和0均非负连续可导，并且存在常数ul>O满足

sup(。，o)∈睁．q×io．∞)卢0，Q)≤W1。

·(H4)Ⅲ(z)非负连续可导。

·(H5)G(t)非负连续可导。

·(H6)Uo 6 BV[O，L】且uo(z)2 0。

这里我们使用和前两章一样的各种数学记号，假设空间区域f0，引被格点％：0 S

J≤N划分为Ⅳ个小区间，其中zo=0、z_v=L。设区间为均匀区间，每个小区

间的长度都记为Ax，则有273=jAx，而对于光滑变化的非均匀网格我们的格式也

可以用相似的办法构造。记时间步长为△t，由于我们只需考虑单步时间离散的格式

(Runge-Kutta方法)，所以我们仍然统一使用△￡代表第n个时间层的时间步长。记Ⅱ?

和Q?分别为u(xj，护)和Q(xj，t“)的有限差分近似，类似地，我们已



2007'年 中国科学技术大学博士学位论文 第45页

第四章高精度WENO格式4．2五阶精度有限差匀'WENO格式的构造

够=g(巧，哪)，曰=卢(≈，叼)，嵋=m(巧，叼)，屿=u(q)，伊=C(t“)

定义格点函数矿的弘与Lm模为

如前面两章一样，在不引起误解的情况下我们省去上标n。

现在我们针对模型方程(4．3)开始构造五阶精度的有限差分WENO格式，根据

f53，75，79]6P构造有限差分WENO格式的方法，我们选择了最常用的五阶WENO格

式，当然其它精度阶的WENO格式也可以通过类似的方法构造而得(参见[11])。我
们的半离散五阶有限差分WENO格式定义如下

爰uj+忐(五+1／z一五_1／。)-}-mju3扎1≤J≤N， (4．5)

其中五阶精度的数值流通量五+l／2定义为下面三阶精度流通量的加权平均组合

免Hf2=Wl}：+1f2+w2嚣+l娩+w3|；“f" J=0，1，·一，N．

系数w1、w2、Ⅲ3称为非线性权。

上式中三个三阶精度的流通量红。／。、魂。／。、魂。／2由文献[53，79]中阐述的方
法得到，在计算区域中间的格点上其显式表达格式如下

I聚1}2=托一2一弧一1+等L
{岛，／2=一{办一1+3厶+{，J+1 J=2，⋯，N一2，

【￡}十。／。=；厶+；，j+t一{办+：

而最左边的两个点上的流通量为

f岛。=；Io+；^一{厶 f岛。=一{，0+§^+；，2
{岛。=警^一；，2+{，3 {岛。={^+3f2一；矗
【宵1／。=譬如一等，3+警^， 【岛。=警，2一；13+{，4．

类似地得到最右边的两个点上的流通量为

l豫。f2=等lN一4一等|N一3+号}N一2 l强札f：=号}N—t一鼍|N一3+％}N一：
{盎叫。=；，Ⅳ一a一；n一。+苦，Ⅳ一· {露+1／。=訾，Ⅳ一s一詈血一。+警，Ⅳ一-
【霭．1，。=一；n一。+3，Ⅳ一-+{n， 【盘+l／。={，Ⅳ一。一；，Ⅳ一-+警A．

在上述公式中，Ij=gjuj均代表流通量函数9(￡，Q(z，t))u在格点上的函数值如=

m“ft

哼器||∞U△口
Ⅳ∑似

|1



2007年 中国科学技术大学博士学位论文 第46页

第四章高精度WENO格式4．2五阶精度有限差分WENO格式的构造

非线性权定义如下

嘶。甄1’坼2研乙j：％ 婶十pr厂

这里的dr为保证格式五阶精度的线性权；E为用以保证分母不为零的一个很小的正数，

在我们的数值算例中都取为5=10“；屏被称为光滑因子(smoothness indicators)，其

作用主要用来度量相关格点模板上重构函数的光滑程度。光滑因子在WENO格式中

所起到的作用至关重要，当函数un在格点模板比较光滑时，光滑因子满足

屏=O(ax2)，

当函数俨在格点模板上有间断部分时，光滑因子满足

羼=O(1)．

这样光滑的格点模板上所得到的三阶数值流通量其非线性权就满足

训，=0(1)，

含有间断部分的格点模板上所得到的三阶数值流通量其非线性权满足

W，=O(,Xz4)

由此我们可以看出光滑因子实际上起到一个自动放大最为光滑的格点模板权重的作

用，同时大大降低间断部分的模板权重，从而可以最大程度上避免解的间断部分给格

式带来数值震荡。由[53]我们给出光滑因子的具体表达式：

1￡：2(基删2出
其中肼(z)为得到三阶流通量鼠。／。所用到的二次重构多项式。由于函数9(z，o(置￡))非
负，方程的风向由左向右，为了计算巧+l／2处的数值流通量我们用到了偏左的区间

b一1／2，q+1／2】，我们可以得到光滑因子的显式公式。对于1≤J≤N一2的情况，我们
有如下的光滑因子庳和线性权dr的公式

di=1／10，d2=3／5， d3=3／lO

矿△

。∑H
I|屏

尸

妒

％

“+尸+毪嘞知％％-o++卜妒舻西瓜肌r++坼啦辄

ci|

o

一疗疗疗瓤镦卷

=

||

=风尾风



2007年 中国科学技术大学博士学位论文 第47页
第四章高精度WENO格式4．2五阶精度有限差分wENo格式的构造

对于J=N一1，我们有

I民=鼍绦一^+百121臻一3+4。0f2。T—I—百103|N．tfN一3+等fN一～fNt一等lN“|N一2
{岛=了lOJⅣ2—3+了61，^，2—2+警疗一1一警A一3¨Ⅳ一2+警如一3A—l一孕如一2，Ⅳ一l
＼鼠=4，f．2l—t+等豫4+等豫一号|N一2UN4七峙fNqlN一等jN_|N

d1=3／65，d2=-417／1430 d3=137／110．

注意到J=N一1和J=N的时候某些线性权为负数，若不加处理直接采用将造成格

式的不稳定，对此我们采用【75】中所介绍的负权处理方法，其主要的处理思想请参见
附录II。

对于左边界的两个点，我们同样可以使用与右边界两个点相类似的光滑因子与非

线性权，但对于间断解的情况，数值实验告诉我们这两个点上使用线性权的效果更好，

其原因主要是由于问断部分从左边界向右边界传播，从而导致非线性权抹掉了从左边

界传入的信息。

包含全局积分的边界条件由下面的五阶复合积分公式近似得到

gouo=G+∑7岛哟△正， (4．7)
j=o

其中特殊积分符号定义如下

酋， 251 299 211 739

2_‘％=7-56aJ，+互丽口』-+l+云面哟t+2+丽qz+3+

739 211 299 251 留
面％z一3+2-面6aJ。一2+面0J。一l+而％。+二唧

其中如一Jl≥7。除了j2一J1≤6的区间以及左边第一个积分小区间，环境影响因子

同样也由上面的五阶复合积分公式近似得到，其中第一个积分小区间由不含U0点的五

阶积分公式近似，如一Jl≤6的区问积分由其中每一个小区间的五阶积分公式相加而

得。记A=(簧u1Ⅱ-一器岫"2+。3，7“j，u3一蠡龇u4)△￡为J：u(z)u(为t)如的五阶近似，
我们有

J N

q=A+Q∑7吼uiAx+∑7咄u{△￡，8s J≤N一7，

旆加
鼽凯幽一r扯咖生。嚣～批肌d荔凳瓣”抖H糌弧貅"”抖貅摊托肛舻肛
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Q。=山(；Ⅲ，一鲈5时

Q_Ⅳ=aoo

；蛐一31。04U4)+壹，岫缸尹呦一 广姜’啪Az
Q。2 a△z(警u，ut一百9此地+萼岫缸。一；岫u。)+∑N，峨‰△蜀
Q 2口△z(警u-ut一百7哟坳+西29蛐锄+石1咄Ⅵ—西1。；。。1+妻，咄《△z，
Qs 2

n△z(警uzⅡ，一i7地砌+萼岫锄+芸岫缸。+i1岫u。／一去i。=4。Ⅱ6)
+∑7咄地缸

t=5

吼～≮知带7蚶孙母2蝌秽25％1蛐一扣)
+萎’啪△z，

Q，2口△z(罟“z珏t一；c也“。+萼岫札。+；w4ua+wsu。+西25吣。。+；。，。，
一刍龇)+善N’啪山，

QV—z 5△z(羞“wuⅣ+甄19u．v一-”“一·一万5 uⅣ一。u。一。十刍。Ⅳ一。。Ⅳ一。)

托(¨篓m0，
弧一缸p1Ⅳ+_4⋯“知吼)+a 0营蝴z)，
锄一。2△z(；蛳“Ⅳ+夏31蛳掣¨+；7蛳掣⋯+罢0创：二

7

一扣吼·)+a(A售一)，
饥·2△。(；蛳蝌罢⋯u㈦喈5眦u舢+西13呲蛳对缸m一。

讨1眦吼s)+n(¨篓’Ⅲz)，
弧s。△。(；蛳蝌墨⋯吼-喈5眦uM+五25咻。吼。+西25饥。吼。
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+扣吼s吲1舯吼s)+口(A喾wiu,Ax、J，+i吼弘肛5一夏㈨“蛳。6广口IA+备。 ’

Q一一e=△z(；“，Ⅳ“Ⅳ+甄31uⅣ一；“Ⅳ一-+石5u”一。“Ⅳ一z+五25uⅣ一suⅣ一a+uⅣ一t“一一t

+泸25刈M+互I㈨_69N_6--去⋯蚍，)+a(¨N善-6锄加)．+甄u_Ⅳ一5ⅡN一5+互u。Ⅳ 瓦∽Ⅳ一7牡Ⅳ一7J+口IA+乞’“～Ⅱ{△z卜

这样对于所有的仍的近似都能够保证是五阶精度的a初值条件为

嗡o=扩(巧)， 』=l，2，-一，Ⅳ．

记A=基，我们得到半离散格式(4．5)的欧拉向前时间离散形式如下

u尹1=t口一A(兢l／2一兢1／2)一△tm?u?， J=1，2，．一，Ⅳ． (4．8)

这样(4 8)与边界条件(4．7)～起便描述了一个完整的显式的五阶精度有限差分WENO格

式。为了在保持WENO格式非线性稳定性的同时在时间上也同样得到高阶精度，我

们使用【81】以及f36，37]给出的TVD(total variation diminishing)高阶精度Runge-

Kutta时间离散方法。如果我们记(4．5)为如下形式

J

云uJ一三(“，tb=0，

则我们在下一节所要使用的三阶TVD Runge．Kutta方法如【81】所述：

Ⅱ(1)=“”+AtL(u",P1

让(2，=；u”+；(“(1)+△tL(u(¨，P+△t)) (4．9)

让“+l=；“”+；(“(2)+△z三(“(2)，矿+j1△t))．
显然，此方法只是三个欧拉向前单步时间离散的凸线性组合，从而不会给我们的格式

增加任何的难度。

4．3数值算例

本节我们给出一些数值算例来展示上一节构造的五阶WENO格式的良好性质，时

问上我们使用(4．9)三阶TVD Runge-Kutta方法离散，并满足下面的CFL条件

At“=0．6Ax／]]g(x，Q”)+m(x，Q“)Axll。。

在我们的第一个例子中，我们取初值函数为“o(。)=一￡2+z+1，取(4．3)和

(4．4)中的系数和函数分别为L=1、Ot=0．5、c(t)=3、up)=1、g(x，Q)=(1一
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￡)(5一z+铲／2一Q)、m@，Q)=4+2Q+(1一z)2／2以及芦(z，Q)=(1+z)(2—0)。
这样在解的左边界处边界点值与初值条件不相容，从而产生了从左边界开始至右边界

传播的间断部分。在N=100的均匀网格上我们分别使用前面两章构造的一阶和二

阶格式(或参见f741)以及本章构造的五阶WENO格式来计算，其数值解图像参见

图4．1。从图中我们可以清楚地看到，在使用同样的网格点情况下，在解的间断部分五

阶WENO格式可以得到比一阶和二阶格式更为清晰锐利的图像，并且没有虚假数值

震荡。

图4．1：在N=100的均匀网格上一阶迎风格式(三角)、二阶高分辨率格式(圆)和五

阶WENO格式(实线)所计算出的数值解图像。

第二个例子我们主要验证了五阶WENO格式对于光滑解情况可以达到设计的五

阶精度，为此目的我们选取了一个有光滑准确解的方程，其中各个系数和函数取为

p(z，Q)=2+Q、m(z，Q)=1+Q、g(x，Q，t)=99(t)矿十2+譬+-⋯---5-1-e。、gg(t)=
-2e-l+旦：≠+{ae以州一ole_1州、L=1、叫(茁)=l、血=0．5、初值条件让o(z)=e-。以
及c(t)=0，这样方程(4．3)就存在一个光滑的准确解u(x，t)=epz。在表4．1中我们
给出了五阶WENO格式的Lo。和L1误差及精度阶，由于在边界点处无法同时使用两

边的低阶数值流通量来生成更高阶的流通量，从而导致L。。误差在边界点处会掉一阶。

在这个例子中我们进一步减小了时间步长以减少时间上的不必要误差。
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表4．1：格点数为Ⅳ的均匀网格上WENO格式的Lm与L1误差与精度阶。

Ⅳ L。o误差精度阶L1误差精度阶

20 0．20B．04 0．20B．05

40 0．11805 4．27 0．62E-07 5．01

80 0．60E-07 4．13 0．19808 4，99

160 0．36808 4．08 0．60810 5．00

320 0．21E一09 4．10 0．18B．11 5．10

我们的第三个例子来自【8】，主要模拟了食蚊鱼型体竞争模型(Gambwsia q历n固

的中食蚊鱼数量随时间的演变规律，其模型方程与(4．3)稍有不同：

¨t+(g(x，t)Ⅱ)。+m(x，Q(￡)，t)u=0，
，63

g(9，t)u(9，t)=／p(z，t)u(x，t)如，
J0

“(z，o)=Ⅱ。(。)， z∈[g，63]
’

(z，t)∈【9，63】×(0，T】

含全局积分项的环境影响因子Q(f)定义为

／'63

Q(t)=／u(z)¨(z，t)dz (4．11)
J9

(4．10)和(4．11)qb的初值条件及各函数定义如【8】中所示：

p@，t)=卢(。)乃(t)，g(x，t)=g(。)乃(t)，m(x，Q(t)，t)=m(x，Q(t))?1m(t)，

其中卢(z)(图4．5)为使用MATLAB函数cs印s拟合【55]中的数据而得到的光滑样条

函数(参见[8]中的Fig．1)a乃(￡)为周期函数，其定义如下

f(矗)3(1一与铲+韭i器生)，0≤ts 30

聊)={!(守)3(。+警+螋150)，；。O；<。t三<91200
【0， 120≤t≤365

以及

乃0+365n)=乃(t)， n=1，2，⋯．

g(x)定义为

9(z)=丽63 1一蠢)，9≤z≤63．
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L(￡)定义为

0St≤30

30≤tS 90

90<t<120

120<t<365

TAt+365n)=乃(￡)， n=1，2，⋯．

m(x，Q)由下面公式给出

l o．1exp(-C／Q)， 9≤zs 31

m(z，Q)={m1×e(xzp(一-3C1／)3Q()1-一(30(．z02—33-2)0(．615ex—p2(z-)C)，／Q"31≤。≤32，(4．12)
【0．023， 32≤z≤63

其中常数e的意义稍后给出解释。T1m(f)定义为

71m0+365n)=Tk(￡)， n=1，2，

最后函数u(z)由下式给出

u cz，={；z@一。，，。c·+。@一。。，czz—s。，，
初值条件为

嘶，怡，+1桦尸

0<t<30

30<t<90

90<t<120

120<t<365

9<z<30

30<z<31

31曼zS 63

9≤z≤34

34<z<38

4-30(!≠)3(!≠)， 38≤zs 42

42<z<46

46<z<63

我们指出第一节中引入的假设H1一H6对于这个例子并不完全成立，但是我们的五阶

WENO格式仍然能够在使用比一阶和二阶格式少得多的网格点情况下得到精确的解。

在图4．2的算例中，取C=2000，我们画出了在N=135的均匀网格上时间￡=365时

用五阶WENO格式算出的解，同时我们也给出了在N=540的均匀网格上用二阶高

乳警
蛀。

+

静
蜡

卜
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等

剐

剐

+

一

毗L呲毗

Il以

嘲蜡
秒

守

b。

+

卜

戌

批

警∽瓦



2007年 中国科学技术大学博士学位论文

第四幸高精度WENO格式

第53页
4．3数值算饲

分辨率格式算出的解以作为对比，我们可以清楚地发现，尽管二阶格式使用了四倍于

WENO格式的网格点，但WENO格式仍然能够得到更为精确的解，我们还给出了在

【81中的两个二阶格式算例(参见图4．6和图4．7)，一个是在N=864的均匀网格上使

用Lax-Wendroff格式算出的解，另一个是N=432的均匀网格上使用box格式所得

到的解图像，通过对比发现五阶WENO格式全面超越了这些二阶格式，并且我们构造

的二阶高分辨率格式在计算这个例子中的表现也大大优于f81中所给出的两个二阶格

式。(Lax-Wendroff格式和box格式具体构造方法请参见【81中Appendix)

图4．2：时间t=365时生物个体密度函数u。实线：N=135的均匀网格上用五

阶WENO格式算出的解；圆：N=540的均匀网格上用二阶高分辨率格式算出的解。

为了充分展示高阶wENO格式在稀疏网格上模拟长时间生物数量演变的优势，在

图4．3和图4．4中我们就两种不同的常数值c给出了在稀疏网格上数值模拟食蚊鱼总

数量(密度函数U在整个空间定义域上的积分)十年的演变情况，其中常数G代表食

蚊鱼的繁殖能力大小。在两种不同的常数C(G=2000和C=200000)情况下，对于

五阶WENO格式我们惊异地发现仅需要在N=20的均匀稀疏网格上就可以得到令人

满意的结果，而对于二阶高分辨率格式，为了得到相近令人满意的结果需要将格点数

提高至N=108，从而充分展现了高阶wENO格式的优势。
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图4．3：G=2000时食蚊鱼数量十年的演变。实线：Ⅳ=20的粗糙均匀网格上使用五阶

WENO格式算出的解；圆：N=108的均匀网格上使用二阶高分辨率格式算出的解。

图4．4：C=200000时食蚊鱼数量十年的演变。实线：Ⅳ=20的粗糙均匀网格上使用五

阶WENO格式算出的解；圆：N=108的均匀网格上使用二阶高分辨率格式算出的解。
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4．3数值算例

图4．5：[8】中给出的函数卢@)的图像。

图4．6：【8】中在N=864的均匀网格上使用Lax-Wendroff格式算出的解。(At=0．0625)
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4．3数值算倒

图4，7：[8】中在N=432的均匀网格上使用bax格式算出的解。(at=0．5)



第五章 回顾与展望

在本文前面的章节中我们首先介绍了一类包含非线性的生长率、繁殖率和死亡率

函数的生物型体竞争模型，其中模型方程的边界条件和各系数都包含全局约束。针对

该类模型方程的特点，我们构造了一系列便于计算的数值格式，其中包括一阶显式迎风

有限差分格式、二阶显式高分辨率有限差分格式以及五阶高精度的有限差分WENO格

式。对于一阶和二阶格式，我们分别证明了它们具有总变差有界(TVB)的性质，从而

进一步证明了这两种格式的稳定性和收敛性。我们还给出了大量的数佰川一Ⅲ，验证了
我们构造的格式对于光滑解都可以达到设计的精度，并且对于间断解怕r九r，5分辨率格

式和WENO格式在解的间断部分都可以得到锐利无振荡的图像。我们的数值算例还

指出，wENO格式在使用比二阶格式少得多的格点数情况下仍然能够得到比二阶格式

优异的图像。我们还将构造的格式应用到生物数学中的食蚊鱼型体竞争模型，数值结

果告诉我们在模拟长时间的食蚊参：、体数量演变中，五阶WENO格式可以在极为稀

疏的网格上得到令人满意的解，从j验证了WENO格式在数值模拟此类问题上比低

阶格式有效得多。

掌握了这些数值工具的基础上，执们可以使用多种方法对研究数值格式对于模型

方程解的渐进性态进行进一步的工作，例如沿着f33卜文中的思路使用upwinding of

the source，well-balancedness等方法。

另一方面，还可以将我们的构造方法应用到更一般的生物型体竞争模型(例如

【90】[2】)以及与其类似的生物年龄竞争模型(例如【89113】)中去，期望可以得到类似的
稳定而收敛的高分辨率格式和有效的WENO格式。

57



附 录I：食蚊鱼型体竞争模型：Gambusia Affinis

对食蚊鱼fGambusia)种群的研究历史几乎可以追溯到十九世纪末，科学家们对影

响食蚊鱼种群中个体数量演变的生理特征和结构等方面进行了一系列多方面而仔细的

研究，例如年龄、生长速度、成熟度、繁殖率、型体大小等因素。尽管早期的研究更为偏

重于食蚊鱼的生物特性而忽略了这些生物特性之间的联系与相互影响，但是为后来的

研究者们提供了大量宝贵的数据资料。自1938开始，Kruraholtz对一种名为Gambusia

affinis的食蚊鱼进行了为期数年的跟踪研究，他着重采集了以下几个方面的数据：

·雌鱼和雄鱼的型体大小及其生长速度。

·雌鱼首次进入性成熟期的型体大小及其年龄。

·繁殖期雌鱼和雄鱼的型体大小。

·每个繁殖季节雌鱼的产卵次数：：!瑷每次产卵的个数。

·食蚊鱼的自然寿命。

·食蚊鱼年龄和型体大小等因素，‘{刑比例及个体数量的关系。

在其1948年的文章陷5i中，Krumholtz结合前人的工作对其数据进行了细致的整

理和分析，通过大量数据揭示了上述几方面数据之闻的潜在关系。他指出在食蚊鱼个

‘#的型体大小在食蚊鱼种群演变中扮演着至关重要的角色，个体的生长，繁殖，死亡

均与其型体大小有着紧密的联系。

根据[55]以及后人的一些研究数据，Sulsky在【90】中基于f86]的生物型体竞争模型
构造了下面的食蚊鱼型体竞争模型

饥+(g(x，t)“)。+m(，)(t)，t)u=0， 扛，t)∈[9，63]×(0，卅
f63

g(9，t)u(9，t)=／卢(z，t)“(z，t)dx，t∈(0，列
J9

u(。，0)=U0(z)， 茹∈【9，63】

含全局积分项的环境影响因子Q(t)定义为

1"63

Q(t)=，u(z)u‰t)dx．
．，9

其中让(z，￡)代表t时刻型体大小为枷勺雌鱼个体数量。9(z，t)、p(￡，t)、m(z，Q(t)，t)分
别代表型体大小为z的雌鱼在t时刻的生长率、繁殖率和死亡率，"(z)代表型体大小

为z的食蚊鱼对环境影响的权重，“o扛)代表t=0时刻各型体大小的食蚊鱼分布情况，

而这些函数均为使用Krumholtz等人研究数据利用插值等方法所得到，例如对【55】中

的数据使用线性拟合来得到p函数，详细的构造方法请参见f901。在模型中Sulsky似

设食蚊鱼的型体变化范围为『9，631，雌鱼与雄鱼具有相同的型体大小分布并且性别比

例为1：1．从而只需考虑雌鱼的个体数量变化。
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附录I：食蚊鱼型体竞争模型：Gambusia Attlnis

在Sulsky的模型基础上，【st对该模型进行了进一步研究，对于方程中g(z，￡)、

Z(z，f)、m(x，Q(t)，t)、u0(z)、Ⅲ(z)等函数的构造给予改进，例如使用MATLAB函数

csap8拟合【55】中的数据从而得到p函数的分段光滑样条插值，具体构造方法和公式请

参见f81或本文第四章的食蚊鱼数值算例。在第四章的食蚊鱼数值算例中我们对【8]给

出的食蚊鱼型体竞争模型进行了模拟计算，并对比【8】中给出的数值结果展示了我们所
构造的高分辨率高精度格式的优越性。



附 录II：WENo方法中负权的处理方法

高阶精度的WENO方法已经广泛应用于多种网格上的有限差分方法和有限体积

方法之中，其关键思想是利用低阶的数值流通量通过线性组合或重构来得到高阶精度

的数值流通量，而重构高阶精度数值流通量所需要用到的系数被称之为线性权，这些

线性权取决于格点区间上的局部几何性质以及精度阶，从而有可能为负数，例如交错

网格上的中心WENO格式，二维空间网格上的高阶有限体积WENO格式、包含二阶

导数近似的有限差分WENO格式，在本文第血章针对生物形体竞争模5o勺l恂造五

阶精度的有限差分WENO格式时，在边界点附近也出现了负的线性权。‘出现负的线

性权情况下，无法直接应用一般的WENO构造流程来得到稳定的格式。早期的应对策

略要么是重组负权附近的区间模板要么降低精度来避免负权的出现，下面我们介绍由

Shi、Hu及Shu在f751中给出的一种处理WENO格式中含有负权情况的方法。该方法

简便而又有效，无需避免负权的出1i rT以得到稳定的格式。

在给出这个方法之前我们首兑 t一下第四章介绍的一般WENO方法的重构流

程，主要包含下列几个步骤。我们。 发给定了一个格点单元A(例如一维问题中的

小区间，二维正交网格中的小矩形哦，(』二维无结构网格中的4,--角形区域)和在这个

格点单元中一个给定的点xG。

·步骤1：我们定义一些格点模板S，J=1，⋯，吼△包含在每一个这样的格点模板

之中。我们记T=U；：l岛为包含这些格点模板所含的所有小区间的大模板a

·步骤2：在每一个格点模板S，J=1，⋯，吼中我们都有一个低阶重构或插值函数

pJ(z)(一般都为多项式)，同时我们在大模板丁中还有一个高阶重构或插值函数

Q(z)(一般也是多项式)。

·步骤3：存在一些系数(线性权)饥，⋯，％，使得高阶重构或插值函数Q，(z)对于
模板内所有可能给定的点均为相应低阶重构或插值函数岛(z)在该点值的线性组
合

q

岛(。G)=∑∞岛(zG)．
j=i

这些线性权取决于网格几何性质、给定点XG以及重构或插值过程的特殊条件，但

是与给定的解函数在这些模板上的值无关。

·步骤4：在每一个格点模板岛，J=1，⋯，g，上计算光滑因子(smoothness indicator)

岛，光滑因子的作用主要是度量函数pj(z)在目标单元△上的光滑程度。在现有的

WENO格式中都使用下面的光滑因子

60
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岛=1∑／la[“I H(D。乃(z))2 dx，

l五融06

其中J=1，⋯，q，k为多项式函数功(z)的阶，l△I在一维情况下为格点单元△的区

间长度，D。=哪弦⋯镑，lOtI=Ql+Ot2+⋯+％，其中Ot=(Ql，n∥一，蛳)
为d维空间中的的向量。积分因子I△12Io¨在二维和三维情况下有些不同。如果

l△I在二维情况下代表格点单元△的面积，在三维情况下代表格点单元△均体积，

则积分因子在二维情况下为I△PI～，三维情况下为l△Ii川～。积分因子的作用主
要是使得光滑因子在空问度量下保持不变。

·步骤5：根据步骤4中给出的光滑因子我们现在给出如下的非线性权

1屿2E--虿s’
其中

吗。—务，
这里的∞为步骤3中给出的线性权，e为一个小J下数以避免分母为零(一般取作

10“)。最终我们得到了WENO格式的数值流通量的近似或重构公式

需要指出的是上述步骤中的系数都与数值解的值无关，而仅仅与网格性质有关，

这些系数包括步骤3中的线性权∞，，骤2中插值或重构多项式函数pJ(z)的线性系数

以及步骤4中计算光滑因子公式q，j⋯次系数。

下面介绍【75】中给出的处理负线性权的分离方法，这个方法十分的简单但却非常
有效，只需要很少的额外运算量。使用这个方法处理负权只需要对于前面所给出的

WENO格式构造流程中的步骤5做一些改动：

·步骤57：如果min(7lI-一，％)2 0，则仍然按照步骤5进行。否则我们分离线性权

为两部分：正的部分和负的部分。分离办法为

讨=；h+01％1)，宵=硭一m，《-1，⋯，g
其中取o=3，然后重新构造正负两部分的线性权

谚=谚／户， i=1，⋯，q

G
p珊0U

。∑一
=G

@R

管
。∑Ⅲ

=牧
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这样我们就得到了两个分离的多项式

q

Q+(。。)=∑谚pJ(￡G)
j等l

并且其满足

Q(x。)=口+Q+(∥)一(7-Q一(zG)．

应用与步骤4中一样的光滑因子岛。现在我们可以同样定义正的部分和负的部分

非线性权了

其中

定义

叫}：燕‘

乙{“j

霉2寿务

我们就得到了最终WENO近似公式

毯zG}=矿+冗+＆G)一Dr一矗一函G)．

这种处理负权的分离方法其核心思想是将一组含有负权的线性权分解为两组均为

正的线性权，从而可以保证以这两组线性权为基础构造的非线性权有界而不至于变化

过于剧烈，如果不进行分离构造，由于凸性不再满足则步骤5所构造的非线性权则可

能会变得过大或者过小，从而导致数值解的振荡。

现在我们将这种分离方法应用到第五章我们所构造的WENO格式中去，看看分

离方法是如何进行工作的。如第五章所述，在构造生物形体竞争模型方程的WENO格

式时，对于』=N一1，我们有

"／l=-3／,io， 他=,17／110， 竹=3／5

应用前面面介绍的分离方法，我们得到

讨=3／110， 谤=47／55， 谐=6／5

宵=3／55， 宵=47／110， 宵=3／5

G

p功蚺，
。∑Ⅲ

=士

勺ZR
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竺墨!!竺!呈童童!!垒竺竺兰童童

从而有

7}=3／229， 付=94／229， 付=132／229

1i=6／119， 1j=47／119， 1i=66／119

口+=229／110． 口一=119／110
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