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电磁材料中多场耦合临界态问题的研究 

摘要 

随着科技和工业技术的发展，弹塑性材料、压电材料以及 II 类超导材料等

在人类生活中发挥越来越重要的作用。而这些材料中都存在着非常相似的非线性

效应和临界态效应：例如弹塑性材料应力屈服效应、压电材料电位移饱和效应以

及 II 类超导体临界电流密度等。临界态问题对于系统的演化和发展起到非常重

要的作用。因此，分析和研究这些物理系统的非线性临界态问题不仅从基础研究

角度很有意义，而且对于材料的实际工程应用也非常重要。 

本文针对这三类材料中的广受关注的非线性临界态问题，即弹塑性材料裂纹

尖端塑性区应力应变场，压电材料裂纹尖端应力塑性区和电位移饱和区力-电场

以及实用 II 类超导薄带临界电流密度等问题等作了进一步的理论研究。 

首先，对于非线性塑性硬化材料，基于双折线弹塑性模型，提出了适用于塑

性硬化材料裂纹的条带硬化模型。通过假设和简化非线性本构方程，并引入了硬

化函数来描述裂纹尖端塑性区域的硬化程度，消除了裂纹尖端应力奇异性，推导

出了条带硬化区的大小和裂纹尖端张开位移的解析表达式。分析讨论了材料硬化

参数对条带硬化区大小和裂纹尖端张开位移的影响。结果表明硬化参数（ tan
E E

和 u Y
  ）越大，对应的条带硬化区域越小。通过条带硬化模型，我们成功解释

了根据大量实验总结出的COD设计曲线对于屈服应力和极限应力比值超过 75～

80％的材料不再适用这种现象。此外还推导出了裂纹尖端张开位移和标称应变之

间的关系，通过和实验区域进行对比，本文的理论结果全部落在实验范围内。 

其次，对于压电材料，研究了外加电场对压电材料裂纹扩展的影响。基于非

线性理想弹塑性模型和理想电位移饱和模型，假设裂纹尖端存在电极化饱和区和

应力屈服区。双条带模型消除了应力和电位移的奇异性，并将压电材料的断裂问

题分为两类情形。我们分别推导出了两类情形下的裂纹尖端电张开位移和机械张

开位移，并进一步提出了新的压电材料断裂准则，即裂纹尖端机械张开位移。提

出造成实验观测上出现常见两种不同实验现象的原因可能是由于裂纹前端不同

程度的电畴翻转造成了电极化饱和区和应力屈服区的大小不同。 

最后，基于场相关 Kim 模型研究了超导薄带在不同物理环境下的电磁性质

以及磁滞伸缩等力学性质。采用保角变换方法得到了 II 类超导薄带在外加电流、

外加磁场、以及外加电流和磁场同时加载三种情形下的电流密度和磁场分布，推
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导出了适用任意场相关临界态模型的积分方程组。对于小电流和小磁场情形，得

到了问题的解析表达式，证明场相关临界态模型的结果和 Bean 模型的结果之间

存在简单的比例因子，从而避免求解复杂的积分方程组。分析了磁场和电流同时

加载时‘类电流’分布和‘类磁场’分布特点，并给出了它们的分界线。基于 Bean 模

型和Kim模型，进一步计算了超导带材在外加磁场上升阶段和下降阶段的体力、

应力、位移分布，以及在一个周期外加磁场下的磁滞伸缩回线，并对两种模型的

结果进行了一一对比。最后，根据场相关 Kim 模型研究了不同横截面形状的超

导带材对临界外加电流的影响。给出了任意横截面形状的超导薄带的临界电流的

计算方法。在不同外加磁场下，讨论并对比了超导带材横截面形状参数对临界外

加电流的影响。 

 

关键词：临界态问题，塑性硬化材料，压电材料，II 类超导带材，应力屈服，应

变硬化，电位移饱和，临界电流密度，裂纹尖端张开位移，Bean 模型， Kim 模

型，磁滞伸缩。 
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 Investigations on critical-state problems in  

electromagnetic materials with multi-field couplings 

Abstract 

With the development of science and technology, the elastoplastic materials、piezoelectric 

materials and type-II superconductors play more and more important roles in our life. There are 

similar nonlinear and critical effect among these materials, such as the stress yielding effect in 

elastoplastic materials, polarization saturation in piezoelectric materials and critical currrent 

density in type-II superconductors, etc. The critical problems is important to the evolution of the 

systems. In this case, it is necessary and important to investigate the nonlinear critical problems of 

these materials in view of foundational research and engineering applications.  

The nonlinear critical problems of stress-strain fields in plastic zone near the crack tips in 

elastoplastic materials, the stress-electric fields in stress-yielding zone and polarization saturation 

zone near crack tips in piezoelectric materials and critical current density and flux penetration in 

type-II superconductors are investigated theoretically in the present thesis.  

Firstly, we proposed the strip hardening model to study the crack tip opening displacement in 

elastoplastic materials based on the piecewise-linear stress-strain relation. The hardening function 

is introduced to describe the degree of average hardening in plastic zone near the crack tip. The 

strip hardening model is solved by simplyig the nonlinear stress-strain relation. The singularity of 

stress at the crack tips is also eliminated. The size of strip hardening zone and crack tip opening 

displacement (CTOD) are derived and the dependence of strip hardening zone size and CTOD on 

hardeing paramenters is also discussed. It is found that the larger the hardening parameters 

( tan
E E  and u Y

  ) are, the smaller the strip hardening size is. The strip hardening model is 

also successfully used to interpret the experimental results, which suggest the COD design curve is 

not valid for the materials with the ratio of yield stress and ultimate stress beyond 75～80％. 

Thereafter, the relationship beween CTOD and overall strain is also derived. By comparison, the 

theoretical results are in agreement with the experiments.  

Secondly, the effect of applied electric field on crack propagation in piezoelectric materials is 

investigated. It is assumed that both polarization saturation strip and stress-yielding strip appears 

near crack tips based on the ideal stress yielding model and polarization saturation model, which is 

used to eliminate the singularity of stress and electric displacement at crack tips. The electric crack 

tip opending displacement (ECTOD) and mechanical crack tip opening displacement (MCTOD) 

are derived in two cases based on the size of polarization saturation strip and stress-yielding strip. 
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A new fracture criterion, i.e., MCTOD is proposed for the piezoelectric materials. The MCTOD 

fracture criterion predicts that the existing contrary experiments may be induced by the different 

size of polarization saturation strip and stress-yielding strip because of different electric domain 

switching. 

Finally, the electromagnetic properties and magneto-elastic behaviors of Type-II 

superconducting strip in different physical fields are condisered based on field-dependent critical 

state model. The current density and magnetic field distributions in superconducting strip is 

derived by conformal mapping in three different cases, i.e., transport current, applied magnetic 

field, and in the simultaneous presence of applied field and transport current. The advantage of the 

method is that the integral equations are valid for arbitrary field-dependent critical state models. 

For the special cases with small transpirt current or applied field, analytical results are obtained 

rather than solving the complicate integral equations. It is demonstrated that the current density 

and magnetic field distributions, and penetration depth of field-dependent critical state model can 

be derived from the results of Bean model by a scaling factor. The characteristic of ‘current-like’ 

and ‘field-like’ current density and magnetic field distributions is discussed. The body force, strain, 

displacement at field ascent and descent branchs and magnetostriction loops are obtained based on 

Kim model and Bean model. In the last, the influence of geometry on critical current in thin 

high-Tc superconducting tape is also studied based on Kim model. The numerical procedure to 

calculate the critical transport current of superconducting strip with arbitrary geometry is 

presented. The development of critical current in different types of superconducting strip is also 

discussed in the thesis. 

Keywords: critical-state problems, elastoplastic materials, piezoelectric materials, type-II 

superconductors, stress yielding, strain hardening, polarization saturation, critical current density, 

crack tip opening displacement, Bean model, Kim model, magnetostriction.  
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第一章 绪论 

材料在制备过程和实际工程应用中，内部不可避免出现裂纹等缺陷，对于像

低碳钢等塑性材料来说，由应力集中造成裂纹尖端出现一定范围的塑性区，而非

线性塑性变形对于裂纹的扩展有很大影响。而对于像压电、铁电材料来说，由于

力-电耦合效应以及非线性电位移饱和等效应，复杂的物理环境对于材料内裂纹

的扩展值得去深入考虑。另外，超导材料由于其具有不同于常规导电材料的特殊

物理性质一直是研究的热点。伴随对超导基本物理问题的研究和各种超导材料的

制备与发展，尤其是高温超导材料的发现，极大地推动了超导在电能输送、磁流

体发电、超导强磁体等多个领域的应用[1, 2]。因此，研究实用 II 类超导体在外

加电流、外加磁场等复杂物理环境下的电磁场分布以及力学变形对于超导的实际

工程应用非常重要。 

1.1 研究背景 

1.1.1 塑性材料的应力屈服现象 

对于像低碳钢这样的塑性材料，如图 1.1（a）所示，其单轴拉伸曲线可以分

为线弹性阶段，塑性屈服阶段、强化阶段和局部颈缩阶段[3]。在外加力比较小

的时候，材料处于线弹性阶段，服从胡克定律，当外加力卸载时，材料的应力应

变关系可以原路返回到无应力状态。但是当外加力超过比例极限后，材料发生一

定的塑性变形，应力应变关系不再满足胡克定律。因此，当材料内部含有裂纹时，

即使外加载荷比较小，但是由于裂纹尖端存在应力集中现象，所以裂纹前端的应

力首先达到屈服应力，形成一定范围的塑性区域；随着外加载荷的不断变大，达

到屈服应力的范围越来越大。当假设理想弹塑性关系时，塑性区域的应力始终等

于屈服应力，处于临界状态。随着外加应力的增加，由于塑性区所有点的应力已

经达到临界状态，不可能再增加，因此应力屈服范围不断扩大。由于塑性区应力

处于临界状态，所以如果塑性区内部的应力分布发生变化，会影响到整个塑性区

范围的改变。如果不是理想弹塑性模型，例如考虑材料硬化，即塑性区的应力和

应变有关，此时裂纹尖端的塑性区的应力同样处于一种临界状态，只是临界值不

再是一个常数（屈服应力）。 

1.1.2 压电材料的电位移饱和现象 

压电材料作为一种特殊的智能材料，广泛地应用于传感器，转化器、制动器
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和智能机器人等现代科学技术中[4-7]。除了压电效应，压电铁电材料还有一个重

要的物理特性---电极化特性。电介质在外加电场作用下，内部质点的正负电荷的

中心会发生分裂，转变成偶极子，这种极化叫做位移极化。如果电介质本身就有

极化分子，没有外加电场，极化相互抵消；但是在外加电场作用下，极化分子取

向发生转动，使极化轴趋向于电场方向，这种极化称为取向极化。对于铁电材料

来说，其内部自发极化取向相同的微小区域称为电畴。而且在没有外电场的情况

下，这些电畴都有自己的极化方向，由于电畴取向杂乱无章，所以总体上相互抵

消，没有极化强度。但是在外加电场的作用下，有些电畴的方向开始发生改变，

称为电畴翻转。随着外加电场的增大，铁电材料内部的电畴的取向越来越趋向于

电场方向，从而导致宏观的极化强度[7]，如图 1.2（a）所示。 

 

图 1.1 （a）塑性材料的单轴拉伸曲线和（b）裂纹尖端塑性区[8] 

 

图 1.2 无外加电场和有外加电场下铁电材料的电畴示意图；典型铁电陶瓷的电滞回线[7] 

图 1.2（b）给出了铁电材料在外加电场下的电极化曲线。我们可以看到，电

滞回线和磁滞回线很类似，如图所示，当外加电场超过一定强度以后，所有的电

畴都发生了翻转，而且取向和外加电场基本一致，此时的极化已经接近饱和，整

个铁电材料成为一个单畴，宏观上表现出饱和极化强度，对应的电位移为饱和电

位移。 在电极化曲线上就表现出电位移在一定的电场强度之后逐渐趋向于水平

直线，不会随着外加电场而变化。由于电位移饱和现象，本构方程不再是简单的
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线性关系，电位移和电场之间是非线性的关系，这种现象与理想弹塑性本构模型

类似。 

1.1.3 超导材料的基本特性和临界态模型 

1911 年，Onnes[9]采用液氦作为低温源在研究汞等材料的电阻随着温度的变

化规律时，发现随着温度下降到 4.2K 后汞的电阻突然消失，由此开启了凝聚态

物理的一个新篇章——超导电性。随后发现金属铅也是超导材料，如图 1.3 所示，

采用传统四接线法测得的金属铅的临界温度为 7.2K 左右。由于超导体具有零电

阻特性，因此在超导体内部的电流就不会产生损耗而衰减。1956 年 Collins 通过

实验证明了超导线圈内的电流经过两年半后依旧和初始电流相同。 

除了超导的零电阻特性之外，Meissner 和 Ochsenfeld[10]还发现超导体的另

一个重要的特性——完全抗磁性（内部 0B ）。即当外加磁场低于临界磁场时，

磁场被完全排斥在超导体以外，而且他们发现这个现象与外加磁场的加载历史没

有关系。当超导体零场冷却后，给超导体施加磁场，会在超导的边缘诱导出了迈

斯纳电流，产生了和外加磁场大小相同方向相反的磁场，从而产生了完全抗磁性。

当超导体在一定的外加磁场冷却后，超导体表面同样会即刻产生迈斯纳电流，从

而完全排斥磁场。而且随着磁场的降低，迈斯纳电流也会随之减小，最后随着外

加磁场的消失而减小到零。我们可以看到，超导零电阻性质并不能推出超导体的

Meissner 效应。因此，超导体的零电阻特性和 Meissner 效应是超导体两个相互独

立的性质。 

 

图 1.3 采用四接线方法测得金属铅的电阻随着温度的变化曲线和临界温度 

1935 年，London 兄弟[11]给出了第一个描述超导现象的理论，即 London 方

程。根据 London 方程，磁场在超导体表面有一定的穿透深度（ L ），而且在超

导体内磁场时按照指数衰减的。一般来说，磁场的穿透深度相对于超导体的宏观
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尺寸来说很小。1950 年，金兹堡和朗道[12]根据朗道二级相变理论提出了唯象的

金兹堡-朗道方程（GL 方程），用来描述超导体的物理性质。GL 方程中序参量的

模表示超导电子的密度，当完全超导态时，序参量模等于 1；当变成正常态时，

序参量为零。Abrikosov[13]根据 GL 方程，从理论上预测存在完全不同的两类超

导体。当 1 2  （   ，其中和 分别为磁场穿透深度和相干长度）时，

超导界面能是正的，此时超导体称为 I 类超导体。如图 1.4（a）所示，此类超导

体只有两种态， 即迈斯纳态和正常态。当 1 2  的超导体称为 II 类超导体，

此时的界面能为负的。如图 1.4（b）所示，II 类超导体分成三种态，当外加磁场

小于下临界场 1cH 时，超导体处于迈斯纳态，此时磁场被完全排斥在超导体外；

当外加磁场介于下临界场 1cH 和上临界场 2cH 时，超导体处于混合态，此时磁通

以量子化的涡旋（ 0 ）形式进入超导体，磁通涡旋之间的相互作用是排斥的，

而且在超导体内部排列成规则的晶格结构。随着磁场的升高，进入超导体的涡旋

磁通越来越多。如果磁场超过上临界磁场，超导体变成正常态。 

 

图 1.4 Type-I 和 Type-II 超导体的 H-T 相图 

1957 年，Bardeen，Cooper 和 Shrieffer[14] 以近自由电子模型为基础发现了

解释超导现象的微观机理（BCS 理论），即在超导态，金属中自旋和动量相反

的电子可以配对结合成 Cooper 电子对，Cooper 电子对通过交换声子相互作用。

在晶格当中可以无损耗的运动，形成超导电流。1959 年，Gor'kov[15]证明 BCS

理论在接近临界温度附近可以推导出 GL 理论。1986 年，Bednorz 和 Muller[16]

发现了镧钡铜氧体系超导体，其临界温度达到了 35K，随后掀起了研究高温超导

体的热潮，更多的高温超导体（如 YBCO 和 BSCCO）随后被发现，不仅改变了

人们对高温超导的认识，而且将超导体的临界温度提高到了液氮温区，从而改变

了只能用昂贵的液氦来研究超导性质的局面。2006 年以来，日本科学家首先发

http://baike.baidu.com/view/299309.htm
http://baike.baidu.com/view/2289.htm
http://baike.baidu.com/view/4985.htm
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现了铁基超导体[17]，随后中国学者对对铁基超导体进行了广泛地研究，不断刷

新铁基超导体的临界温度。2015 年，研究人员发现硫化氢在高压下出现了超导

电性，而且其临界温度高达 203K[18]。 

 

图 1.5 （a）钉扎中心钉扎涡旋过程[19]；（b）理想和非理想 II 类超导体涡旋排布示意图[20] 

    对于理想 II 类超导体，由于洛伦兹力作用，很小的外加电流就可以驱使涡

旋运动，所以其临界电流和临界磁场很小，很难在实际工程中应用。但是如果对

超导体进行急速淬火、用快中子进行辐照或者掺入杂质，从而在超导体内部引入

缺陷等钉扎中心，如图 1.5（a）所示，这些缺陷会对涡旋有一定的钉扎作用（钉

扎效应），此类超导体称为非理想 II 类超导体。如图 1.5（b）所示，在理想 II 类

超导体内的磁通涡旋会排列成理想的涡旋晶格结构，但是在非理想 II 类超导体

内，绝大多数涡旋会在会被钉扎在缺陷内。因此在外加电流下，由于这些缺陷对

涡旋有一定的钉扎力，从而平衡电流对涡旋产生的洛伦兹力。一般需要很大的电

流才能驱使涡旋脱离钉扎，因此，一般非理想 II 类超导体具有很高的临界电流

和临界磁场。实验上发现，当退去外加磁场或者外加电流时，超导体内部会有剩

余磁场，这是因为涡旋被钉扎在超导内部，因此出现了稳定的磁通俘获现象。而

且实验上观测到非理想 II 类超导体的磁化曲线不再是可逆的，而是出现了磁滞

回线现象，从而伴随有交流损耗出现。钉扎中心越多，对涡旋运动的阻力就越大，

在磁化曲线上造成的滞后就越大。 

为了解释非理想 II 类超导体的磁化现象，Bean[21, 22]提出了宏观的临界态

模型用来描述实用超导体在磁场或者外加电流下的磁通穿透过程。当外加磁场超

过下临界磁场后，磁场会以磁通量子涡旋的形式一个一个地进入到超导体内部。

但是刚进去的磁通涡旋碰到缺陷后就被钉扎住了，不能继续往超导体内部运动。

但是随着磁场的增加，作用在磁通涡旋上的洛伦兹力越来越大，当洛伦兹力超过

钉扎力后，涡旋脱离钉扎继续运动，在碰到更里面的缺陷后又被钉扎住，而新穿
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透进来的磁通涡旋也会被钉扎在后面的区域。如图 1.6 所示，随着外加磁场的增

加，磁通涡旋不断脱离当地的钉扎往超导内部运动，而且越靠近超导边缘，磁通

涡旋的密度越大，远离超导边界磁通涡旋的密度越小。在超过一定深度的超导体

内部区域，还没有磁通涡旋进入，这个区域仍旧保持完全抗磁状态，磁场等于零，

而磁通涡旋穿透的区域的深度称为磁场的穿透深度。当外加磁场给定之后，磁通

涡旋在超导内部有一个分布规律，不再随着时间而变化。此时被钉扎住的涡旋都

处于一种临界状态，主要稍微增加一点磁场，磁通涡旋就会脱离钉扎继续往内部

运动。Bean 提出了涡旋分布不随时间变化的临界条件，即作用在每个磁通涡旋

上的驱动力和阻力相等。例如，在磁场穿透区域，作用在涡旋上的最大钉扎力密

度和实际超导体的材料以及内部缺陷密度等相关，一旦给定超导材料，那么相当

于最大阻力分布形式就确定了。 

 

图 1.6 非理想 II 类超导体在磁场下的涡旋分布示意图[23] 

由于缺陷分布的随机性，一般很难确切给出最大钉扎力的分布形式，另一方

面，目前没有实验方法能能够直接测出超导体内的临界电流密度分布，只能通过

间接实验方法（如测磁场分布）推导出电流密度分布。因此 Bean 首先假设在磁

场穿透区域，临界电流密度是一个常数（ cj constant ），那么在作用在涡旋线上

的洛伦兹力密度为 L cF Bj ，一般可以通过临界态模型计算的结果与实验磁化曲

线对比来确定超导临界电流密度。后来发现，Bean 假设的常数形式的临界电流

密度分布只能定性的解释实验现象，很不精确。因此，在 Bean 模型之后，出现

了很多类型的临界电流形式，如 Kim 模型[24, 25]，指数模型[26, 27]，线性形式

[28]和幂函数形式[29, 30]等等。有了这些临界态模型，理论上可以计算出任意形

式的超导体在外加磁场和外加电流下的电流和磁场分布。精确计算超导体的电流

和磁场分布是进一步计算超导体交流损耗，磁化曲线，磁致伸缩行为的基础，从

而为超导体的实际应用提供理论依据。 

1.1.4 系统中的临界态效应和非线性效应 

<临界态效应> 将超导体的临界态模型与前面的弹塑性本构模型与电位移饱
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和模型对比分析，我们可以看到，尽管它们是属于不同的物理系统，但是其中的

数学问题确实非常相似的，都是属于一个区域内临界态问题。对于弹塑性材料来

说，塑性区域内的应力等于屈服应力（或者某种形式的应力形式）；对于铁电材

料来说，饱和区域内电位移等于饱和电位移值；对于超导材料来说，磁通穿透区

域内的电流密度等于临界电流密度。因此，从数学上看，这些现象都是物理系统

在某个区域内某物理量（应力，电位移，电流密度）达到了一个临界值，该区域

处于临界物理状态，由于临界状态的限定，该区域的这些物理量不能超过临界值，

而是临界区域的扩张问题。 

当物理系统发展到特定状态时，相关的物理量将随之发生突变，我们将此物

理量的值叫做临界值，对应的特定物理状态称为临界状态。因此，临界状态可以

看做物理系统发生状态质变的转折点。一个系统里不同物理量之间一般存在相互

制约的关系，其中当某个或者某些物理量的变化达到极限状态或极值时，就会伴

随临界现象的产生。临界问题对于系统的演化和发展起到非常重要的作用。 

<非线性效应> 上面介绍的这些物理现象不仅具有相似的临界值效应，而且

这些物理系统还表现出了很强的非线性效应。具体来说，对于弹塑性材料，随着

外加载荷增大，裂纹尖端便会出现塑性区域，塑性区域内的应力-应变关系不再

满足线性胡克定律，而是具有非线性效应。对于压电材料，当电位移区域饱和时，

电位移与外加电场不再是线性关系，而随着外加电场增加会趋于饱和值。对于实

用 II 类超导材料来说，一个倾斜磁场下的超导体电流和磁场分布问题不能采用

叠加原理将倾斜磁场分解为水平磁场和垂直磁场再叠加进行求解。因此，分析和

研究这些物理系统的非线性临界态问题不仅从基础研究角度很有意义，而且对于

材料的实际工程应用也非常重要。 

1.2 研究现状及进展 

Prigozhin[31]从数学角度研究分析了沙堆、河流网、II 类超导体、弹塑性材

料等不同物理系统的临界态问题存在着相似性。下面我们介绍塑性材料、压电材

料中断裂问题和 II 类超导材料与临界态问题相关的力电磁方面的研究进展。 

1.2.1 塑性材料和压电材料的断裂力学 

由于材料制备工艺和实际应用过程中材料疲劳都会导致材料内部出现不同

大小的裂纹。我们知道在缺陷附近会存在明显的应力集中现象，根据材料线性本

构方程，可以得出应力在裂纹尖端会有奇异性（应力无限大）。为了描述和刻画

不同几何形状的材料和不同外加载荷下不同的应力奇异性，Irwin 提出了应力强

度因子，  
0

lim 2
r

K r r 


 ，并证明了在线弹性情况下，应力强度因子K 和裂纹



兰州大学博士学位论文  第一章 绪论 

8 

尖端能量释放率G 是等价的。根据应力强度因子K 和能量释放率G 建立了裂纹

是否扩展的判据，即当应力强度因子 K （或能量释放率G ）大于材料的临界应

力强度因子或断裂韧性 cK （或 cG ）时，裂纹就开始扩展。但是，以应力强度因

子为标志建立的线弹性断裂力学只能适用于脆性材料和低外加载荷下的塑性材

料，即当裂纹尖端的塑性区域相对于裂纹长度来说很小才能成立。 

材料的极限应力不可能无限大，实际上裂纹尖端应力超过屈服应力后，随着

外加载荷的增加，在裂纹扩展之前裂纹前端的塑性区域会不断扩大。Irwin 等人

[32]最早考虑了一个简单的塑性模型，提供了第一个定量描述裂纹尖端塑性区理

论。因此，他们假设裂纹尖端的应力分布不再是根据线弹性模型计算出来的那种

奇异性的分布形式，而是由于在较小的范围内塑性变形的存在使得材料出现了一

定的应力松弛。 

Rice 和 Cherepanov[33, 34]提出的 J 积分，理论上 J 积分适用于没有卸载的

任意弹塑性材料，本构方程可以是线性的也可以是非线性的。因此 J 积分奠定了

弹塑性断裂力学的基础。J 积分描述了流向裂纹尖端区域的能量多少。因此，裂

纹尖端的应力和应变奇异性也可以用 J 来表达，尤其是对于线弹性材料，J 积分

和能量释放率是等价的。Hutchinson[35]与 Rice 和 Rosengren[36]根据幂次本构方

程建立了著名的非线性 HRR 场，结果表明裂纹尖端还是存在应力奇异性，只是

应力奇异性的规律和本构方程中的幂指数有关系。从此开始，在这方面不少学者

在实验和理论两方面做出了很多有意义的工作。Begley 和 Landes[37-39]基于 J 积

分建立了弹塑性力学的基本判据。Rice 等人[40]根据含有深裂纹的弯曲试样，提

出了采用单试样测量临界 J 积分方法。Tunner[41]引入了与几个形状有关的参数

（因子）。Larsson 和 Carlsson[42]采用有限元方法研究了非奇异应变项和试件

尺寸对弹塑性裂纹尖端屈服区域的影响。Rice[43]进一步研究阐释了裂纹尖端形

变的非奇异应力。McMeeking 和 Parks[44]，Shih 和 German[45]的研究表明，对

于应变硬化材料裂纹尖端的弹塑性应力应变场与材料的几何形状和加载速率相

关。对于裂纹尖端塑性区域比较大情形时，O’Dowd 和 Shih[46]提出了裂纹尖端

双参数断裂准则，即 J 和Q准则。根据 HRR 场的分析方法，在随后的研究中，

李尧臣和王自强建立了裂纹顶端弹塑性高阶场的基本方程，求得了平面应变问题

的二阶场，证实了二阶场的幅值系数在中心裂纹顶端弹塑性场起着非常重要的作

用[47]。Xia、Wang 和 Shih[48]以及 Yang 等人[49]进一步研究了裂纹尖端高阶场，

即将应力势函数展开为五项，得到了前五项的完整结果，证明了本征级数前五项

展开式只含有 3 个独立的参数。基于高阶场的分析结果，魏悦广和王自强提出了

2J k 双参数断裂准则[50]，该准则给出了断裂韧性上、下限曲线，能够很好的

预示 Kirk 等人[51]的实验结果。 
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图 1.7 裂纹张开位移和裂纹尖端颈缩区域示意图 

在弹塑性断裂力学里面，另一个为人所熟知的理论就是 Dugdale 提出的条带

应力屈服模型[52]，以及根据条带屈服模型提出的裂纹尖端张开位移作为断裂判

据[53-55]。但是条带塑性模型一般忽略了材料的硬化作用，尤其是当外加力超过

半个屈服应力时，条带屈服模型基本失去了意义。根据 HRR 奇异性场并采用幂

次应变硬化模型，Shih[56]数值计算了裂纹张开位移（COD，如图 1.7a 所示）并

研究了 COD 和 J 积分之间的关系。当薄板在拉伸应力作用下， Schaeffer 等人[57]

实验上观察到了裂纹前端存在一个条状的颈缩区域（如图 1.7b 所示）。因为存在

着材料的硬化作用，所以颈缩区的大小要比根据 Dugdale 计算出来的条带屈服区

域小很多。 

由于压电材料力电耦合特性，外加电场会影响裂纹尖端的应力场分布，从而

会影响到裂纹扩展。上个世纪 70 年代，Kudriavtses、Parton、Cherepanov 等人开

始研究压电材料断裂问题[58-61]。到了 80 年代，Deeg 建立了含共线型位错和电

荷偶极线模型，采用 Green 函数方法研究了压电材料含一般缺陷的力学问题[62]。

Sosa 和 Pak 利用本征函数展开法研究了无限大压电裂纹问题，得到裂纹尖端电

场和应力有相同的 1/2r 奇异性[63]。Pak 求解了反平面的 III型裂纹问题，将守恒

积分推广到压电材料的断裂问题中，并且提出了电位移强度因子和电场强度因子

[64]。Zhang 和 Tong[65]通过复电势计算得到了椭圆孔附近的应力应变场和电场

的解。1992 年，Suo 等人对前人做的压电断裂问题进行了总结[66]，通过分析发

现了一类新的奇异性，从而在裂纹尖端有两类奇异性，即 1/2r i  和 1/2r   奇异性。

这一结论被 Ou 等人的数值和理论结果验证[67, 68]，他们并且发现横观各项同性

压电介质，两类奇异性不能同时存在。为了解释已有的理论与 Pak 和 Sun 的实验

[69]不符，Gao 等人[6]将 Dugdale 模型[12]推广到压电断裂中，提出了条带电极

化饱和模型(PS 模型)，通过简化方程求解了无限大压电体平面裂纹问题。2000

年，Wang 采用 PS 模型求解了各向异性压电体同样的裂纹问题[70]。在 Gao 之后

不少研究者采用 PS 模型通过傅里叶变换方法和积分变化方法求解了不同的裂纹

问题[71-78]。Zhang 等人对压电材料的断裂行为和破坏模型进行了研究和总结[79, 

80]。陈增涛和余寿文采用积分变换技术，得到不同压电介质界面上的反平面运

动裂纹问题的分析解[81]。 
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对于电场是如何影响压电材料扩展的，目前实验上主要报道了两种截然不同

的实验结果[7]，（i）正电场降低断裂韧性，而负电场增加断裂韧性[69, 82, 83]；

（ii）正负电场都是降低压电材料的断裂韧性[84, 85]。对于压电材料断裂来说，

目前研究人员提出了很多种断裂判据，例如机械能释放率[69]、局部 J 积分或局

部能量释放率[6]、修正的应力强度因子准则[70, 86, 87]、能量密度[88-90]、COD

准则等等[87]。但是目前已有的这些理论判据只能解释其中一种实验结果，并不

能同时解释两种以上的实验现象。 

1.2.2 实用 II 类超导体的电磁性质 

由于 Bean 临界态模型简单，在实际中方便计算超导体处于外加磁场时的电

流密度和磁场分布，以及相应的交流损耗和交流磁化规律，因此得到了广泛地应

用。当外加磁场平行于无限长的超导圆柱或者无限大的超导厚板的侧面时，由于

磁场或者磁场线沿着磁场方向没有变化，因此，对于这些结构来说，不需要考虑

退磁效应，沿着圆柱径向或者沿着超导平板厚度方向的磁场穿透分布和电流密度

的分布可以直接通过 Bean 临界态模型计算得到。磁场的梯度等于临界电流密度

大小，而超导体内的电流密度分布要么等于临界电流 0cJ 要么等于 0。关于这些

结构在平行磁场下的磁场穿透，电流分布和磁化规律已经得到了广泛的研究

[91-95]。 

但是当外加磁场垂直于超导圆盘或者垂直于超导薄带时，由于这种情况下的

超导体具有很强的退磁效应，超导圆盘或者超导薄带磁场和电流密度分布不能再

根据简单的微分关系进行求解。Schuster 等人[96]采用 Bean 模型给出了当磁通全

部穿透超导体时的结果，此时整个超导体全部是临界电流密度。在磁场部分穿透

超导圆盘和超导薄带时，为了保持内部区域完全抗磁性，超导体内部电流密度不

再是平行磁场下那种要么是临界电流密度要么是零的简单分布，而是在整个超导

圆盘或者超导薄带都会有电流分布；磁场分布也变得非常复杂，不再是平行磁场

下通过简单的积分就能得到。为了方便区分，对于垂直磁场下临界态模型里面假

设临界电流密度是常数的情形，我们仍然称为 Bean 模型。Norris 采用 Bean 临界

态模型通过保角变化方法计算得到了超导薄膜在外加电流下的磁场和电流密度

分布公式，并进一步计算得到了超导薄膜交流损耗的公式。Swan[97]通过计算得

到了和 Norris 相同的磁场和电流密度分布公式。Brandt 等人[98]根据 Bean 模型

研究了外加磁场垂直于 II 类超导薄膜时电流密度和磁场分布。Brandt[99]还研究

了超导薄圆盘在垂直外加磁场下的磁场和电流的分布，并且和超导薄带在垂直磁

场下，超导圆柱和超导板在平行外加磁场下的结果进行了对比。Clem 和

Sanchez[100]进一步计算了超导薄盘的磁滞交流损耗和交流磁化系数。Brandt 和

Indenbom[101]研究了更复杂的加载情形，即当外加电流和外加垂直磁场同时线
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性加载时，在不考虑磁场退出的情况下，他们计算得到了电流密度和磁场的分布

的解析表达式，电流和磁场分布打破了对称性分布，而且将电流和磁场的分布形

式分为两类，‘类电流’分布和‘类磁场’分布；并指出即使电流和磁场同时增加，

也有可能对应一侧的穿透深度会减小，此时数学结果并不会对应任何实际物理现

象。Zeldov 等人[102]研究总结了超导薄带在各种电流和磁场加载情形下电流密

度分布和磁化性质，并且和超导薄板在平行磁场下进行了对比。 

Mikheenko 和 Kuzovlev[103]采用 Bean 模型研究了无限长的超导圆柱在垂直

磁场下的电流和磁场分布，得到了精确的解析结果。Brandt[104]采用 Bean 模型

给出了有限长的超导圆柱磁场穿透规律和磁化曲线，当圆柱体高度无限薄或者无

限长两种极限情况下，可以退化到相应的解析结果。Mikitik 和 Brandt[105]同样

采用 Bean 模型给出了计算横截面是扁椭圆形状的薄超导薄带在垂直磁场下的电

流和磁场分布的近似解析结果。在横截面是圆形或者薄带情形时，结果可以退化

到相应的精确解析结果。Mawatari 和 Clem[106]研究了无限大超导薄膜附近放一

无限长且与超导薄膜表面平行的通电导线情形时，超导薄膜的磁场和电流密度分

布等问题，此外还进一步考虑了超导薄膜上面放置两根平行的导线的情形。

Clem[107]研究了纵向排列的超导薄带在外加电流时的磁场、电流分布和交流损

耗等问题。Mawatari 和 Kajikawa[108]计算得到了放射状排列的超导薄带的交流

损耗公式，讨论了交流损耗随着排列形式的变化规律。Mawatari[109]考虑了在外

加磁场下无限多超导薄带排列成水平阵列和垂直阵列时磁场和电流分布问题，得

到了解析结果，后来将结果进一步推广到了二维超导阵列结构[110]。对于外加电

流圆弧型超导薄膜和垂直外加磁场下的超导薄壁筒两种情形，Mawatari[111, 112]

进一步采用保角变换方法得到了电流和磁场分布公式以及交流损耗规律，并进一

步得到了圆弧超导膜排列成圆形阵列时的交流损耗等问题。He 等人[113]考虑了

铁磁基底对圆形阵列的超导线缆交流损耗的影响。 

对于有限尺寸的超导体，例如正方形，长方形等，目前还没有求解这些问题

的精确解法。对于横截面具有一定宽度和厚度的长方形，椭圆以及介于两者之间

的任意几何形状的超导材料在外加电流情形下，Clem[114]给出了计算磁场、电

流密度分布以及交流损耗等问题的解析方法和数值方法。Brandt[115]研究了如何

采用E-J模型数值求解正方形或者长方形超导薄板在随时间变化的垂直外加磁场

下的磁场分布等问题。Brandt[116]还根据 E-J 模型采用类似的数值计算方法研究

了正方形超导薄板或者超导薄圆盘中间含有正方形或者圆形孔的问题。另外一种

数值计算方法是 Johansen 小组采用类似 Brandt 的数值分析框架，并改进了计算

方法，采用快速傅里叶变化，求解了很多有限尺寸的超导体的在随时间变化的外

加磁场下磁通穿透等物理问题。Vestgarden 等人考虑了边缘含有半个圆缺口对超

导带材在垂直外加磁场下的电流分布和磁场穿透的影响[117]，并进一步分析了当
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靠近超导边缘存在圆形洞时对超导电流和磁场分布的影响，他们的研究表明理论

计算结果和采用磁光方法观测结果能够很好的吻合[118]。2012 年，他们还考虑

了从超导边缘放置一排洞对磁通穿透超导体的影响[119]。还有一种比较流行的数

值计算方法是 Prigozhin[120-123]和 Sanchez 等人[124, 125]采用最小能量泛函方

法得到各种形状的超导体的电流和磁场分布。Xue 等人[126, 127]采用复变保角变

化方法求得了电流密度在裂纹尖端以 1r 分布，由此看出电流密度在裂纹尖端存

在奇异性。Adami 等人[128]通过对超导材料 Al 进行实验，证实在超导拐角处确

实存在电流密度集中现象。 

Brandt[129]给出了如何根据实验测得的垂直磁场分量来计算超导内部的电

流分布。Schuster 等人[130]讨论了如何利用法拉第磁光效应测量磁场穿透超导体

（如铌，YBCO 和 BSCCO）现象，他们讨论了测试实验装置和磁光膜厚度等实

验条件问题；此外，他们根据磁光方法和 E-J 关系模型从实验和理论上研究了 II

类超导体磁场穿透和退出超导薄膜的过程[131]，并对比了长方形横截面（二维

问题）和圆盘或者长带（一维问题）之间的磁场分布。随后，根据各向异性的临

界电流密度，Schuster 等人[132]计算得到在磁场穿透过程中磁场分布的各项异性

性质。Theuss 等人[133]采用磁光方法测量了高温超导体 YBCO 的磁场的分布，

然后根据测到的垂直磁场的分布，计算得到电流密度分布和体钉扎力大小。

Dorosinskii 等人[134]同样采用磁光方法测试了高温超导体 YBCO 的磁场分布，

并通过磁感应强度的梯度计算得到了临界电流密度 cJ ，他们还进一步研究了温

度，磁场方向对临界电流密度和的影响。Johansen 等人[135]采用磁光方法从实验

上观测并计算出超导薄带在外加磁场下的电流密度分布，发现和临界态模型理论

计算结果能够很好的吻合。Gaevski 等人[136]用磁光方法从实验上观测了高温超

导薄带在外加电流时的磁场和去除外加电流后俘获场分布图，并且和理论计算结

果进行了对比。 

但是上面都是基于临界电流与磁场无关的 Bean 临界态模型得到的结果，对

于临界电流和磁场相关的临界态模型（如 Kim 模型和指数模型等），在无限大超

导平板或者超导圆柱处于平行磁场情形下已经得到很好地研究[137-139]。 

Hetland[140]等人采用 Kim 类型的临界态模型计算了超导平板在平行外加磁场下

的磁滞回线和磁化系数等物理问题。然而对于垂直磁场下，尽管已经有了很多数

值求解方法来求解任意场相关临界态模型问题[104, 141-144]，但是得到精确的解

析结果可以让我们更加深入的了解其中的物理意义。对于精确解方面的研究目前

还不多见，只有 McDonald 和 Clem 采用权函数方法给出了超导薄膜在垂直磁场

下电流密度和磁场的分布，并且发现磁滞回线的峰值恰好出现在外加磁场下降到

零时候[145]。随后 Shantsev 等[146]通过实验证明了这个现象，由此也说明场相

关临界态模型的准确性。Shantsev 等人得到了超导圆盘在垂直磁场下的电流和磁
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场分布[147]，并计算了磁化曲线和交流磁化系数等磁性行为[148, 149]。另外

Mikitik和Brandt给出了临界电流是各项异性，且和磁场是分段线性函数（图 1.8）

时的精确解[150]。Brojeny 和 Clem[151]根据场相关临界态模型（Kim 模型）研

究了超导薄带自场对临界电流密度的影响。 

 

图 1.8 Mikitik 和 Brandt 采用的分段线性场相关临界电流模型[150] 

1.2.3 实用 II 类的力学性质 

由于超导涡旋被钉扎在超导体内部的缺陷上，根据临界态模型，为了平衡洛

伦兹力，钉扎力大小等于洛伦兹力。反过来，超导体也会受到反作用力，因此超

导体在外加磁场下会发生力学变形[152]。Ikuta 等人[153]在实验观测到超导体

BSCCO 在几个特斯拉外加磁场下的力学变形可以达到 410 。Ren 等人[154]从实

验上观测到了超导体在俘获磁场的同时，随着磁场的下降，超导体内部出现了裂

纹。他们通过临界态模型理论计算表明，在磁场下降时，会出现拉应力，正是由

于一般超导材料抗压不抗拉，所以才导致下降场时超导体内部出现了裂纹。因此，

研究分析各种形状超导结构的变形等力学问题对于超导体的实际应用非常重要。

Johansen 等人[155]研究了超导圆盘在外加磁场下的磁致伸缩性质。Eremenko 等

人根据 Bean 模型研究了超导薄带磁致伸缩回线[156]。Nabialek 等人[157]计算了

超导薄带钉扎引起的磁致伸缩。Johansen 等人[155, 158, 159]采用 Bean 模型和场

相关临界态模型计算了在平行外加磁场下的无限长四方柱和圆柱超导体，超导平

板以及在垂直外加磁场下超导薄圆盘的钉扎力、应力应变和磁致伸缩现象。

Johansen 等人[160, 161]进一步采用 Bean 模型在极坐标下详细讨论了无限长超

导圆柱体在平行外加磁场下的应力应变和磁致伸缩现象，并计算得到了一个循环

外加磁场下的磁致伸缩回线，通过计算分析表明，在磁场下降，超导体内部出现

了拉应力，因此采用临界态模型计算超导体的力学变形等性质可以更好的预测和

分析危险应力出现的位置和对应的下降磁场大小。对于无限长超导圆柱体中间带

有圆洞情形在外加磁场下的力学行为，Johansen 等人[162]研究发现在洞附近存

在拉伸应力增强现象。Jing 等人[163]研究了超导薄膜和基底之间的力学作用问题，

考虑了材料参数和几何因素以及界面处缺陷等对超导薄膜内正应力以及界面剪

切应力的影响，结果表明界面处缺陷两端剪切应力存在很强的奇异性。Huang 等
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人[164]采用 Bean 模型和最小磁能方法数值计算了超导薄膜内裂纹位置和尺寸对

电流分布的影响，并进一步研究了垂直外加磁场下高温超导薄膜及复杂超导结构

的磁化现象和力学性质。随着磁悬浮列车的应用，研究高温超导体磁悬浮系统静、

动力学分析也是非常重要的课题[165-167]，例如从理论和实验研究手段研究磁体

的漂移和不同条件下电磁力等。 

由于超导体在制备和实际应用过程中，不可避免的出现微裂纹等缺陷。因此，

研究分析超导体内部裂纹尖端的应力集中现象，对于预测裂纹在很强的电磁力作

用下是否扩展导致失效是一个非常重要的问题。Yong 等人[168-171]研究分析了

多种情况下的超导平板在平行磁场下和超导带材在垂直外加磁场下的应力分布

等力学问题，由于在下降场过程中会出现拉应力，他们还研究了超导体裂纹尖端

应力强度因子等断裂问题。例如超导平板中含有中心裂纹时，裂纹应力强度因子

随着磁场从不同值下降的过程中的变化规律，从而为判断实际超导体裂纹是否开

裂提供了理论依据。Gao 等人[172, 173]研究了超导平板和超导带材内部存在两条

共线裂纹、两条平行裂纹等断裂问题，并讨论了应力强度因子随着裂纹长度、裂

纹之间距离变化下的规律。He 等人[174]根据场相关临界态模型研究了超导薄带

单条裂纹、两条共线裂纹断裂问题，得到了不同磁场下裂纹能量释放率和应力强

度因子，并讨论了和裂纹长度、裂纹间距之间的关系。Zeng 等人[175, 176]根据

不同的临界态模型考虑了超导圆柱含有中心裂纹、边缘裂纹对电流密度分布的影

响，并进一步通过有限元数值方法计算了裂纹尖端应力强度因子随着磁场下降和

裂纹大小的变化规律。由于超导薄带临界电流密度与厚度相关，Yong 等人[177]

进一步考虑了超导带材厚度对裂纹断裂的影响。对于超导平板内部含有倾斜裂纹

问题，Wang 等人[178]研究了场冷和零场冷情况下裂纹尖端应力强度因子随着裂

纹角度的变化规律。 

1.3 本文主要工作 

根据上面对塑性材料、压电材料以及 II 类超导体的介绍，可以看到这些材

料中含有相似的非线性效应和临界态效应，本文从理论上对塑性材料硬化对裂纹

扩展的影响，电场对压电材料裂纹扩展的影响，场相关临界态下的超导薄带的电

磁场分布、力学变形以及临界电流等问题进行了研究，各章的安排如下： 

第二章，根据双折线弹塑性本构模型研究了塑性硬化材料的断裂问题，提出

了裂纹尖端条带硬化模型。从硬化材料非线性本构方程出发，通过合理的假设和

简化并引入硬化函数，计算得到了裂纹尖端应力和张开位移的解析表达式。详细

讨论了材料硬化参数对裂纹尖端张开位移的影响，扩展了裂纹尖端张开位移作为

断裂判据的可用范围。进一步给出了裂纹尖端张开位移与标称应变之间的关系，
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并和实验进行了对比说明了理论结果和实验吻合的很好。另外，我们提出的条带

硬化模型解释了之前学者根据大量实验提出的 COD 设计曲线的应用范围为屈服

应力和极限应力比值( Y u
  )不能超过 75～80％的原因。 

第三章，对于压电材料，考虑了裂纹尖端应力屈服和电位移饱和双重非线性

效应。根据理想弹塑性模型和理想电位移饱和模型，假设裂纹尖端不仅存在电位

移饱和条带区，而且存在应力屈服条带区。通过这种双条带模型，消除了裂纹尖

端应力场和电位移的奇异性分布，并计算得到了裂纹尖端机械张开位移和电张开

位移的表达式。在此基础上，进一步提出了新的压电材料断裂准则，即裂纹尖端

机械张开位移，根据这个新的断裂准则，解释了实验上出现两类现象的原因。最

后考虑了压电材料力学反平面断裂问题，根据电极化条带饱和模型，得到了裂纹

尖端应力-电场的分布和电极化饱和区的大小，并和采用类似 Irwin 的修正方法得

到的电极化饱和区的大小进行了对比。 

第四章，对于任意场相关临界态模型  cJ B ，研究了多种加载情况下超导带

材的电流密度和磁场分布。当超导薄带在外加电流、外加磁场、外加电流和磁场

同时加载三种情况下，采用保角变换方法推导出了计算电流密度和磁场分布的积

分方程组。而且在小电流和小磁场下，给出了磁场和电流密度分布以及穿透深度

的近似解析表达式。在外加电流和磁场同时加载情形下，给出了‘类电流’和‘类

磁场’分布的分界线并讨论了两种类型下的磁场和电流分布特点。分析了在‘类

磁场’区域某些加载路径上电流密度和磁场分布不具有实际物理意义。在此基础

上，采用 Bean 模型和 Kim 模型研究了超导薄带在垂直外磁场下的体力、应变、

位移分布，根据两种模型分析了在一个周期外加磁场下磁致伸缩回线，并和实验

进行了对比。 

第五章，根据场相关 Kim 临界态模型研究了不同横截面形状对超导带材临

界外加电流的影响。首先给出了计算任意横截面形状超导带材临界电流密度和磁

场分布的数值方法，根据场相关临界态模型，由于自场会影响临界电流密度，通

过选择几种不同的横截面形状，在不同的外加磁场下，得到了临界电流密度分布，

并给出了临界外加电流随着横截面几何参数的变化规律。 

第六章，对本文的工作进行了总结。 
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第二章 非线性塑性材料硬化效应对裂纹扩展的影响 

在实际工程材料加工制备过程中，尽管人们采取了各种办法，但是很难完全

消除裂纹等缺陷[179]。因此，不管缺陷多么微小，在复杂的外界环境下（例如

外加载荷，高温等）准确预测这些裂纹扩展对应的临界载荷非常重要，尤其是一

些大型仪器和航空航天设备[54]。线弹性断裂理论能够很好的描述脆性材料的裂

纹问题，此时裂纹尖端塑性区域的尺寸相对较小。但是对于塑性材料，由于应力

屈服和应变硬化作用，裂纹尖端塑性区域的范围较大，因此线弹性断裂力学对于

有屈服和硬化现象的塑性材料就明显就失去了作用，需要采用非线性断裂力学去

研究材料硬化等因素对裂纹扩展的影响。 

本章我们根据双折线弹塑性模型（双折线应力应变关系）[35, 180]，考虑了

材料的硬化效应，提出了条带硬化模型。通过合理的假设和简化，推导出了裂纹

尖端张开位移表达式，从而明确给出了塑性材料的硬化参数对裂纹张开位移的影

响。通过与已有的一些实验结果比较，结果表明条带硬化模型能够非常好地解释

这些实验现象并能给出一些新的规律。因此，对于塑性材料实际工程应用中出现

了裂纹问题，条带硬化模型提供了很好的理论基础。 

2.1 非线性弹塑性本构模型和基本断裂准则 

 

图 2.1 典型脆性材料（a）和塑性材料（b）拉伸曲线[181] 

    一般来说，人们以光滑试件的拉伸试验将材料分为脆性材料和韧性材料两大

类。这种分类比较简单，就是以材料拉伸时延伸率 5%  或 5%  作为划分的

标准。例如灰口铸铁和玻璃钢等脆性材料（图 2.1a 所示），其延伸率 5%  ，

这些材料的拉伸曲线一般不存在明显的屈服极限，工程上常以 0.2 作为名义屈服

极限[181]。脆性材料塑性变形能力较差，通常可以近似地用弹性理论来进行分
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析直至破坏[180]。对于像低碳钢（图 1.1a）、锰钢、硬铝（图 2.1b）等材料，在

应力应变相对比较小的时候，材料的应力和应变满足线性规律，也就是服从胡克

定律，即 E  。但是当材料处于大变形的时候，由于材料内部不仅有弹性变

形，而且会有很大程度的塑性变形，例如低碳钢会出现明显的屈服阶段和硬化阶

段，此时的应力-应变关系具有很强的非线性，不能再采用线性本构方程去分析。

而一般材料的单轴拉伸或者压缩的实验曲线很难直接用于实际的分析计算。因此，

人们往往根据不同材料在不同条件下的简单拉伸曲线的特点，将这些应力应变关

系简化为几类便于实际分析应用的弹塑性本构模型。 

2.1.1 弹塑性应力应变模型 

在简单应力状态下，一般只考虑外加载荷从零开始不断增加的阶段，不考虑

材料的卸载阶段，在这种情况下，一般常见的典型弹塑性模型有下面几种[180]， 

（1）理想弹塑性模型 

对于像低碳钢这样存在明显屈服阶段或者较低强化率的材料，一般在应变不

是很大的时候，可以忽略硬化效应，将应力应变关系简化为如图 2.2（a）所示的

理想弹塑性模型。当材料由弹性阶段进入到塑性阶段后，随着应变的增加，材料

的应变一直维持不变，等于材料的屈服应变。没有卸载时的应力应变关系可以写

为： 

,  if ;

,  if ,

Y

Y Y

E   

   

 


 
 (2.1.1) 

其中 Y Y E  对应的是屈服应变。 

 

图 2.2 三种典型的简化弹塑性模型示意图[180]，（a）理想弹塑性模型；（b）线性硬化弹塑

性模型；（c）Ramberg-Osgood 模型 

（2）线性硬化弹塑性模型 

在简单拉伸实验里，对于大多数材料而言，当应力超出材料的屈服应力之后，

材料会有一定程度的硬化或者强化阶段，如果材料硬化率比较大而且在一定的范

围内变化不大时，可以将这种应力应变关系简化为两条直线，如图 2.2（b）所示，

一条代表弹性变形阶段，一条代表硬化变形阶段。此时，应力应变关系可以写为

如下形式， 



兰州大学博士学位论文  第二章 非线性塑性材料硬化效应对裂纹扩展的影响 

18 

 

,                     if ;

,  if .

Y

Y Y Y

E

E

   

     

 


   
 (2.1.2) 

（3）Ramberg-Osgood 模型 

在上面的理想弹塑性模型和线性硬化弹塑性模型里面，我们可以看到，在材

料的屈服点（ Y  ），应力应变曲线不是光滑的。Ramberg-Osgood 模型就是为

了描述非直线的应力应变关系而提出的，尤其是在还有较强的应变硬化的塑性变

形，如图 2.2（c）所示，Ramberg-Osgood 方程给出了一个由弹性阶段到塑性阶

段光滑过渡的本构关系[182]， 

E E

n

K
 


 

   
 

， (2.1.3) 

其中K 和 n是与硬化有关的材料常数。其中方程右边第一项代表材料的弹性变形，

第二项代表材料的塑性变形。如果我们选择材料的屈服应力作为参考，可以将上

面的方程改写成如下的形式， 

1

E E

n

Y

  
 





 
   

 
，  (2.1.4) 

其中材料常数  
1n

YK E 


 ， 和 n分别表示材料的硬化系数和硬化指数。

从方程(2.1.4)可以看出，当应力小于屈服应力 Y 时，由于硬化指数 n比较大，方

程右边第二项很小，材料变形主要是第一项的弹性变形；但是当总的应变比较大

时（总应变明显大于 Y ），第一项的弹性变形相对于第二项的塑性变形来说很小，

根据实际计算方便，可以忽略第一项的弹性变形，此时的本构模型一般称为刚塑

性模型。采用 Ramberg-Osgood 方程， Hutchinson 与 Rice 和 Rosengren 分别研究

了 I 型裂纹在全量塑性理论下的渐进解[35, 36]，给出了应力应变场在裂纹尖端的

奇异性质，被称为 HRR 场，开启了研究弹塑性断裂力学的基础[183]。 

2.1.2 常见断裂准则 

当材料内部出现裂纹时，在外加载荷情况下，材料沿着裂纹什么时候开裂一

直是断裂力学关心的中心问题。对于传统材料，随着断裂力学的发展和研究，目

前主要有四种断裂判据，即应力强度因子准则（K），能力释放率准则（G），裂

纹张开位移准则（ ）以及 J 积分准则。 

（1） 应力强度因子 K 

根据线弹性本构模型，许多力学家和应用数学家都相继发下了裂纹尖端附近

应力存在奇异性，若在裂纹尖端建立极坐标系，则可以求得裂纹尖端附近的区域

内，应力具有如下的渐进规律， 
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1

,0 ,  0ij r r
r

   , (2.1.5) 

Irwin 分析了应力在裂纹尖端的这种分布性质（ 1 2r 奇异性），并在 1957 年

提出了新的物理量，即应力强度因子 K，其基本定义为 

 
0

lim 2 ,  0yy
r

K r r 


 ，  (2.1.6) 

上面应力强度因子的定义可以看出，K 是一个仅与裂纹尖端局部相关联的量，裂

纹尖端附近的应力状态完全由应力强度因子参量来决定。一旦这些参量确定下来，

裂纹尖端附近的应力场就完全确定了。为了描述裂纹临界断裂，Irwin 用石墨做

实验，测出了裂纹扩展时的 K 值，称为材料的断裂韧性。对于每一种材料，在

一定的条件下，这个临界值是一个常数。于是 Irwin 提出了应力强度因子断裂准

则： 

cK K  (2.1.7) 

上面基于应力强度因子建立的断裂盘踞，标志着线性断裂力学的诞生。因此，线

性断裂力学的中心问题之一就是求解各种情形下的裂纹尖端应力强度因子。一般

来说，应力强度因子 IK （ IIK ， IIIK ）可以概括为 

IK Y a p  (2.1.8) 

其中 a代表裂纹的特征尺寸， p 代表描写外场（机械外应力，或温度激发的外应

力，或者电磁场引起的外应力，等等）的作用。Y 描写裂纹几何和材料的几何形

状的作用（作为几何构型因素）。而断裂韧性  , ( )ICK T f s 一般与环境温度以及材

料材质和热处理状态有关，一般由实验测定给出，而目前只有 I 型裂纹的标准测

试规范[181]。 

（2） 能量释放率 G 

Irwin 认为 Griffith 判据左端的  W U a   是有意义的，并且将其称为裂纹

能量释放率，即 

 W U a G     (2.1.9) 

将 Griffith 判据右边的量设为临界值 cG ，若对理想脆性体，则 2cG  ，其中 为

材料的表面能。 

为了克服能量释放率的计算上的困难，Irwin 发明了一种计算G 的局部化方

法，即 

   
0

1
lim ,0 ,0

a a

yy y
aa

x u x dx G
a












 
 

 
  (2.1.10) 

根据这个定义，数值计算能量释放率出现了虚拟裂纹扩展法和虚拟裂纹闭合法。 

对于 I 型裂纹，能量释放率和应力强度因子的关系为 
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8
I IG K






  (2.1.11) 

相应地，根据能量释放率的断裂判据为 

I ICG G  (2.1.12) 

由于上面的应力强度因子准则和能量释放率准则都是建立在线弹性本构方

程的基础上，因此，应力强度因子准则和能量释放率只适用于脆性材料断裂，也

就是说适用裂纹尖端塑性区域较小的情形，所谓塑性区较小是指塑性区域与裂纹

大小相比较小，此时裂纹尖端的应力应变场主要由 K 场控制[183]。当裂纹尖端

塑性区域较大时，上面的两种断裂准则就已经失效，需要考虑非线性本构方程，

因此需要采用新的断裂准则去分析。 

考虑材料的非线性效应后，主要是揭示裂纹顶端较大范围内塑性变形的效应，

这种塑性区可以很大，甚至扩展至整个裂纹所在截面。在塑性区，由于塑性变形

和硬化效应等，裂纹尖端的应力分布不再是根据线弹性本构方程得到的应力具有

奇异性，而是保持一个有限值。目前非线性断裂力学里，主要有两种断裂判据，

即裂纹尖端张开位移和 J 积分。 

（3） 裂纹尖端张开位移δ  

Wells 提出裂纹尖端张开位移是裂纹尖端塑性变形的一种度量，当裂纹尖端

张开位移 超过某一临界值（ c ）后，就发生断裂。可以依据这个裂纹尖端张开

位移作为断裂判据。关于裂纹尖端张开位移的定义有几种，例如基于 Irwin 应力

松弛方法得到计算裂纹尖端张开位移[181]，Rice 采用在裂纹尖端的等腰直角三

角形的斜边定义裂纹尖端张开位移（图 1.7a），以及Burdekin和 Stone基于Dugdale

模型计算得到的裂纹尖端张开位移[54]。目前比较流行采用后面两种定义方式去

计算裂纹尖端张开位移。基于 Dugdale 模型计算裂纹尖端张开位移方法以及裂纹

尖端张开位移判据等将在下一节（2.1.3 节）详细讨论。 

（4） J 积分 

1968 年 Rice 和 Cherepanov 独立提出了 J 积分。首先定义如下应变能密度： 

0

ij

ij ijW d


    (2.1.13) 

那么应力应变的本构关系为 

ij

ij

W








 (2.1.14) 

上面的方程可以描述一类非线性弹塑性本构方程，也可以作为塑性全量理论，表

征单调加载情况下常用工程材料的塑性行为，在这种情况下，应力应变仍有一一

对应关系。如图 2.3 所示，J 积分的定义为 
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J Wdy ds
x

 
  

 


u
T  (2.1.15) 

其中T 代表作用在曲线微元 ds 上的外应力矢量，u为该处的位移矢量，为任

意一条从裂纹下表面开始按逆时针方向到裂纹上表面的曲线。J 积分提出之后，

Begley 和 Landes 等人[37-39]用实验方法测出 J 的临界值，并且建议 

cJ J  (2.1.16) 

作为韧性材料断裂判据。 

 

图 2.3 J 积分路径示意图[181] 

J 积分的优点是适用于非线性材料和满足全量塑性理论的弹塑性材料，J 积

分与积分路径无关，而且在线弹性情况下和能量释放率相等。但是 J 积分的定义

限于二维情况，只适用平面问题，而且 J 积分理论建立在塑性形变理论基础之上，

并不能用于卸载情况，这就要求整个材料始终处在加载并且是单调加载状态下。 

这四种断裂判据是分析裂纹的基础，随着断裂的发展，其他的各种断裂判据基本

都是基于这四种断裂判据的推广和发展。不仅如此，以这四种断裂判据为基础，

还可以分析和研究其它材料，例如压电、压磁等智能材料中的断裂问题（见下一

章的讨论）。 

2.1.3 Dugdale 模型与裂纹尖端张开位移 

在非线性弹塑性断裂力学中，其中一个著名的工作就是 Dugdale 于 1960 年

提出的条带塑性模型，以及随后发展的裂纹尖端张开位移（CTOD），成为小塑

性条件下的一个新的裂纹扩展判据。 

对于含有穿透裂纹的薄板，通过对大量的拉伸试验，Dugdale 发现在裂纹前

端延长线上，会存在一定长度的屈服区域，而且注意到与薄板前后表面呈 45 方

向的倾斜面上出现了交叉的剪切带[181, 183]。由此，如图 2.4 所示，Dugdale[52]

假设在裂纹前端延长线上的应力等于材料的屈服应力，从而将原始旧的裂纹加上

两端的条带屈服区域形成了一条新的等效裂纹，等效裂纹的尖端也就是屈服区域
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的边界点。Dugdale 模型的关键就是考虑了应力屈服效应，将应力在裂纹尖端塑

性区域与非塑性区域分开，由于裂纹前端塑性区域比较薄，所以将裂纹前端的塑

性区域简化为没有厚度的条带区域，在条带塑性区域，材料不再满足线性本构方

程，而是根据理想弹塑性模型将条带塑性区域内应力分布假设为屈服应力；而在

非塑性区域，材料还是线弹性的应力应变本构关系。从而通过这种方式将非线性

本构方程（理想弹塑性模型，图 2.4a）转化为裂纹尖端的条带上的屈服应力分布

问题，通过这种模型，就可以求解理想弹塑性本构方程下的裂纹问题，从而方便

计算和求解，避免了直接求解和分析非线性方程。 

当薄板处于一定的外加力下，外加力在裂纹尖端起到促进裂纹扩展的作用，

而屈服区域内的屈服应力分布起到阻碍裂纹扩展的作用，从而达到一个平衡状态，

此时，两种力在等效裂纹尖端的应力强度因子之和应该等于 0，因为等效裂纹尖

端的应力分布不再存在奇异性，从而根据这个条件可以求得裂纹前端的塑性屈服

区域的大小。 

 

图 2.4 Dugdale 条带塑性屈服模型示意图[52] 

在裂纹塑性区域内，在裂纹上下表面 x t 处作用一对楔力 P ，那么复势函数可

以求得[183] 

   
 

2 2

2 22

P c t
z z

z c t z


  

 
Φ Ψ  (2.1.17) 

考虑到等效裂纹的左右对称的塑性区域相当于均匀分布着屈服应力，因此，左右

屈服区域的屈服应力对应的复势函数可以由下面的积分公式得到， 

   
 

2 2

2 22 2

2 2

2 2 2 2

2

2 x

                  arccot arccos

c
Y

a

Y

z c x
z z dx

zz c

a z c z a

z c a cz c










 



    
           

Φ Ψ

 (2.1.18) 

在无穷远处的外加载荷 对应的复势函数为 

   
2 22

z
z z

z c


 


Φ Ψ ，  (2.1.19) 

将裂纹附近的屈服应力和外加应力对应的复势函数叠加，然后代入附录公式 A(9)，
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然后考虑到两种力在等效裂纹尖端的应力强度因子应该等于零，因此可以求得裂

纹前端塑性屈服区的大小为 

sec
2 Y

c a





 
  

 
 (2.1.20) 

进一步，将复势函数(2.1.17)和(2.1.18)代入到附录 A 的位移公式，可以求得裂纹

尖端张开位移为 

 
1

2 Im

1
  2

2

y
x a x a

Y

limu lim z

c
aln

a


 





 

 


    




， (2.1.21) 

其中对于平面应变问题， 3 4   ；对于平面应力，    3 1     。因此，

在平面应力下，裂纹尖端张开位移为 

8 8

2

Y Y

Y

c
aln alnsec

E a E

  


  


 
   

 
 (2.1.22) 

上面的对于预测压力容器的半脆性和脆性断裂方面，得到了后来的实验验证，因

此在压力容器的断裂分析中，该公式得到了广泛应用[183, 184]。为了进一步方

便应用，根据 Dugdale 模型，Budekin 和 Stone 建立了大范围屈服和全面屈服情

况下的标称应变的表达式， 

     1 1 12
2 1

Y

m
ncoth cot m k

n


 

 

    
     

  
cos  (2.1.23) 

其中，参数m， n和 k 的表达式为 

a
n

y
 ， cos

2 Y

a
k





 
  

 
，

2 2

21

k n
m

k





 (2.1.24) 

根据上面的方程(2.1.22)-(2.1.24)，对于给定的标距 y ，就可以求出不同外加载荷

下所对应的标称应变和裂纹尖端张开位移的关系。 
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图 2.5 裂纹尖端张开位移与标称应变的关系图[53, 54]，其中×代表实验测试结果，实线代表

根据 Dugdale 模型理论计算结果。 

Dugdale 模型对于不同的材料只能给出相同的张开位移曲线（ 2 Ya    ），

并不能区分具体材料之间的不同形状的拉伸曲线，没有考虑实际材料具有不同的

硬化效应。根据图 2.5 可以看出，根据 Dugdale 模型计算得到的结果，在小的应

变下，得到的结果和实验结果吻合的很好。但是当外加载荷超过一半屈服应力

（0.5 Y ）的时候，理论曲线明显偏离了实验曲线。这是因为，当外加应变比较

大的时候，在裂纹前端塑性区域，会有不同程度的硬化，因此，给定外加载荷，

不仅裂纹尖端张开位移由于硬化的原因不会张开那么大；另一方面，标称应变也

会随着变大，因此，最后的曲线不会像根据 Dugdale 模型得到的理论曲线那么陡，

因此，在大范围屈服条件下，需要考虑材料硬化等因素对裂纹张开位移的影响。 

为了方便实际应用分析，Burdekin 和 Dawes[53]根据大量的实验结果，在

Wells 经验公式的基础上加以改进，给出了 COD 设计曲线[详见第二节的讨论]。

尽管有了这些经验性的设计公式，但是后来 Turner 根据大量实验结果指出，COD

设计曲线的应用范围为屈服应力和极限应力比值( Y u
  )不能超过 75～80％。这

也就说明，实际材料不同的硬化效应明显会影响裂纹张开位移。很显然我们会有

下面两个疑问： 

（i）为什么 COD 设计曲线对一些特殊的材料不再适用？ 

（ii）实际工程材料不同的硬化曲线如何影响裂纹尖端张开位移，具体是材

料哪些硬化参数，又是如何影响裂纹张开位移的呢？ 

要回答这些问题，就需要对硬化材料中裂纹问题作进一步的分析和研究。 

2.2 条带硬化模型 

本节我们将发展硬化材料的裂纹尖端张开位移理论，提出了一个新的有意思

的条带硬化模型来研究硬化对裂纹断裂行为的影响。对于线性硬化材料，通过合

理的简化和假设，将应力应变本构关系简化为方便分析计算的有效简单形式，从

而得到了裂纹尖端张开位移和标称应变之间的关系。条带硬化模型为过去的硬化

实验提供了很好的理论解释。 

2.2.1 线性硬化材料的简化本构方程 

根据线弹性理论，应力应变的本构关系服从线性形式，即 

 1ij ij pp ij       ，  (2.2.1) 

其中，应力应变 ij 和 ij 是经过屈服应力 Y
 和屈服应变 Y Y

E  无量纲后的量， 
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 是泊松比， ij 是克罗内克符号。当应力进一步增大，材料就会出现不同程度的

应变硬化效应，如图 2.6（a）所示，这里我们选择线性硬化本构关系来分析硬化

对裂纹尖端张开位移的影响。 

 

图 2.6 双线性应变硬化本构关系和含有裂纹硬化材料的示意图 

根据塑性形变理论，上面成双线性简单拉伸的本构关系可以写为[35]： 

   11 1ij ij pp ij e ijs            ，  (2.2.2) 

其中 ij
s 是应力偏量张量， e

 是等效应力， 

1

3
ij ij kk ij

s     ，  (2.2.3) 

2 3

2
e ij ij

s s  ，  (2.2.4) 

而参数的表达式可以通过如下的公式得到， 

tan

3
1 , 1;

2

0,                 1

 
   

 

 

e

e

E

E
 

  .

 (2.2.5) 

通过上面的参数表达式可以看到，也会随着弹性阶段和塑性变形阶段分成了两

段。尽管简单拉伸下应力应变的关系看起来很简单，其实当材料进入塑性阶段后，

即 1e  ，最后类似 HRR 场的控制方程非常的复杂，很难通过数学手段直接得到

它的解析表达式。Hutchinson[35]根据主要的双调和控制方程，得到了裂纹尖端

主要的奇异性的形式。其实这里，我们看到，最后控制方程的强非线性主要来源

于
11 e
 项，而

11 e
 很显然最后是变量 r ( r a )， 和 的函数。为了考虑裂

纹附近应力应变的有限值性质，我们假设
11 e
 只与外加载荷相关，即

 11 e w 

  。也就说，我们假设材料在一个包含裂纹的相当大区域内（如图

2.6b 所示）应力应变关系都服从下面的本构方程形式，即 
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   1ij ij pp ij ijw s          ，  (2.2.6) 

除非特别表明外，在下文中参数都一直取  tan
3 1 2E E  。在给定的外加载荷

下，函数  w  描述了材料硬化区域内平均的硬化程度，这里称为硬化函数，但

是需要注意的是，应力应变的本构方程随着外加载荷的大小而进行变化，但是给

定外加载荷从零开始加载到某个值的过程中，我们认为在硬化区域内的质点一直

服从最后外加载荷对应的本构方程，因为函数  w  已经描述了这个过程中的平

均硬化性。 

根据弹性理论，应力可以通过求解对应的应力函数得到，即 

2
1 2

2

2

2

1

r

r

U U
r r

r

U

r

U
r

r













 



 
 

 





  
   

  

，  (2.2.7) 

其中应力函数U 可以通过
2

Y a 进行了无量纲。极坐标下的应变协调方程为 

      (2.2.8) 

将方程(2.2.6)和(2.2.7)代入方程(2.2.8)后，经过合并整理，可以得到如下的控制方

程， 

  4

tan

1 1 0

  
      
  

E
w U

E
 ，  (2.2.9) 

对于裂纹上下表面是自由边界，即没有应力作用在裂纹上下表面，并且考虑到应

力分布的对称性，应力函数和有效应力可以写成如下形式， 

3

2
1 1 3

cos cos
2 3 2

U kr  
 

  
 

，  (2.2.10) 

1
1

2
2 22

1 3
cos sin

2 4
e kr  

  
  

 
 (2.2.11) 

根据与路径无关的 J 积分的定义[34]，我们可以得到 J 的表达式为 

     (2.2.12) 

其中W 是无卸载下线性或者非线性应变能密度，即 

0

ij

ij ijW d


   ，  (2.2.13) 
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显然，如果   0w   ，我们可以得到纯粹的弹性结果；当   1w   时，上面的

J 积分的表达式(2.2.12)就能退回到 Hutchinson 的结果[35]。另外，取无限大的边

界作为积分路径，我们可以得到 J 积分等于
2。因此，我们可以得到塑性应力

以及应力函数中系数的表达式为 

     (2.2.14) 

2.2.2 条带硬化模型和裂纹尖端张开位移 

对于应变硬化材料，不管它服从幂次硬化规律（如图 2.1c）还是线性硬化规

律（图 2.1b），如同线弹性本构得到的结果一样，如果我们在裂纹尖端对应力不

加限制的话，裂纹尖端应力应变一定还会存在应力奇异性。如图 2.7 所示，在长

度为 2a的裂纹中心建立笛卡尔坐标系，裂纹沿着 x 轴方向。类似 Dugdale 根据理

想弹塑性模型提出的条带塑性模型，这里我们假设裂纹前端存在一定大小的硬化

条带，在硬化条带区域，应力在等效扩展裂纹上下表面的分布是均匀的，大小等

于 s ，等效裂纹长度为 2c，条带硬化区域为 a x c  ，实际上，硬化区域的大

小可以根据裂纹尖端应力无奇异性确定。 

 

图 2.7 条带硬化模型示意图 

一般来说， s 是外加载荷 的函数，假设为下面的形式 

 1  s Y uw w   ，  (2.2.15) 

其中 u 是材料常数，对应着极限应力，可以通过简单拉伸确定出来，而  w  是

上面引入的硬化函数。根据上面的假设方程，很明显看到裂纹前端的硬化区域内

的分布应力与材料的屈服应力和极限应力都有关系。当外加应力比较小的时候，

相应的硬化函数  w  很小，这时候裂纹前端的硬化区域内的应力非常接近屈服

应力 Y ；但是当材料的变形很大的时候，硬化函数  w  比较大，此时裂纹前

端的条带硬化区域的应力也会随着增加。由于 s 不可能超过极限应力，通过方
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程(2.2.15)可以得出，硬化函数  w  取值范围应该介于 0 和 1 之间。 

根据上一节的分析，我们可以得到无穷远处外加载荷在裂纹尖端引起的应力

强度因子为 

   
1 1

2
tan1 1







 

c
K

w E E

 


 (2.2.16) 

下面我们根据简化的本构方程来计算等效裂纹扩展部分的分布应力  s  在裂

纹尖端引起的强度因子。一些基本的求解这个问题的方程参见附录 A。对于在 x

处裂纹(长度为 2c )上下表面作用的一对楔力 P ，应力函数为 
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P z c x
z z

z c z
Φ Ψ ，  (2.2.17) 

所以，对于我们这里条带硬化区域（ a x c  ）内分布的应力 s ，其对应的应

力函数可以通过积分求得，即 
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，  (2.2.18) 

将上面的公式代入附录 A 里面的应力公式，我们可以求得  s  引起的应力强

度因子 2K 为 
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，  (2.2.19) 

根据等效裂纹尖端 x c 应力没有奇异性，我们可以得到总的应力强度因子

( 1 2
K K )应该等于 0，即 

  
1

2

2

1 1

 

 
s

c c a
arccos

c
w E E

 



tan

，  (2.2.20) 

然后我们可以求得条带硬化区域的大小为 

    1

2
1

2 1 1
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  (2.2.21) 
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消去应力奇异性后，复势函数  zΦ ，  zΩ ，  z 和  z 可以写成 

   
2 2

2 2
arccots a z c

z z
z c a





 
   

 
 

Φ Ω ，  (2.2.22) 

     
 

 
 

2 2
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(2.2.23) 

根据附录 A 的位移公式，我们可以得到裂纹尖端 x a  张开位移 为 

 

 
 

1
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tan

 (2.2.24) 

为了和实验结果进行对比，我们可以求得无量纲后的裂纹硬化区域的大小和裂纹

尖端张开位移为 

    1

2

1
1

2 1 1



 
  

  
  

   

d

Y u

r c a
sec

a a w w
w E E



 
tan

，  (2.2.25) 
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tan
 (2.2.26) 

进一步，我们来研究裂纹尖端张开位移（CTOD）和标称应变之间的关系。如图

2.6（b）所示，我们假设标称应变的测试点在区域 A 内部，内部所有的质点都满

足线性硬化方程。因此，根据附录 A 的公式，对于平面应力问题，标称点  00,  y

在 y 方向上的位移为 
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，  (2.2.27) 

将复势函数方程(2.2.22)和(2.2.23)代入上面的方程(2.2.27)，并且考虑为单轴外加

力的条件，在 x方向由  给出的弹性分量 0y E  ，可以得到 
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(2.2.28) 

其中式中的参数 



兰州大学博士学位论文  第二章 非线性塑性材料硬化效应对裂纹扩展的影响 

30 

    1

0 2
tan

,  cos
1

2 1 1



 
 

  
  

   
Y u

a a
n m

y c w w
w E E



 
 (2.2.29) 

然后，我们可以求得在标称距离 02y 上的应变为 
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 (2.2.30) 

从方程(2.2.26)和方程(2.2.30)，我们可以得到裂纹尖端张开位移 CTOD 和标称应

变之间的关系，下面我们将详细讨论。 

2.2.3 应变硬化对裂纹尖端张开位移的影响 

从上面的分析可以看到，在我们的条带硬化模型中，硬化函数起着非常重要

的作用。由于裂纹的存在，我们想选择适当的硬化函数形式，通过和实验对比，

来描述包含裂纹的区域 A 内部的平均的硬化作用。下面我们选择不同形式的硬

化函数，看看裂纹尖端张开位移和无穷远处的外加应力之间的关系。 

首先，如果忽略应变硬化，即   0w   ，将其代入上面的方程，结果可以

退化到带应力屈服模型的结果。此时屈服区域的大小和裂纹尖端张开位移为 

1
2

s

Y

r
sec

a






 
  

 
 (2.2.31) 

2

4

2 2
Y Y

ln sec
a

 

   


 
    

 
 (2.2.32) 

上面的公式可以看出，无量纲后的塑性区的大小和裂纹尖端张开位移只和外加应

力一个量有关系，对于不同的材料硬化参数，通过条带屈服模型，计算得到的裂

纹尖端张开位移是相同的。 

对于外加力比较小的时候，裂纹尖端的塑性区相对来说比较小，因此为了研

究裂纹尖端应力主要的奇异性，Hutchinson[35]采用了忽略等效应力项
1

e

的办法。

根据这种主奇异性，我们可以计算裂纹尖端张开位移和外加力之间的关系。事实

上，在我们这个模型里面，我们可以取   1w   ，此时相当于在裂纹前端存在

一个颈缩区，里面的分布应力等于材料的极限应力，将硬化函数代入上面给出的

方程，我们可以得到同样的结果。如图 2.8 和 2.8 所示的裂纹前端颈缩区的大小

和裂纹尖端张开位移，我们可以看到当外加应力超过半个屈服应力（0.5 Y ）时，
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Dugdale模型的结果明显偏离实验的结果，这个现象从图 2.5也可以明显看出来。

而根据   1w   计算得到的结果，相对来说和实验[53]比较接近。实际上，我们

想象出裂纹附近的硬化应该随着外加载荷而变化，因此硬化函数应该也会随着外

加载荷而变化，而不应该取固定的常数。我们希望能够取适当的硬化函数形式，

使得结果和实验吻合得更好。 

 

图 2.8 裂纹前端颈缩区的大小和外加载荷之间的关系图，此时   1w   。 

 

图 2.9 裂纹尖端张开位移和外加载荷之间的关系图，   1w   。 

首先我们选择硬化函数和外加载荷成正比关系，即   4w    。此时，

裂纹前端硬化区域和裂纹尖端张开位移如图 2.10 所示，图中我们给出了不同硬

化参数（ tan
E E 和 u Y

  ）下的情形。从中我们可以看出，裂纹前端硬化区的大

小不仅和外加应力有关系，而且还与材料的硬化参数有关系。和 Dugdale 条带屈

服模型相比，当外加载荷比较小的时候（ 0.5 Y ），条带硬化模型和条带屈服模

型得到的结果相差很小；但是在外加载荷比较大的时候（ 0.5 Y ），条带硬化模

型得到的硬化区的尺寸比条带屈服模型得到的屈服区域要小很多。进一步分析我
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们发现，硬化参数（ tan
E E 和 u Y

  ）越大，对应的条带硬化区域越小。原因是

因为对于较大的硬化参数，裂纹前端塑性硬化过程会消耗更多的能量，然而外加

载荷比较小的时候，裂纹前端塑性变形消耗的能量很小，可以忽略。和前面硬化

函数取常数情形相比，根据   4w    得到的结果和实验（图中黑实线）吻

合的更好（见图 2.10 和 2.11）。 

 

图 2.10   4w    时，裂纹前端条带硬化区的大小（a）和裂纹尖端张开位移（b）与外加

载荷之间的关系 

现在我们将硬化函数取成与外加应力成二次方的形式，即   2 4w    。

在这种情况下，当外加载荷小于0.5 Y 的时候，裂纹前端硬化效应的影响很小。

通过计算我们看到，在外加力等于0.5 Y 时，硬化函数的大小只有 6％左右；但

是当外加载荷增加到 Y 时，硬化函数的值变成了 25％，此时硬化作用很大，实

际中不能再忽略硬化作用。图 2.12 给出了   2 4w    时，裂纹前端硬化区的

大小（a）和裂纹尖端张开位移（b）与外加载荷之间的关系。从图中可以看到，

此时裂纹硬化区域和裂纹尖端张开位移仍然依赖于材料的硬化参数。更有趣的是，

我们看到在外加力比较小时，裂纹前端硬化区域大小增加的很快；但是当外加载
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荷比较大时，硬化区的大小增加速度很缓慢。这是因为在外加载荷比较小时，裂

纹前端硬化作用很不明显，但是随着外加载荷的增加，裂纹前端硬化作用越来越

明显。通过和之前硬化函数情形对比，我们看到根据   2 4w    得到的结果

与实验吻合的非常好。 

 

图 2.11 在   4w    和更多的硬化参数下，裂纹前端条带硬化大小（a）和裂纹尖端

张开位移（b）与外加载荷之间的关系。 

实际上对于不同的材料，例如低碳钢和铝合金等，材料的硬化参数也会千差

万别。因此，对于不同的材料，我们可以通过改变硬化参数来预测裂纹尖端张开

位移的情况。图 2.13 给出了不同的硬化参数下，裂纹尖端张开位移与外加载荷

之间的关系。为了方面对比，图中我们也画出了 Dawes 提出的 COD 设计曲线，

即 

2

,  0.5;

0.25,  0.5.

  
  
    


 


Y Y

Y Y

 

 

 

 

 (2.2.33) 
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图 2.12   2 4w    时，裂纹前端硬化区的大小（a）和裂纹尖端张开位移（b）与外

加载荷之间的关系。 

 

图 2.13 不同硬化参数材料下，裂纹尖端张开位移 

有趣的是，我们发现对于大多数硬化参数下的材料，根据条带硬化模型计算

得到的裂纹尖端张开位移都在 COD 设计曲线下面，但是对于少数硬化参数下的

材料，在外加载荷超过一定值之后裂纹尖端张开位移曲线超过了 COD 设计曲线。

例如铝合金 7075-T6 这种材料，它的极限应力和屈服应力的比值( u Y
  )大约在
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1.1 左右[185, 186]。对于具有较高屈服应力和极限应力比值( Y u
  )的材料，

Turner 和 Burdekin[187]根据大量的实验指出，仅仅根据低碳钢做出的 COD 设计

曲线可能不再安全。因此，他们建议 COD 设计曲线的应用范围为屈服应力和极

限应力比值( Y u
  )不能超过 75～80％。从图 2.13 我们可以看出，条带硬化模型

可以为这一现象提供一个很好的理论解释。 

 

图 2.14 不同标称距离下，裂纹尖端张开位移和标称应变之间的关系。（a）Dugdale 条

带屈服模型的结果[54]，（b）条带硬化模型得到的结果。 

现在我们来讨论一下条带硬化模型的应用范围。由于裂纹附近应力存在集中，

裂纹前端硬化区的均匀分布的应力应该要比无限远处的外加应力要大，即

s  。在这种情况下，外加应力不能超过一定的阈值，例如对于 1.5u Y  和

  2 4w    ，外加载荷不能超过1.2 Y 。另一方面，塑性区域 A（图 2.6）不

能扩展到无限远处，因此，外加应力应该比塑性应力要小。但是作为一个很好的

工程近似模型，在外加载荷超过了屈服应力一定范围内，条带硬化模型还是具有

很好的参考性，综合考虑，我们建议条带硬化模型应用范围为外加载荷不要超过

1.2 Y 。 

最后我们讨论一下裂纹尖端张开位移和标称应变之间的关系。Burdekin 和
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Stone[54]根据Dugdale条带屈服模型建立了裂纹尖端张开位移和标称应变之间的

关系。然而，在较大外加载荷下，理论结果和实验结果相差甚远。我们采用条带

硬化模型重新考虑这个问题。图 2.14 给出了不同标称距离下，采用 Dugdale 条

带屈服模型（a）和我们提出的条带硬化模型（b）得到的结果。尽管对于标称点

0 1 40a y  可能已经不在塑性区域 A 内，但是作为很好的近似模型，我们仍然画

出了这种参数情况下的条带硬化模型的结果。从图中可以看出，条带硬化模型得

到的结果与实验吻合的非常好。图 2.15 给出了在标称距离 0 1 8a y  的时候的不

同硬化参数下的裂纹尖端张开位移和标称应变之间的关系，作为对比，图中也画

出了条带屈服模型的结果（橙色）。由于实验是不同材料的结果，因此通过将不

同硬化参数下的理论结果和实验结果进行对比，我们看到，条带硬化模型基本和

实验相符。所以条带硬化模型能够为实验和工程应用提供很好的理论依据。 

 

图 2.15 不同硬化参数下裂纹尖端张开位移和标称应变之间的关系，其中×号代表实验

结果[54]，黑实线和黑虚线代表实验结果的上下界[53]。 

2.3 本章小结 

本章考虑了材料的应变硬化对裂纹尖端附近应力场和裂纹尖端张开位移的

影响，给出了双折线硬化本构模型下的裂纹尖端张开位移计算方法。首先通过合

理的分析简化，将复杂的非线性应力应变本构关系简化为方便分析计算的简单形

式，提出了硬化函数用来描述裂纹尖端塑性区域材料的平均硬化程度。 

其次，提出了裂纹条带硬化模型，在等效裂纹硬化区域，假设应力分布与材

料的屈服应力，极限应力和硬化函数有关，通过计算确定了条带硬化区域的大小。

另外，条带硬化模型给出的条带硬化区的大小和裂纹尖端张开位移不仅与外加载

荷之间有关系，而且和相应材料的硬化参数有关系。当外加载荷比较小的时候

（ 0.5 Y ），条带硬化模型和条带屈服模型得到的结果相差很小；但是在外加载

荷比较大的时候（ 0.5 Y ），条带硬化模型得到的硬化区的尺寸比条带屈服模型
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得到的屈服区域要小很多。而且发现，硬化参数（ tan
E E 和 u Y

  ）越大，对应

的条带硬化区域越小。原因是因为对于较大的硬化参数，裂纹前端塑性硬化过程

会消耗更多的能量，然而外加载荷比较小的时候，裂纹前端塑性变形消耗的能量

很小，可以忽略。 

最后，我们提出的条带硬化模型解释了之前学者根据大量实验提出的 COD

设计曲线的应用范围为屈服应力和极限应力比值( Y u
  )不能超过 75～80％的

原因。根据条带硬化模型，可以方便预测哪些材料在 COD 设计曲线下不再适用。

我们还给出了裂纹尖端张开位移与标称应变之间的关系。同样的，我们发现具有

不同硬化参数的材料裂纹尖端张开位移也不相同。在不同的标称距离下，条带硬

化模型基本落在了实验带里面。在较大外加载荷下，采用 Dugdale 条带屈服模型

得到的理论结果和实验结果相差甚远；但是采用条带硬化模型，通过在不同的硬

化参数下和实验对比，条带硬化模型能够很好地吻合实验。 



兰州大学博士学位论文  第三章 电场对压电材料裂纹扩展的影响 

38 

第三章 电场对压电材料裂纹扩展的影响 

压电材料作为一种特殊的智能材料，被广泛应用传感器、转化器和制动器等

现代科学技术中。一方面，由于压电材料具有压电效应，所以其本构方程具有力

-电耦合效应；另一方面，由于电饱和现象的出现，使得电位移不可能随着外加

电场无限变大，所以其本构方程具有非线性效应。在这种情况下，当压电材料内

部出现裂纹时，压电材料的断裂问题变得更加复杂，吸引了很多学者从理论

[60-62, 64-66, 188-198]和实验[69, 82-85, 199-208]两个方面去研究这个课题。 

本章从理论方面研究了外加电场对压电材料裂纹扩展的影响。在Gao等人[6]

将经典 Dugdale 模型推广到压电断裂提出了电位移饱和模型的基础上，我们考虑

了裂纹尖端应力屈服和电位移饱和双重非线性效应。根据理想电位移饱和模型和

理想弹塑性模型，假设裂纹尖端存在双条带区，即不仅存在着电极化饱和区，而

且存在条带应力屈服区。我们根据这种条带应力屈服-条带电位移饱和模型，提

出了新的压电材料断裂判据准则，即裂纹尖端机械张开位移准则（MCOD），从

而成功解释了造成目前最常见两类实验现象的原因。 

3.1 压电材料断裂在实验和理论方面的研究现状 

关于用未知函数表示弹性场和电场称为压电材料问题的一般解，是解决很多

压电边值问题的基础[7]，一些基本的公式和结论参见附录 B。我们这里从实验和

理论两个方面简单介绍压电材料断裂问题的研究现状。 

3.1.1 电场对断裂韧性的影响实验结果 

实验上观测压电材料中断裂问题，有云纹干涉方法，数字散斑相关方法和偏

正光显微镜方法。但是对于电场对断裂韧性的影响，目前实验方面主要有两种截

然不同的结果[7]，即（1）正电场降低断裂韧性，而负电场增加断裂韧性；（2）

正负电场都是降低压电材料的断裂韧性。虽然还有另外一种实验结果，即正电场

阻碍裂纹扩展，而负电场促进裂纹的扩展，但是这种实验结果目前只有一篇文献

报道，因此，下面简单介绍前面常见的两种实验结果。 
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图 3.1 紧紧凑试件拉伸实验的实验装置（a）和试件示意图（b）[69]。 

 

图 3.2 紧凑拉伸实验下裂纹断裂临界载荷和外加电场之间的关系图[69]。 

 

图 3.3 （a）三点弯实验对混合型边缘裂纹的加载实验装置和加载试件示意图；（b）不同位

置的边缘裂纹的实验结果[69] 

Tobin 和 Pak 采用维氏压痕实验研究了电场作用下 PZT-8 的断裂行为，结果

发现正电场降低断裂韧性，负电场增加断裂韧性[82]。Park 和 Sun[69]实验上采

用 PZT-4 紧凑拉伸试件观测到了相同的实验结果。实验装置和压电试件的示意图

如图 3.1 所示。实验中通过拉伸机进行力的加载，通过试件两端的电极进行加载

电场，电场的正负可以通过直流电源控制。如图 3.2 所示，可以看到通过给试件
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施加正电场，明显会降低试件的临界断裂载荷，而负电场会增加裂纹临界载荷，

从而说明正电场促进裂纹扩展，而负电场会阻碍裂纹扩展。此外，他们采用三点

弯加载方式对混合型的不同位置的边缘裂纹进行了实验（如图 3.3（a）所示）。

结果发现，对于不同位置的边缘裂纹，正电场都是促进裂纹扩展，而负电场起到

相反的作用。如图 3.4 所示，Soh 等人[83]对含有中心裂纹的 PZT-5H 试件进行了

拉伸实验，在不同的裂纹长度下，都得到了和 Park 与 Sun 相同的实验结果。 

 

图 3.4 Soh 等人[83]采用的实验装置示意图（a）和中心裂纹的实验结果（b）。 

Fu 和 Zhang[84]对电场影响裂纹扩展给出了第二类不同的实验结果。他们采

用了紧凑拉伸试验方法和维氏压痕实验，分别给出了不同外加电场作用下裂纹的

扩展情况。如图 3.5 所示，不管是紧凑拉伸（CT）还是维氏压痕（IF）实验，都

得到了相同的实验结果，即正负电场都是促进裂纹扩展，而且负电场的影响大于

正电场。王毅等人[85]采用单边缺口试件对 PZT-5 陶瓷材料进行了实验，结果得

到了和 Fu 和 Zhang 一致的实验结果（如图 3.6 所示），但是他们的实验结果显示，

正负电场对断裂韧性的影响基本是对称的。 

 

图 3.5 紧凑拉伸（a）和维氏压痕实验（b）下电场对裂纹断裂韧性的影响[84]。 
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图 3.6 PZT-5 实验裂纹断裂韧性随着外加电场的变化图[85]。 

2.3.2 几种压电材料断裂准则 

如同传统的材料断裂一样，研究和确定压电材料断裂准则成为压电材料断裂

的中心问题之一。随着压电材料断裂的发展，传统材料的断裂准则也被推广到压

电材料裂纹问题中。但是由于压电材料的力-电耦合效应，适用传统材料的断裂

准则不一定能在压电材料中适用。因此，研究学者针对压电材料的特性，提出了

一系列的断裂准则。下面，我们简要介绍一下常见的压电断裂准则。 

（1） 应力强度因子准则 

压电材料在裂纹尖端的应力场和电场都存在着奇异性，即以 1 2r 形式分布。

因此，有了裂纹尖端应力场的分布之后，根据应力强度因子的定义，可以得到压

电材料的应力强度因子为 

22IK a   ， 21IIK a   ， 23IIIK a    (3.1.1) 

根据上面的公式看以看到，应力强度因子只和外加力载荷有关，与外加电场没有

关系，因此，这和前面的任何一种实验都是矛盾的。因此，应力强度因子不能作

为压电材料的断裂准则。 

（2） 总能量释放率和机械能释放率 

 

图 3.7 总能量释放率和机械能释放率作为判定准则预测的结果和实验对比[69]。 
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能量释放率是指裂纹扩展单位长度时能量释放量。对于压电材料，人们提出

了几种基于能量的判定准则，如总能量释放率、机械能释放率[69]和基于 PS 模

型提出的局部能量释放率（或者局部 J 积分）准则[6]。压电材料总的能量释放的

定义为[188] 

1 ,1 1( )t ij j i i iG J hn n u D E n d


      (3.1.2) 

其中代表积分路径， in 是积分区域边界的方向向量（向外）分量，h 为电焓密

度。但是根据Park和Sun的研究结果[69]，如果根据总能量释放率作为判定准则，

那么得到的结果是无论是正电场还是负电场，都是阻碍裂纹扩展，如图 3.7（a）

所示，显然这不能解释他们的实验结果。为了解释他们的实验结果，他们提出了

机械能释放率准则。他们认为压电材料的断裂是一个机械过程，因此，应该去掉

上面总能量里面的电学能量，只需要考虑其中的机械部分能量，即 

 3
00

limm i iG u r dr



 


    (3.1.3) 

根据机械能释放率准则，他们计算得到了电场和临界载荷之间的关系，如图 3.7

（b）所示，理论预测结果和实验结果吻合得很好。因此，机械能释放率可以作

为压电断裂准则，能够解释其中一种实验现象。 

（3） 局部 J 积分准则或局部能量释放率准则 

1997 年，Gao 等人[6]将传统 Dugdale 经典模型（见 2.1.3 节）推广到压电材

料的断裂问题中，提出了电极化饱和模型（PS），即认为压电材料是一种机械脆

性和电塑性的材料。他们认为，裂纹尖端存在着电极化饱和区，当电场达到一定

程度后，电位移存在饱和现象，不可能随着电场无限增大（如图 3.8 所示），这

有点类似力学上的理想弹塑性模型。Gao 等人认为，压电陶瓷一般都是脆性材料，

所以力学上可以当做脆性材料来处理。 

类似经典的 Dugdale 模型一样，PS 模型属于非线性压电断裂理论，其优点

就是考虑了电位移饱和性，将电位移在裂纹尖端达到饱和的区域与非饱和区域分

开，将裂纹前端电位移饱和区域简化为没有厚度的条带。在条带饱和区域，电位

移和电场之间的关系不在满足线性规律，而是根据理想电位移饱和模型假设条带

饱和区域的电位移等于饱和电位移值；而在非饱和区域，电位移和电场仍旧满足

线性规律。从而将本构非线性转化为裂纹尖端条带内饱和电位移的分布问题，这

样就解决了直接根据线性本构得出的裂纹尖端电位移存在奇异性这个问题。根据

绪论中的介绍，电位移饱和模型的物理机理是材料存在着微小的电畴，当外加电

场很大时，电畴方向基本指向相同，产生的电位移不可能无限变大。Gao 等人的

PS 模型之后，经过 Fan 等人[209, 210]的推广，成功将其应用在磁弹性材料中。 
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图 3.8 压电材料电位移饱和模型示意图[6] 

 

图 3.9 （a）电极化饱和模型；（b）整体 J 积分和局部 J 示意图[6] 

如图 3.9 所示，Gao 等人根据电极化饱和模型，得到了裂纹尖端塑性区的大

小表达式，同时得到了裂纹尖端附近的应力应变场和电场分布。最后他们计算了

两种 J 积分，其中一种积分路径包含整个电极化饱和区，称为整体（global）J 积

分；另外一种积分路径穿过电极化饱和区，称为局部（local） J 积分。通过和

Park 和 Sun 等人的实验进行对比发现，如同整体能量释放率一样，整体 J 积分不

能作为断裂准则。而局部 J 积分预测得到的临界断裂载荷和电场之间的关系为： 

2 2 2 4 2f f0 e E eE     (3.1.4) 

这个理论结果与 Park 和 Sun 的实验结果定性一致。 

（4） 修正的的应力强度因子准则和能量密度准则 

根据 Gao 等人的工作，Wang[70]将条带电极化饱和模型进一步推广到一般

各向异性压电材料，重新得到了裂纹尖端附近应力应变场和电场分布。根据其计

算得到的结果，Wang 进一步计算了裂纹尖端的应力强度因子。如果以基于条带

电极化饱和模型得到的应力强度因子作为断裂判据，发现预测的结果与 Park 和

Sun 的等式结果一致。因此，基于条带电极化饱和模型得到的应力强度因子可以

作为一种压电断裂准则。同时，Ru[86]采用 PS 模型和 Fang 等人[87]采用介电椭

圆模型退化为裂纹方法，也都各自提出了等效应力强度因子准则，得到的结果和
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Wang 一致。 

Shen 和 Nishioka[88]，Soh 等人[89]以及 Zuo 和 Sih[90]将能量密度因子准则

推广到压电断裂问题中。他们研究了电场对压电材料裂纹扩展的影响，结果发现，

在一定电场范围内，正电场促进裂纹扩展；而负电场阻碍裂纹扩展。而且对于给

定的外加电场，裂纹内介质介电常数越大，对应的临界断裂载荷越大。 

（5） COD 准则 

Fang 等人采用介电椭圆模型，然后将模型退化为裂纹情形，如图 3.10（a）

所示，他们采用 Rice 对裂纹张开位移的定义，计算了裂纹张开位移 COD， 并

根据裂纹张开位移作为断裂准则，预测了电场对压电材料裂纹扩展的影响。如图

3.10（b）所示，理论预测结果能够很好的符合实验结果。 

 

图 3.10 （a）裂纹张开位移定义示意图；各种压电断裂准则预测电场对断裂韧性的影响和实

验结果对比[87]。 

3.2 压电材料断裂准则——裂纹尖端机械张开位移 

综合对比和分析上一节介绍的各种压电材料断裂准则，我们可以看到，大多

数压电断裂准则都是建立在线弹性本构模型基础上：例如机械能释放率准则、修

正的应力强度因子准则以及 COD 准则等，其计算结果表明电位移在裂纹尖端都

会存在奇异性。因此，这些线性结果只能适用于裂纹尖端电位移饱和区域很小的

情形。最值得注意的是 Gao 等人提出的和 Dugdale 模型对应的 PS 模型，该模型

考虑了裂纹尖端会出现一定范围的电位移饱和区，消除了裂纹尖端电位移奇异性，

从而在电学上实现了压电材料裂纹的非线性处理。 

尽管压电陶瓷是脆性材料，但是当裂纹接近临界扩展时或者裂纹扩展一小部

分后，会释放大量的热能，Zhang 等人实验发现裂纹扩展时在裂纹扩展面上甚至

观测到了材料融化现象[211]，因此裂纹尖端材料的属性也会发生变化，裂纹尖端

区域在力学上不能再认为是脆性的。再考虑到试验中各种可能的原因，裂纹尖端

应力塑性区范围可能较大，甚至可能超过电位移饱和区。另外，Gao 等人提出的

PS 模型只解释了目前一种实验现象，而目前至少在实验上观测到了两种实验现
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象。综合以上原因，PS 模型结果中应力在裂纹尖端还是存在奇异性可能在某些

情况下就不再适用。因此，不仅需要考虑电学上的非线性问题，而且需要考虑力

学上的非线性效应，也就是需要综合考虑应力屈服和电位移饱和效应。 

这里，我们综合考虑应力屈服和电位移饱和两种非线性效应，假设裂纹尖端

不仅存在条带电位移饱和区，而且存在条带应力屈服区。根据这种力-电双条带

模型，提出了新的压电材料断裂准则，根据我们提出的裂纹尖端机械张开位移断

裂准则，可以同时解释目前常见的两种实验现象，并结合新模型，对造成两种以

上实验现象的原因进行了分析。 

3.2.1 应力条带屈服-电极化条带饱和模型 

 

图 3.11 理想弹塑性模型（a）和理想电位移饱和模型（b）以及条带应力屈服-条带电位移饱

和模型示意图 

假设一个长度为 2a的裂纹在一无限大的二维压电材料中，我们可以建立如

图 3.11（c）所示的笛卡尔坐标系(x, y)，裂纹表面沿着 x 轴。在无穷远处，压电

材料受到沿着极化方向的外加应力 和电场 E 的作用。这里，我们假设材料质

点只能沿着 y 方向移动，即 

0xu  ， ( , )yu u x y ，  (3.2.1) 

因此，应力、电位移和电场可以通过解析函数重新写成如下的形式， 

( ) ( )

( ) ( )

( )

yy yx

y x

y x

i MU z e z

D iD eU z z

E iE z

 



    

    

  

，  (3.2.2) 

和 Gao 等人的条带电位移饱和模型不同，这里我们裂纹前端存在着双条带区：

即条带电极化饱和区和条带应力屈服区，根据理想弹塑性本构模型（图 3.11a）
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和理想弹塑性本构模型（图 3.11b），假设在力屈服区（ ma x c  ），应力分布等

于材料的屈服应力 s ；在条带电极化饱和区（ ea x c  ），电位移大小等于材料

的饱和电位移 sD 。类似的模型也被 Loboda 等人[212]采用并计算了各向异性压电

裂纹应力应变和电场的分布，Fan 等人[213]也采用类似的模型分析压磁材料中的

断裂问题。这里，为了方便分析计算，我们采用 Gao 等人给出的简化的本构方

程（见附录 B），好处是可以方便求出解析解，而且能够定性给出压电断裂的基

本性质。 

根据上面的分析，在裂纹尖端存在两种条带区，根据应力屈服区（ ma x c  ）

和电极化饱和区（ ea x c  ）的大小将问题分成两种情况进行考虑，即 m ea c c 

和 e ma c c  。 

Case-I： 电极化饱和区大于力屈服区（ m ea c c  ） 

为了解决这个问题，我们假设问题对应的解析函数有下面的形式， 

31 2
4 5 6

2 2 2 2 2 2
( ) ( , ) ( , )m e

m e

b zb z b z
U z b g z  c b g z  c b

z a z c z c
      

  
， (3.2.3) 

31 2
4 5 6

2 2 2 2 2 2
( ) ( , ) ( , )m e

m e

c zc z c z
z c g z  c c g z  c c

z a z c z c
      

  
  (3.2.4) 

其中 ib 和 ic 是待定系数，可以根据边界条件求出来。 (  )g z, t 函数为 

2 2

2 2 2 2

2
(  ) arccot arccos

a z t z a
g z, t

z t a tz t

    
           

，  (3.2.5) 

在无穷远处对应的应力和电场的边界条件为 

yy yxi    ， y xE iE E  ，  (3.2.6) 

然后将公式(3.2.3)和(3.2.4)代入公式(3.2.2)，并考虑到无穷远处的边界条件可以得

到 

1 2 3 6 1 2 3 6( ) ( )M b b b b e c c c c         ，  (3.2.7) 

1 2 3 6c c c c E     ，  (3.2.8) 

一般来说，裂纹上的电学边界条件很复杂，一般认为存在四种边界条件[213]，

即（1）电不可穿透边界条件[62, 64]，此时认为裂纹表面上方向电位移为 0；（2）

电可穿透边界条件[60]，认为裂纹上下表面的法向电位移相等；（3）电半可穿透

边界条件[214]，认为裂纹表面法向电位移介于上面两种情况之间；（4）将裂纹

内的介质（如空气或其他夹杂介质）和压电材料之间的边界满足高斯边界条件进

行精确处理[215]。这里，我们采用的边界条件是在原始裂纹表面应力和电位移

为 0（电不可穿透边界条件），即 
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6 6 0Mb ec  ，  (3.2.9) 

6 6 0eb c  ，  (3.2.10) 

根据初始裂纹尖端( x a )应力和电位移没有奇异性，可以得到 

1 1 0Mb ec  ，  (3.2.11) 

1 1 0eb c  ，  (3.2.12) 

在条带应力屈服区 ma x c  ，应力分布等于屈服应力( s )；在条带电极化饱和

区 ea x c  ，电位移等于饱和电位移，即 

   4 5 4 5 sM b b e c c     ，  (3.2.13) 

   4 5 4 5 se b b c c D    ，  (3.2.14) 

在电极化饱和区非力屈服区 m ec x c  ，机械位移是连续的，而电位移等于 sD ，

可以得到 

    3 0b  ，  (3.2.15) 

5 0b  ，  (3.2.16) 

4 4 0eb c  ，  (3.2.17) 

5 5 seb c D  ，  (3.2.18) 

进一步，根据电位移在 mx c 和 ex c 处没有奇异性，我们可以得到 

2 4 2 4

2 2
b arccos arccos 0

m m

a a
M b e c c

c c 

   
        

   
，  (3.2.19) 

2 4 2 4

2 2
b arccos arccos 0

m m

a a
e b c c

c c


 

   
        

   
，  (3.2.20) 

3 5 3 5

2 2
b arccos arccos 0

e e

a a
M b e c c

c c 

   
        

   
，  (3.2.21) 

3 5 3 5

2 2
b arccos arccos 0

e e

a a
e b c c

c c


 

   
        

   
，  (3.2.22) 

从方程(3.2.7)到方程(3.2.22)，有 16 个方程，然而只有 14 个未知数，实际上

上面的 16 个方程不是独立的，方程(3.2.17)，(3.2.18)和方程(3.2.14)是等价的方程，

方程(3.2.15)，(3.2.16)使得(3.2.21)，(3.2.22)中只有一个独立方程，因此，最后是

14 个未知数，有 14 个独立方程，可以通过求解这些方程得到系数， 

1 2 3 4 5 62
0   0   0  0s seDeE

b , b , b , b , b , b
M M e




 


     


，  (3.2.23) 

1 2 3 4 5 62
0      0s s seD DeE De e

c , c , c , c , c , c
M M e



    
  


       


， (3.2.24) 
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sec  sec
2 2

e m

s s

D D
c a , c a

D D

  

 



   
    

   
，  (3.2.25) 

其中 D

 和 sD
为 

    D D
e




    ，  (3.2.26) 

     (3.2.27) 

需要注意的是上面这个解是在电极化饱和区大于力屈服区（ m ea c c  ）的条件

下得到的，因此有 

    
s

sD D





 ，  (3.2.28) 

 

图 3.12 两种裂纹张开位移，裂纹张开位移和裂纹尖端张开位移（COD[87]和 CTOD）的定

义示意图。 

如图 3.12 所示，和 Rice 定义的裂纹张开位移不同，这里我们关注的是基于条带

模型计算得到的裂纹尖端张开位移。另一方面和传统材料断裂力学不同，对于压

电材料来说，根据条带模型，有两个等效裂纹，那么就对应着有两种裂纹尖端张

开位移，其中对应的应力屈服区得到的张开位移称为裂纹尖端机械张开位移

（MCTOD），通过计算可以得到 

  

 

2

2

4
ln sec

2

s s
m

s s

M e eEeDa

M e M eD

  


  

 
   
  

     

，  (3.2.29) 

另一个张开位移可以根据电极化饱和区计算得出，我们称为裂纹尖端电张开位移

（ECTOD）， 

  

 

2

2

4
ln sec

2

4
       ln sec

2

s s
e

s s

s

s

M e eEeDa e

M e M eD

D Da

D

  


   



 

 



   
  

     

  
   

  

，  (3.2.30) 

如果外加电场比较小的时候，上面的方程可以简化为 
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22

2
2

22

s

s s

e

s s s

e M e D eE

eD M e E ea

M D eD

 

  


 

 

 

  
 
        



 (3.2.31) 

Case-II：力屈服区大于电极化饱和区（ e ma c c  ） 

采用和上面 case-I 类似的分析过程，我们可以求得当应力屈服区大于电极化

饱和区时的解。与上面的方程(3.2.15)-(3.2.18)不同的是，在应力屈服区非电极化

饱和区 e mc x c  ，应力的分布是一个常数，等于屈服应力，即 

2 0c  ，  (3.2.32) 

4 0c  ，  (3.2.33) 

5 5 0Mb ec  ，  (3.2.34) 

4 4 sMb ec   . (3.2.35) 

其他边界条件和 case-I 的方程相同，通过求解这些方程，我们可以得到这种情况

下的待定系数为 

1 2 3 4 5 62
0  b  b , b  b  0s s sMD ee e

b , , E , , b
M M M M M e

 







     


， (3.2.36) 

1 2 3 4 5 62
0  c 0  c , c 0  c  0s sMD e

c , , E , , c
M e







       


，  (3.2.37) 

 2

sec  sec
2 2

e m

s s s

M e E
c a , c a

MD e

  

 

 
   
    

    

，  (3.2.38) 

上面的解是在力屈服区大于电极化饱和区这个条件下得到的，因此，需要加上下

面的约束条件， 

s

sD D





  (3.2.39) 

将上面的系数重新代回方程，可以计算得到裂纹尖端机械张开位移（MCTOD）

为 

   (3.2.40) 

当外加应力和电场相对于屈服应力 s 和饱和电位移 sD 比较小的时候，此时上面

的机械张开位移可以简化为 

     
 2 22

2
m

s s s

M e Ea

M MD e




 


 
  
 
 

 (3.2.41) 

很显然，这种情况得到的裂纹尖端机械张开位移和 case-I 不同。此时对应的裂纹
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尖端电张开位移（ECTOD）为 

 2

2

4
ln sec

2

s s
e

s s

M e EMD ea

M e MD e

 


  


  
   

     

 (3.2.42) 

3.2.2 压电材料裂纹尖端机械张开位移断裂准则 

由上一节的介绍可以看到，对于实验方面，目前存在三种不同的实验结果。

目前大多数理论只能解释其中一种实验现象，不能给出造成两种以上实验现象的

原因。另一方面，对于压电材料断裂问题，关于裂纹张开位移方面的研究还是很

少有文献报导。目前能够查到的只有 Fang 等人[87]根据 Rice 的定义提出的裂纹

张开位移，并以此为基础提出了压电断裂 COD 判据。但是他们的理论只能解释

正电场促进裂纹扩展，而负电场阻碍裂纹扩展，并不能给出出现其他实验现象的

原因。上面，我们根据条带应力屈服-电极化饱和模型计算得到了裂纹尖端机械

张开位移（MCTOD）和电张开位移（ECTOD）。下面，我么讨论一下根据此模

型计算得到两种裂纹尖端张开位移作为压电断裂判据的可能性。 

首先看 case-I，此时电极化饱和区大于力屈服区。假如采用电张开位移

（ECTOD）作为压电断裂判据，即 

e cr  ，  (3.2.43) 

很明显，这种判据得到的预测结果不能解释任何实验现象。但是假设采用裂纹尖

端机械张开位移作为压电断裂判据，即 

m cr  ，  (3.2.44) 

其中 cr 是压电材料裂纹扩展对应的临界值。根据上面的断裂判据和 case-I 得到

的 MCTOD 公式(3.2.29)，可以得到理论预测电场对临界载荷的影响为 

f f0 eE    ，  (3.2.45) 

其中 f0 为没有外加电场时对应的外加临界载荷。上面的理论结果表明，正电场

降低压电材料临界载荷，而负电场增加临界载荷。这个结果和 Gao 等人[6]得到

的理论结果进行比较，我们发现根据 MCTOD 判据得到的结果和他们根据局部能

量释放率得到的结果一致。和上一节介绍的实验进行对比，我们可以看到这个结

果可以解释 Park 和 Sun[69], Fang 等人[87], Liu 等人[202]的实验结果。另外，在

电极化饱和区大于力屈服区这种情况下，实际上根据应力屈服-电极化饱和双条

带模型得到的裂纹尖端机械张开位移（MCTOD）和 Fang 等人[87]计算得到的

COD 结果是相同的。因此，我们认为，在这类实验里面，实际上是电极化饱和

区大于力屈服区造成的实验现象。实验中，裂纹尖端电畴翻转较少，单位体积内

造成的能量损耗较小，因此，需要较大范围的电极化饱和区来阻碍裂纹的继续扩

展。 
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然后我们再来分析 case-II 的情况。很显然，如果根据 ECTOD（公式(3.2.42)）

作为断裂判据得到的理论结果和外加载荷没有关系，因此，这种情况 ECTOD 也

不能作为断裂判据。如果采用 MCTOD 作为断裂准则，那么可以得到理论预测得

到结果为 

 2

2 2s

f f0

s s

M e
E

MD e

 
 





 


，  (3.2.46) 

根据上面的公式，我们很容易发现，不管是正电场还是负电场，都是降低压电材

料临界断裂载荷。换句话说，正负电场都是促进压电材料裂纹扩展。这可以解释

上一节介绍的第二类实验现象，即 Fu 和 Fang 等人用 PZT-841 材料做的实验[84]

和王毅等人采用 PZT-5 铁电材料做的实验[85]。因此，我们认为，在这类实验里

面会造成和别的实验不同的原因是因为实验里面压电材料裂纹尖端力屈服区大

于电极化饱和区造成的。Fu 等人[216]也发现电断裂韧性要比机械断裂韧性大狠

多。原因是由于在这类实验里面，裂纹尖端的电畴翻转很明显，单位体积内造成

的能量损耗很多，从而导致电断裂韧性很大。由于电断裂韧性很大，因此对应的

电极化饱和区比较小，这正好和我们的这种情况一致。 

 

表 3.1 两种情形下根据裂纹尖端机械张开位移作为压电断裂准则总结表 

最后，我们可以看到，不管是哪种情形，裂纹尖端电张开位移都不能作为断

裂准则，不能解释任何一种实验现象。而根据应力屈服-电极化饱和双条带模型

得到的裂纹尖端张开位移是可以作为压电材料断裂准则的，而且 MCTOD 准则的

优势是可以解释两种实验现象。我们可以根据本节的理论结果来分析造成这两种

不同的实验现象的原因。为了方便查看和分析，我们将两种情形下的理论结果汇

总到表 3.1 中。 

3.3 压电材料反平面断裂问题 

Pak[64]研究了含有中心裂纹的压电材料反平面问题，他采用半逆解法，假



兰州大学博士学位论文  第三章 电场对压电材料裂纹扩展的影响 

52 

设复势函数为 

   

   

1 2
2 2

1 2
2 2

U z A z a

z B z a

 

  
 (3.3.1) 

根据上面的复势函数，最后可以得出裂纹尖端应力和电场分布存在着相同的奇异

性，即 1 2r 。而根据上一节的理论分析，我们知道，裂纹尖端电位移存在着饱和

条带区。因此，在本节，我们假设这种力学反平面问题的裂纹尖端同样存在电极

化饱和条带区，即力学 III 型反平面问题的条带电极化饱和模型，然后给出了裂

纹尖端应力应变场和电场的分布，确定了电极化饱和区的大小，通过与仿照 Irwin

松弛方法修正的电位移塑性区进行比较，发现两者相差比较小。 

3.3.1 压电材料力学反平面条带电极化饱和模型 

对于一6mm晶体材料，考虑一个无限大压电材料板含有长为 2a的中心裂纹。

实际工程应用中，压电材料不仅会受到拉应力作用，而且可能受到剪力作用。如

图 2.28 所示，在无穷远处，压电材料受到剪切力和电位移 D （或电场E ）

共同作用。为了方便分析，建立笛卡尔直角坐标系，其中 y 轴为压电材料的极化

方向。这是一个电学平面-力学反平面剪切 III型裂纹问题。这里我们采用电位移

条带饱和模型求解这个问题。如图 2.29 所示，假设裂纹扩展后的长度为2c，饱

和电位移大小为 sD 。在裂纹扩展区采用机械位移连续性边界条件。 

 

图 2.28 力学 III 型裂纹反平面压电断裂问题示意图 
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图 2.29 条带电极化饱和模型 

采用位移连续性条件进行求解时，边界条件为： 

（i） zy  ， yE E ， z 时 (3.3.2) 

（ii） 0zy  ， 0yD  ， x a ， 0y  时 (3.3.3) 

（iii） 0z zu u   ， y sD D ，a x c  ， 0y  时 (3.3.4) 

基于半逆解法，类比 Gao 等人[6]的假设，这里我们假设 ( )U z 和 ( )z 形式为： 

1 2
3 4

2 2 2 2

1 2
3 4

2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

b z b z
U z b g z b

z a z c

c z c z
z c g z c

z a z c

    
 

    
 

 (3.3.5) 

其中 

2 2

2 2 2 2

2
( ) [ cot( ) arccos( )]

a z c z a
g z arc

z c a cz c


 

 
 (3.3.6) 

结合边界条件(3.3.2)-(3.3.4)，可以得到如下的线性代数方程组： 

44 1 2 4 15 1 2 4( ) ( )c b b b e c c c       ，  (3.3.7) 

1 2 4c c c E    ，  (3.3.8) 

44 4 15 4 0c b e c  ，  (3.3.9) 

15 4 11 4 0e b c  ， (3.3.10) 

2 0b  ，  (3.3.11) 

3 0b  ，  (3.3.12) 

15 1 11 1 0e b c  ，  (3.3.13) 

15 3 11 3 se b c D  ，  (3.3.14) 
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15 2 11 2

2
arccos( )sD a

e b c
c




  ，  (3.3.15) 

其中最后一个方程表示电位移在 x c 处没有奇异性。通过求解上面这些代数方

程组，可以得到： 

15
1

44

e E
b

c

 
 ， 2 0b  ， 3 0b  ， 4 0b  ，  (3.3.16) 

15 15
1

44 11

( )e e E
c

c




 

 ，
2

15 44 11 15
2

44 11

( )e c E e
c

c

 


  

  ， 3

11

sD
c


  ， 4 0c   (3.3.17) 

从而就可以得到裂纹尖端电位移场、电场和应力场的表达式。结果可以看出，电

位移在 x c 处没有奇异性，但是电场与应力在 x c 处都存在着奇异性，这是采

用位移连续性边界条件出现的结果，这种现象在 Gao 等人[6]分析平面问题的结

果中同样存在。但是这种处理方式是基于陶瓷为脆性材料的假设，已经应用与分

析在平面 I 型裂纹问题，并且与实验吻合得比较好。 

进一步，可以求得电极化饱和区的大小为： 

2

15 44 11 15

44

( )
sec[ ] sec( )

2 2
s

s s

e c E e D
r c a a a a a

c D D

     
 

       (3.3.18) 

假设 

( ) cU z A z z ， ( ) cz B z z   (3.3.19) 

其中 cz 为裂纹尖端的位置，A 和 B 是实常数。根据 Gao 等人[6]的计算结果，能

量释放率（ J 积分）可以表达成 

2 2

44 15 11( 2 )
4

J c A e AB B


    (3.3.20) 

根据上面的计算得到的结果，在裂纹尖端附近有 

15

44

2
e E

A a
c

 
 ，

15 15

44 11

( )
2

e e E
B a

c




 

  (3.3.21) 

将 A 和 B 代入方程(3.3.20)，则局部能量释放率为： 

2
215

15

44 44 11

(1 )( )
2

c

ea
J e E

c c





     (3.3.22) 

整体能量释放率为： 
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  (3.3.23) 

3.3.2 电位移松弛模型求解电极化饱和区 

对于这个问题，Pak[64]根据线弹性本构方程给出的裂纹尖端电位移的表达

式为： 

y

1

a
D D

2r
 ，  (3.3.24) 

其中 1r 为裂纹尖端附近任意一点到裂纹尖端的距离。类比 Irwin 的应力松弛模型

[217]，现在我们采用电位移松弛模型来估计电极化饱和区的大小，如图 2.30 所

示。 

 

图 2.30 电位移松弛模型 

通过证明可知，电位移松弛后的塑性区的大小为： 

Irwin y 0R r b 2r    (3.3.25) 

根据 y sD D 可以确定 0r 的大小为： 

2

Irwin 0 2

s

D
R 2r a

D

   (3.3.26) 

将采用条带模型得到的结果与采用电位移松弛模型（类比 Irwin 应力松弛模

型）得到的结果进行比较，即 

2

8
0.81Irwin

s

R

r 
   (3.3.27) 
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通过对比发现，两种方法的结果相差约 19%。考虑到它们是从完全不同的角度得

到的结果，在小范围屈服条件下，能达到这样的接近，应该是令人满意的！ 

由此可以看到，在小范围屈服条件下，由 Dugdale 模型推广出来的电极化饱

和模型同样是相当有效的，至少在小范围屈服条件下，为人们提供了一种估计裂

纹尖端电极化饱和区大小的方法。在理想电极化饱和模型下，采用条带电极化饱

和模型计算的裂纹尖端塑性区的大小只与在无穷远处的电位移大小有直接关系，

即当无穷远处的电位移确定后，电极化饱和区的大小也就随之确定，而与无穷远

处受到的力和电场的加载没有直接关系。 

按照平面模型得到的结论，整体能量释放率和总能量释放率并不能预测电场

对临界载荷的影响。对于这种反平面的问题，哪种能量释放率作为判定标准合适，

需要进一步的实验与分析。 

3.4 本章小结 

本章我们重点研究了电场对压电材料裂纹临界扩展的影响。根据非线性的理

想弹塑性模型和理想电极化饱和模型，从而假设裂纹尖端不仅存在电极化饱和条

带区，而且还存在着应力屈服区。进一步根据这种双条带模型，我们计算得到了

裂纹尖端机械张开位移和电张开位移的表达式，结果发现裂纹尖端电张开位移不

能作为裂纹扩展准则，而机械张开位移可以作为压电材料裂纹是否扩展的判定准

则。根据机械张开位移准则，我们可以看到造成两种实验现象的原因是因为裂纹

尖端力屈服区和电极化饱和条带区的大小不同造成的： 

（i）当电极化饱和区小于力屈服区时，裂纹尖端发生机械塑性变形造成的能量

损耗很大，裂纹尖端电畴翻转较少，因此，需要较大范围的电极化饱和区来阻碍

裂纹的继续扩展，实验上对应着正电场促进裂纹扩展，而负电场阻碍裂纹扩展； 

（ii）力屈服区小于电极化饱和区时，裂纹尖端存在很明显的电畴翻时，裂纹扩

展单位长度造成的能量损耗很大，结果电断裂韧性很大，从而导致电极化饱和区

比较小，实验上或观察到正负电场都促进裂纹扩展。 

最后我们分析了压电材料力学反平面 III 型裂纹问题，采用电位移条带饱和

模型，给出了裂纹尖端力-电场的分布和电极化饱和区的大小。另外，我们采用

类似 Irwin 应力松弛修正方法也得到了电极化饱和区的大小。通过对比两种方法

得到的结果，我们发现尽管是从不同角度进行分析和计算的，两种方式得到的结

果比较接近，因此当裂纹尖端电极化饱和区比较小时，两种方法都是很有效的求

解电极化饱和区的途径。 
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第四章 场相关临界态模型下超导薄带电磁响应及力学变形 

随着高温超导体的发现和应用，精确计算超导体在外加电流和磁场下的电磁

响应变得越来越重要。临界态模型是分析求解实用超导体电磁性质的有力工具。

由于 Bean 模型简单，方便计算，所以几十年来，有很多基于 Bean 模型超导薄膜

方面的理论研究[98, 100-103, 218-220]。然而，很多实验表明，尤其是在外加磁

场比较高的时候，实际超导体的临界电流密度强烈依赖于局部磁场[24, 25]。因

此采用 Bean 模型只能定性地解释一些实验现象，并不能精确解释可观测的物理

量，例如磁滞回线和交流磁化系数等[220, 221]。因此，想要得到更加精确的结

果，需要采用场相关的临界态模型来分析和计算。另外，超导体（如热核反应装

置）一般处在复杂的环境下（强磁场和大电流），由于很强的洛伦兹力作用，超

导体会发生力学变形甚至破坏。因此，精确计算超导体在磁场和电流作用下的力

学行为对于超导体的实际应用非常重要。 

本章采用场相关临界态模型，当超导薄带处在外加电流、外加磁场、以及外

加磁场和电流共同作用三种情形下时，推导出了计算磁场和电流分布的积分方程

组，该方法好处是适用于任意的场相关临界态模型。进一步根据 Kim 模型，计

算分析了超导薄带在外加磁场上升阶段和下降阶段的磁弹性行为。 

4.1 实用 II 类超导体基本问题 

4.1.1 平行磁场和垂直磁场下超导薄带问题 

对于无限长的超导薄板，如图 4.1（a）所示，如果外加磁场平行于超导薄板

时，由于磁场沿着 y 方向不会变化，因此磁场的分布很方便求解，根据 Maxwell

方程，磁场的分布可以通过求解下面的方程得到 

 
 0 c

dB x
J x

dx
   (4.1.1) 

其中 0 是真空磁导率， cJ 是超导临界电流密度。如图所示，随着外加磁场的增

加，磁场会沿着厚度方向穿透整个超导薄板，然后随着磁场的进一步增加，超导

薄板内部的磁场整体增加。 

但是对于外加磁场垂直于超导薄膜时，由于这种情况下超导薄膜具有很强的

退磁效应，求解这个问题不再像平行磁场那么简单。另外，根据下面方程可以看

出 

 ˆ ˆB B    B B B  (4.1.2) 
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其中B  B 表示磁场的大小， ˆ BB B 表示磁场的方向。上面的方程说明了磁场

的变化等于大小和方向的变化。对于平行场来说，由于各处磁场方向都是沿着 y

轴，所以磁场的变化只有沿着 x 方向大小的变化，如方程(4.1.1)所示。但是对于

超导薄带垂直于磁场情形，其不仅有大小的变化，而且有方向的变化。如图 4.1

所示，由于退磁效应，对比平行磁场和垂直磁场下电流密度和磁场分布结果，可

以看到超导薄板在平行磁场和垂直磁场下的磁场分布形式完全不同。Norris 首先

通过保交变换方法得到了外加电流下的超导薄膜的磁场和电流密度分布结果

[218]。随后 Brandt 等人给出了垂直外加磁场下的超导薄板的电流和磁场分布公

式[98]。在超导薄膜两边穿透深度不能减小的情况下，通过巧妙的叠加原理，

Brandt 和 Indenbom[101]进一步给出了电流和磁场同时增加的情况下的磁场和电

流密度的分布结果。 

 

图 4.1 （a）平行磁场下超导薄板磁场电流分布，（b）垂直磁场下超导薄膜磁力线，磁场和

电流分布图（部分图片节选自 Brandt） 

Brandt 和 Indenbom[101]分析对比了平行磁场和垂直磁场下的各物理量变化

规律： 

（a） 在开始穿透阶段，磁通穿透深度和外加电流或者垂直磁场成二次方关系，

但是和平行磁场成线性关系； 

（b） 在小穿透范围内，超导薄带的交流损耗和垂直磁场或者外加电流成四次方

关系，但是和平行磁场成三次方关系； 

（c） 在磁场穿透前沿处，在垂直磁场下的磁场分布曲线垂直向上，斜率为无限
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大，但是平行磁场下的磁场分布曲线的斜率为有限值； 

（d） 当磁通穿透部分超导薄带时，垂直磁场情形下，超导薄带外部穿透区域为

临界电流，中间未穿透区域同样有非临界电流流过，但是对于平行磁场时，

在中间完全抗磁区域没有任何电流流过； 

（e） 垂直磁场情形下的超导薄带电流分布是连续的，并在穿透深度处分布曲线

是垂直的，斜率无限大，但是平行磁场的电流分布有跳跃，是分段函数形

式； 

（f） 只要外加电流或者垂直磁场减小时，磁通冻结区域不再是临界电流，而平

行磁场下磁通冻结区域仍为临界电流分布； 

从上面的对比分析中，我们看到，平行磁场下和垂直磁场下的超导薄带的物理规

律完全不同。 

4.1.2 超导体场相关临界态模型 

我们知道一般常规导体都满足欧姆定律，因此欧姆定律描述了具体常规导体

电流密度和电场之间的关系，它们之间的系数（电导率）依据具体导体而不同，

所以欧模定律相当于常规导体的本构方程。超导体作为一种特殊的导体，由于零

电阻效应，不能再用欧姆定律来描述超导体。对于适用 II 类超导体，临界态模

型从宏观唯象层面上描述了超导内部钉扎中心对涡旋的钉扎强度，因此临界态模

型相当于超导材料的电磁本构方程。所以，临界态模型对于超导体的作用相当于

欧姆定律对于常规导体的作用。原则上来说，根据 Maxwell 方程和临界态模型，

就可以求解任何超导电磁响应问题。目前的临界态模型主要有以下几种： 

0c cJ J （Bean 模型） (4.1.3) 

 
0

0 0

c

c

J B B

J B B



（Kim 模型） (4.1.4) 

   0 0expc cJ B J B B  （指数模型） (4.1.5) 

其中 Bean 模型给出了一个最基本形式的本构形式，Bean 模型指出磁场穿透区域

内的临界电流是一个常数，与当地磁场没有关系。但是 Kim 模型和指数模型指

出磁场穿透区域内的临界电流不是一个常数，而是会受到当地磁场的抑制，因此

后面的两种模型又称为场相关临界态模型。尽管临界态模型形式简单，但却表明

实用 II 类超导体的非线性本构关系（参见绪论），例如一个倾斜磁场不可能通过

分解为水平磁场和垂直磁场再将结果叠加来求解问题。 

另一方面，很多实验表明场相关临界态模型（如 Kim 模型和指数模型）比

Bean 模型能更加准确描述实际超导体的物理性质[222]。而由于临界电流和当地

磁场是相关的，所以采用场相关临界态模型在计算上要比 Bean 模型复杂很多。

但是由于场相关临界态模型的精确性优点，吸引了不少学者去研究，但是目前大
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多数的研究都是集中在平行磁场下，此时由于没有退磁效应，所以相对来说比较

方便求解。而对于垂直磁场下场相关临界态模型的解主要存在两个难点，一是垂

直磁场下超导薄带或者薄盘具有很强的退磁效应，如上面提到的，磁场不仅有大

小的变化，而且磁场方向也会发生变化；二是由于临界电流与当地磁场有关，不

再是一个常数，因此而目前采用场相关临界态模型求解在垂直外加磁场下的电流

和磁场分布还不多见，只有 McDonald 和 Clem 采用权函数方法给出了超导薄膜

在垂直磁场下电流密度和磁场的分布，并且发现磁滞回线的峰值恰好出现在外加

磁场下降到零时候[145]。随后 Shantsev 等[146]通过实验证明了这个现象，反过

来也说明场相关临界态模型的准确性。在 McDonald 和 Clem 的基础上，Shantsev

等人得到了超导圆盘在垂直磁场下的电流和磁场分布[147]，并计算了磁化曲线

和交流磁化系数等磁性行为[148, 149]。但是这些研究仅仅给出了超导带材或薄

盘在垂直磁场下的电流与磁场分布问题，并没有研究超导带材在外加电流、外加

电流和外加磁场同时加载两类情况下的电流和磁场分布问题。因此，很有必要根

据场相关临界态模型对超导薄带在垂直磁场、外加电流、外加磁场和电流同时存

在三种情形下作进一步的分析和研究。 

4.2 场相关临界态模型下超导薄带的解 

上面我们提到，McDonald 和 Clem 采用权函数方法给出了在垂直外加磁场

下超导薄膜的电流密度和磁场的分布，并计算了磁化曲线。但是他们仅考虑了超

导薄带在外加磁场下这一种情况。这一节，我们通过复变函数方法（附录 C），

考虑了超导薄带在垂直磁场、外加电流、磁场和电流同时加载三种情况下的问题，

推导出了求解超导薄带在这三种情况下的电流密度和磁场的分布一系列耦合的

积分方程组。此方法好处是适用于任意的场相关临界态模型，只要将临界电流表

达式代入积分方程进行数值求解，就可以得到电流和磁场分布的精确解。需要说

明的是对于外加磁场情形，我们采用保角变化得到了和 McDonald 和 Clem 相同

的结果[145]。但是这里我们对于一些特殊的外加磁场、外加电流情形，根据积

分中值定理给出了显式表达式，通过和数值求解积分方程组进行对比，验证了这

些特殊情况下求解电流和磁场分布的近似公式的有效性，从而在这些特殊情况下

给出了避免求解复杂的积分方程组的方法。 

如图 4.2 所示，一无限长的超导薄板的厚度为 d ，宽度为2w，这里我们假

设超导薄板的厚度远小于宽度，即d w 。建立如图所示直角坐标系，外加电流

aI 沿着 z 方向，外加磁场 aB 垂直于超导薄带。为了计算方便，这里将电流密度

沿着超导厚度进行积分定义为面电流，即    
2

2
,

d

d
J y j x y dx


  。下面我们分别给

出三种情形下的磁场和电流的分布结果。 
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图 4.2 超导薄带在垂直外加磁场和外加电流下的示意图 

4.2.1 垂直磁场下的超导薄带 

首先考虑超导薄板处零场冷却后，只有外加磁场的情况，此时假设外加磁场

从 0 增加到 aB ，根据临界态模型，磁通首先从边界开始穿透超导薄板，外部区

域 a y w  内是超导临界电流   cJ y J ；但是超导内部区域 x a 仍旧是完全

抗磁状态，即没有任何磁通。这个问题 McDonald 和 Clem[145]已经根据权函数

方法得到了磁场和电场的分布，实际上根据保角变换方法，很容易得到和

McDonald 和 Clem 相同的结果，即 
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其中标度场 fB 定义为 

0 0c
f

J d
B




 ，  (4.2.4) 

0 和 0cJ 分别是真空磁导率和零场下的临界电流密度。从上面的方程可以看到，

对于任意形式的场相关临界态模型，都可以将临界电流与磁场的关系代入上面的

积分方程进行求解。将 Bean 模型（ constantcJ  ）代入上面的方程，通过积分，

可以得到和 Brandt 等人[101]相同的结果。但是对于一般形式的场相关临界态模

型来说，上面的积分方程组是耦合的，很难得到显式结果，所以需要通过数值求

解上面的方程得到磁场和电流的分布。关于如何采用数值方法求解这些耦合的积

分方程组，以及相关数值方法的准确性的验证等问题，参见附录 C。Kim 模型在
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高外加磁场下可以很好地与实验吻合，而且实验上采用 Kim 模型可以很好地吻

合 YBCO 超导薄膜的交流损耗结果[222]。因此本章我们统一选用 Kim 模型计算

计算求解，计算参数为 0 5fB B  ，结果如图 4.3 所示。 

  
 

0

0 0

c z

c z

J B x B

J B B x



，  (4.2.5) 

其中 0B 是一个与材料有关的常数，用来描述临界电流与磁场相关的程度。 

从图 4.3 可以看到，磁场分布形式和 Bean 模型得到的结果很像，都是在超

导薄带两端有奇异性，只是数值大小不同，在相同的外加磁场下，两种模型计算

得到的穿透深度不同。而且不同于 Bean 模型，在磁场穿透区域，由于临界电流

密度和磁场有关，因此不再是常数分布形式，而是随着磁场的磁场在超导边界变

大而减小，因此，Kim 模型得到的穿透深度比 Bean 模型得到的结果要大。由于

外加磁场下，超导薄带两侧的电流分布形式是反对称的，因此，为了保证电流的

连续性，在中心线 0y  上的电流大小肯定为 0，这样就造成磁通不可能完全穿透

整个超导薄带，这与外加电流情形完全不同（见下文）。外加磁场比较小的时候，

磁场的穿透深度随着外加磁场增加很快，但是随着穿透深度的增加，穿透深度随

着外加磁场增加的速度越来越慢。 

 

图 4.3 超导薄板在外加磁场上升情形下的电流和磁场分布，采用 Kim 模型计算，参数为

0 5fB B   
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图 4.4 Bean 模型和不同参数下的 Kim 模型磁场穿透深度随着外加磁场的变化，其中插

图表示黑框放大后的图 

图 4.4 所示为 Bean 模型和 Kim 模型下的磁场穿透深度和外加磁场之间的关

系，其中 Kim 模型给出了两种参数下的结果。从图中明显可以看出，Kim 模型

的穿透深度要比 Bean 要大，而且随着材料参数 0 fB B 的变小，同样外加磁场下

的穿透深度大一些。不管是哪种模型，当外加磁场比较大的时候，磁场穿透深度

随着外加磁场明显越来越慢，从插图可以看出，不管外加磁场有多大，磁场不可

能完全穿透整个超导带，磁场只能是无限接近中心线。 

下面我们重点分析两种特殊情形，即弱外加磁场和强外加场情形，在若外加

磁场下，我们可以得到显式的解析结果，然后讨论强磁场下的一些有意思的结果。 

（i）弱外加场情形（ a fB B ）  当外加磁场比较小的时候，磁场的穿透深度

相对于薄带宽度很小，即a w 。利用积分中值定理，我们可以将方程(4.2.1)写

成 

      1 ,  BeanJ y J y B y N y a   ，  (4.2.6) 

其中  BeanJ y 是根据 Bean 模型计算得到的超导薄带在垂直外加磁场下电流分布

公式[98, 101]。对于磁场，可以将方程(4.2.2)简化为 

      1 ,  a<BeanB y B y B y N y w   ，  (4.2.7) 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

arctanh ,  a< ,

arctanh ,      .

Bean

w y a
y w

y w a
B y

y w a
y w

w y a

  
  

    
 

  
 

   

  (4.2.8) 

经过代数运算，我们可以得到穿透深度的近似表达式为 
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22

1 2a fw a w B B B y N   ，  (4.2.9) 

对于弱磁场情形， Kim 模型的结果与 Bean 模型结果之间存在一个简单的关系，

Kim 模型下的磁场和电流分布可以通过 Bean 模型的结果除以一个因子得到，比

例因子为   1 B y N 。Kim 模型下的穿透深度要在 Bean 模型结果的基础上增

加   
2

1 B y N 倍。对于某一个外加磁场和材料常数 N ，我们可以通过和精确

解进行对比来选择一个合适的参数，  0.64y w w a    。然后将其代入(4.2.8)和

(4.2.7)并令 y y 可以求得    arctanh 0.6 0.69BeanB y   和  B y
，那么比例因

子为 

     1 2
1 1 1 2.76 2B y N N    ，  (4.2.10) 

很明显，上面的比例因子会随着 N 趋近于 1，即   1 1B y N  。这说

明弱磁场下 N 时电流和磁场的分布和 Bean 模型得到的结果是相同的。对于

指数临界态模型，这个比例因子为   exp B y N 。因此，这个近似方法的好

处是在弱磁场下可以避免求解上面繁琐的积分方程，直接可以通过 Bean 模型的

显式结果得到 Kim 模型的结果，图 4.5 和 4.6 给出了采用近似公式得到的电流分

布和求解积分方程得到的精确解的对比情况，可以看出除了穿透区域的磁场外，

近似的显式结果和精确解非常吻合。图 4.7 给出了不同材料参数下，磁场穿透深

度随着外加磁场的变化，可以发现近似的结果和精确解吻合的很好。在弱磁场下，

磁场的穿透深度和外加磁场成二次抛物线关系。 
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图 4.5 不同参数和弱外加磁场下采用近似公式得到的电流分布和求解积分方程得到的精确

解的对比图 

 

图 4.6不同参数和弱外加磁场下采用近似公式得到的磁场分布和求解积分方程得到的精确解

的对比图 

 

图 4.7 不同材料参数和弱外加磁场下的穿透深度随着外加磁场的变化，其中实线为求解积分

方程得到的精确解，虚线为近似公式的结果 

（ii）强磁场情形（ a fB B ） 现在我们来考虑强外加磁场的情形，尽管外加磁

场不可能完全穿透整个超导薄带，但是此时磁场已经非常接近中心线，即 0a  。
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根据强外加场下电流和磁场的分布特点，我们知道磁场的分布已经基本等于外加

磁场，即   aB y B ，那么我们发现如下的关系特点， 

 

 
a

a

B y B

B y B


 
，  (4.2.11) 

 

 

1

1

a

a

J y B N

J y B N




 
，  (4.2.12) 

其中  B y ，  B y  和  J y ，  J y 表示 Kim 模型下两个不同外加场 aB 和 aB下

磁场和电流分布公式。对于指数模型，通过分析，公式(4.2.12)的形式变成如下

形式 

      exp a aJ y J y B B N    (4.2.13) 

图 4.8 给出了不同高磁场下电流和磁场的分布关系，图中虚线和点划线是根

据上面关系方程(4.2.11)和(4.2.12)得到的结果，我们可以看到和精确解吻合的挺

好。在高磁场下的简单关系不仅可以用来分析磁场和电流的分布关系，实际上可

以进一步应用这个关系分析高磁场下的交流损耗和磁化性质。 

 

图 4.8 高磁场下电流密度和磁场的分布图，其中实线表示精确结果，虚线为近似解析关系得

到的结果 

当外加磁场从 0aB 减小到 aB （ 0a aB B ）时，根据临界态模型，磁通变化首

先从超导薄带外部 a y w   开始，外部的临界电流反向；但是内部区域

a y a  由于磁通被冻结，磁场不会变化。最中心的区域 x a 仍旧是完全抗磁

状态。此时的磁场和电流密度分布可以通过求解下面的积分方程得到 
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  ，  (4.2.16) 

同样采用数值方法求解上面的积分方程组，可以得到下降场情形下的电流和磁场

分布图。结果如图 4.9 所示，超导薄带零场冷却后，外加磁场首先增加到 3a fB B 

（黑线），然后降低磁场分别到 2，1，0。如图所示，在下降场阶段，磁场的分

布图很像海浪的样子，随着磁场的下降，磁场的尖峰逐步向中心移动，电流分布

曲线在下降场过程中变得非常复杂，外部区域的临界电流峰值正好对应着磁场分

布等于 0 的地方，而且随着磁场下降向中心移动。 

 

图 4.9 外加磁场从 3a fB B  下降到 2,1,0 时电流和磁场分布图，Kim 模型中的参数同样取

0 5fB B   
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当外加磁场下降到 0aB 时，磁场和电流的分布完全反向。如果进一步降低

磁场，则中心完全排磁进一步缩小，这个结果同将磁场直接从 0 反向增加到高于

0aB 的情形时是等价的。总结上升场和下降场的结果可以看到，整个超导薄带的

磁场和电流分布同外加磁场的增加路径有关系，举例来说，将磁场直接增加到

2a fB B  和将磁场先增加到 3 然后下降到 2 是完全不同的，因此会存在磁滞回

线和交流损耗。有一个非常有意思的现象是，对于 Kim 模型，磁化曲线的最高

值正好出现在磁场下降到 0 的时候，而 Bean 理论结果不是这样，这个 Kim 模型

的理论结果已经得到 Shantsev 等人的实验证实[146]，由此也说明，Kim 模型要

比 Bean 模型准确很多，更能和实际材料相吻合。 

4.2.2 外加电流下的超导薄带 

现在我们来考虑超导薄带只处在外加电流作用下，如何得到场临界态模型下

磁场和电流的分布公式。我们采用保角变换并消除 y a  处的临界电流和磁场的

奇异性（参见附录 B），可以得到在外加电流从 0 上升到 aI 阶段的积分方程组，

即 
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，  (4.2.18) 

然后整体外加电流可以通过积分得到，即 

 
0

2
w

aI J u du   (4.2.19) 

对于 Bean 模型，将 0c cJ J 代入到上面的方程，我们很容易得到 Norris 的结

果。然而，对于任意场相关临界态模型，一般只能通过数值方法得到上面积分方

程的解。不失一般性，我们同样采用 Kim 模型求解这个问题。图 4.6 给出了 Kim

模型下的外加电流从 0 开始增加到 0 0 3a cI I . ，0.6，0.75 和 0.85 时的电流密度

和磁场分布图。从图中可以看到电流分布成左右对称，磁场分布成左右反对称。

不同于 Bean 模型，由于外部区域 a y w  内的磁场越靠近边界磁场越大，所以

根据 Kim 模型得到的临界电流得到了很大的抑制。由于临界电流和当地磁场相

关，由于自场的存在，超导薄带的载流能力不可能达到 0cI 。最大载流能力与材

料参数 0 fB B 有关。从下一章我们可以看到，超导薄带的载流能力不仅与材料有
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关，而且还与薄膜的厚度和薄膜的几何形状有关系。 

 

图 4.10 根据 Kim 模型计算得到的外加电流增加情况下超导薄带磁场和电流密度的分布，

Kim 模型的参数为 0 5fB B   

类似外加磁场情形，下面我们考虑外加电流时的两种特殊情形，即 

（i）弱穿透情形（小电流 0a cI I ） 如果外加电流比较小时，使得磁场穿透深

度远小于薄带宽度，即a w ，此时根据积分中值定理，我们可以将方程(4.2.17)

写成如下的形式，即 

      1 ,BeanJ y J y B y N y a    (4.2.20) 

其中     fB y B y B  ， 0 fN B B ，a y w  ，  BeanJ y 是根据 Bean 模型得

到的电流分布形式（见 Brandt 等人结果[101]）。另一方面，磁场可以根据方程

(4.2.18)重新写成如下的形式 

      1 ,  BeanB y B y B y N a y w    ，  (4.2.21) 

 

1 2
2 2

2 2

1 2
2 2

2 2

y
arctanh ,  a< ,

y

y
arctanh ,       .
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，  (4.2.22) 

然后我们得到磁场穿透深度为 

      
2

2

0 1 2a cw a w I I B y N   ，  (4.2.23) 
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其中 0 02c cI J wd 。对于这种弱穿透情形，采用 Kim 模型计算得到的磁场和电流

密度分布比根据 Bean 模型得到的结果要小，比例因子为   1 B y N 。然而穿

透深度比 Bean 模型要增加   
2

1 B y N 倍。在某一个材料参数下经过尝试，

我们可以选用一个合适的值  0.53y w w a    来吻合求解积分方程得到的精确

解。然后通过方程(4.2.22)可以求得    arctanh 0.686 0.84BeanB y   ，  B y
可以

通过方程(4.2.21)得到。因此，比例因子可以写成 

     1 2
1 1 1 3.36 2B y N N    ，  (4.2.24) 

从上面的比例因子可以明显看到，当 N 时，   1 1B y N  。由此

说明当 N 可以退化为 Bean 模型的结果。图 4.11 和 4.12 分别给出了小电流

下通过上面的近似公式和求解积分方程得到的电流和磁场精确解进行对比图。尽

管是在一个参数下确定的 y，通过图我们可以看到，在不同的材料参数下和不

同的电流下，近似解和精确解吻合的很好。 

图 4.13说明了Bean模型和不同参数的Kim模型下的磁场穿透深度随着外加

电流的变化。同外加磁场情形类似，在弱外加电流下，穿透深度和外加电流成二

次方关系。上面的近似关系式根据 Kim 模型得到的，对于指数模型，比例因子

的形式为   exp B y N 。 

 

图 4.11 小电流下根据近似公式和求解积分方程（精确解）得到的电流密度分布进行对比 
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图 4.12 小电流下根据近似公式和求解积分方程（精确解）得到的磁场进行对比 

 

图 4.13 不同材料参数下采用近似公式（虚线）和求解积分方程得到的精确（实线）磁场穿

透深度随着外加电流的变化 

（ii）完全穿透情形（ maxaI I ） 当外加电流增加到足够大时，以至于磁场基本

完全穿透超导薄带，即 0a  。此时的磁场分布可以通过一个方程确定，即 

 
 

  
2 20
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J B udu
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 ，  (4.2.25) 

那么超导薄带能够承载的最大外加电流为 
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0

2
w

a cI J B u du  ，  (4.2.26) 

图 4.14 给出了不同模型下的理论最大载流与材料参数 0 fB B 之间的关系，从图

中可以看出，不同于 Bean 模型，场相关临界态模型下的临界电流不能达到

0 02c cI J wd 。从图中可以看出，超导薄带的最大载流能力随着材料参数 0 fB B 增

加而增加，而且相同材料参数下的指数模型得到的临界电流要比 Kim 小一点。

对于完全穿透情形下的电流分布图，请参见下一章关于不同几何形状的超导薄带

下的临界电流问题的分析。 

 

图 4.14 不同模型（Bean 模型，Kim 模型和指数模型）下计算得到的最大载流能力随着材料

参数变化图 

下面我们来考虑外加电流从初始值 0aI 减小到较小的值 aI 后的磁场和电流密

度分布问题。如果 0a aI I ，根据临界态模型，中心区域 0y a 仍旧保持完全排

磁状态，磁通被冻结在区域 0a y a  ，此区域的磁场不会随着外加电流减小而

变化，但是外部区域 a y w  的临界电流密度会改变方向，磁场在此区域会变

化。根据这些条件，在 y a 区域的电流和磁通可以分成两部分（计算中分为两

部分）：其中一部分是由于 a y w  内的临界电流引起的；另一部分是由

0a y a  区域内的冻结磁通引起的。实际上，电流引起的磁场和冻结磁通引起

的磁场服从广义的毕奥-萨伐尔定律。然后根据附录计算方法，我们可以得到确

定磁场和电流分布的积分方程组，即 



兰州大学博士学位论文 第四章 场相关临界态模型下超导薄带电磁响应及力学变形 

73 

 

  

 

 
 

 

0

2 2 2 2

2 2

0
2 2 2 2

2
 

2

                                                                  

w c

a

a

c
a

f

c

uJ B u
du

u a u y
a y , y a,

J y B uu
J du

Ba u u y

J B , a y w,









  
  
   
    

   
  

    

  




 (4.2.27) 

 
 

  

 
 

0

2 2 2 2
0

2 2

2 2 2 2

 a<
2

w c

f
a

c

a

a

J B uudu
B

Ju a y uy
B y y a , y w

y u
B u du

a u y u





 
 

  
    

 
  
 





 (4.2.28) 

 
0

2
w

aI J u du


  ，  (4.2.29) 

图 4.15 给出了电流从 00.85 cI 减小到不同值（0.5，0，-0.5，-0.85）后的磁场

和电流分布图。从图中可以看出，随着电流下降到-0.85，磁场穿透深度 a逐步减

小到 0a ，当外加电流等于-0.85 后，磁场和电流分布都完全反向，和电流直接反

向增加到-0.85 结果相同。磁场在超导薄带左右两边存在奇异性，但是随着离边

界越来越远，可以看到，自场的大小很快减小到 0；但对于外加磁场情况，磁场

在远离超导薄带的地方等于外加磁场。 

 

图 4.15 外加电流从 00 85 c. I 下降到0 5. , 0 , 0 5. , 直到 00 85 c. I 下的电流密度和磁场分布图

（Kim 模型，参数为 0 5fB B  ） 

4.2.3 外加磁场和电流同时加载下超导薄带 

实际中，一般超导体不会处在单一外加场下。对于外加磁场和外加电流同时
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作用于超导薄带，Brandt 等人已经采用巧妙的叠加方法得到了 Bean 模型下的结

果。在这一部分，我们将给出如何基于场相关临界态模型（Kim 模型）计算外加

电流和外加磁场同时作用于超导薄带时的磁场和电流的分布。对于外加电流和外

加磁场同时作用，超导薄带内的电流和磁场分布非常复杂，即使两者都单调增加，

问题都不会像单一场情形下那么简单。这里，我们只考虑一种相对简单的情形，

即随着磁场和外加电流的增加的过程中，超导薄带左右两端的穿透深度不能减小。

实际上，根据我们附录的计算方法，其他复杂情况也可以求出来，只是计算过程

会非常繁琐，因此我们这里只考虑这种相对简单一些的情形。 

这里我们首先考虑一种特殊数学情形，只有一边（如右边， a y w  ）存

在临界电流  cJ B ，另一边 w y a    的临界电流为 0。中间区域 y a 内的保

持完全的排磁状态。根据附录中的复变函数方法，我们可以得到这种特殊情形下

的解为 
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图 4.16 根据方程(4.2.30)和(4.2.31)计算得到的电流  0J y 和磁场  0B y 分布图，计算参数为

0 5fB B  ，外加磁场和外加电流 ( a fB B , 0a cI I )分别为(0.3 , 0.261), (0.65 , 0.386 ), (1, 0.402 ), 

( 2 , 0.357 )。插图给出了 Bean 模型和 Kim 模型下的满足这种特殊情形的 aI 和 aB 的关系图。 

外加磁场可以通过方程(4.2.30)在极限 y 下得到，而外加电流可以通过对电

流电流密度进行积分得到，即 
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图 4.16 给出了通过求解上面积分方程组得到不同电流和磁场的分布。图中的曲

线分别对应着外加磁场和外加电流( a fB B , 0a cI I )分别为( 0.3 , 0.261 ), ( 0.65 , 

0.386 ), (1, 0.402 ), ( 2 , 0.357 )时的结果。插图说明当 aB 超过0.94 fB 后， aI 不再

随着增加，而是会减小，这个与 Bean 模型的单调递增现象完全不同。 

需要指出的是上面的方程并不能描述任何实际物理情况，因为根据临界态模

型，任何磁场穿透区域，电流都应该达到临界值，但是左边区域 y a  的电流

  0J y  。幸运的是，我们可以通过上面的方程得到真实情况下外加电流和外加

磁场同时存在下的场的分布。 

当外加电流和外加磁场同时存在时，电流和磁场的分布不再是单一场下的对

称分布形式，而是会打破对称性分布。左边区域 1w a 的大小和右边的 2w a 大

小不同，中间区域 1 2a y a   还是保持完全排磁状态。为了能够方便求解这个问

题，我们将超导薄带进行平移，使得中间区域 1 2a y a   的中点正好处在坐标原

点。此时，左边界在坐标系中的位置为  1 2 2Lw w a a    ，右边界的位置变成

了  1 2 2Rw w a a   ，中间区域  1 2 2y a a a   为完全抗磁区域。通过方程

(4.2.30)-(4.2.33)，我们可以得到求解真实外加电流和外加磁场作用下的磁场和电

流分布的积分方程组，即 
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图 4.17 根据方程(4.2.34)-(4.2.37)计算得到的‘类电流’和‘类磁场’情形下的电流分布图，计算

参数为 0 5fB B  ，图中对应的左右两侧的穿透深度(  1w a w ,  2w a w )分别为（0.05， 0.2），

（0.1，0.5），（0.15，0.8），（0.2, 1），（0.25, 1.5）。图中虚线表明不是对应着真实的物理情况。 

 

图 4.18 根据方程(4.2.34)-(4.2.37)计算得到的‘类电流’和‘类磁场’情形下的磁场分布图，计算

参数同图 4.17. 

 

图 4.19‘类电流态’和‘类磁场态’示意图 
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当 1g  时，左右两端的区域（ Lw y a   和 Ra y w   ）内的临界电流方

向相同，此时电流和磁场分布如图 4.17 和 4.18 的上图所示，从图中可以看出，

整体电流和磁场的分布和单加电流时有些类似，只是左右不再对称，所以我们称

这种情形为‘类电流’分布。如果 1g   ，左右两端的区域内临界电流方向相反，

此时的电流和磁场的分布形式如图 4.17 和 4.18 的下图所示，同样地，我们看到

分布形式和外加磁场情形相像，分布形式不再是对称性的，因此我们称这种情形

为‘类磁场’分布。 

在‘类电流’情形，随着外加电流和磁场的线性增加，左右两侧的穿透深度

单调递增；但是在‘类磁场’情形，随着外加电流和磁场的线性增加，左右两侧

的穿透深度并不会持续增加，例如图中虚线所示，当外加磁场和电流超过一定值

之后，左边的穿透深度会减小，然后再增加，因此，尽管从数学上得到了此时的

分布形式，但是它并不代表实际存在这种态，因为在电流和磁场增加过程中，出

现了违背临界态模型的阶段，此阶段的结果不对应实际存在这种物理现象。由此

也可以看出，外加电流和磁场同时存在时，尽管二者在单调线性增加，但是有些

阶段的结果并不对应实际物理现象，具体分析需要借助于 -a aI B 图。 

在‘类磁场’情形下，如图中黑线所示，外加磁场和电流线性增加，刚开始左

右两端的穿透深度会随着磁场和电流的增加而增加，但是达到一定的值（图中黑

线上的圆点）之后，左侧的穿透深度反而会减小，因此过了这个点之后并不对应

实际物理态。但是并不能说明虚线部分的态没办法达到，只是不能通过磁场和电

流都线性增加来实现，实际上可以通过其他的加载路径实验，只要能避免加载过

程中穿透深度的减小，实现的路径有无限多种可能。在‘类电流’区域，只要外加

磁场和电流成线性增加，并不会出现上面的非物理态情形。对比 Bean 模型的结

果[101]，我们发现最大的不同就是 Kim 模型得到的 1a const 曲线上有峰值出现，

而 Bean 模型没有。这表示过了这个峰值点之后，尽管外加电流在减小，但是磁

场的穿透深度却在持续增加，直到 2 1a a  。 

如图 4.19 所示，对于给定的外加电流和磁场，怎么才能确定对应的是‘类电

流’分布还是‘类磁场’分布呢？怎么能确定在外加电流和磁场线性增加过程中或

者其他加载路径下会不会出现非物理态呢？这些问题可以通过 -a aI B 图来解释说

明。图 4.20 给出了根据 Kim 模型计算得到的不同外加电流和磁场下的左侧和右

侧的穿透深度三维立体图。图中的蓝色线条和绿色线条给出了 1a const 和

2a const 对应的外加磁场和外加电流关系。如果我们将这些蓝色线条和绿色线

条画到一张图上，如图 4.21 所示，就得到了 -a aI B 平面内 1a const 和 2a const 交

错形成的网格图。图 4.21 中蓝色点划线表示左侧穿透深度为 0，对应于图 4.20

左图的山脊，这条曲线非常重要，因为它将整个平面分成了‘类电流’和‘类磁场’
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两种不同的分布情形。实际上，我们可以将图 4.21 经过对称和旋转得到二三四

象限的 1a const 和 2a const 图，这样就可以分析外加电流和磁场反向时的问题，

但这里我们只关注第一象限内的问题，即外加电流和磁场都是正的。 

 

图 4.20 Kim 模型下不同外加电流和磁场下的左侧穿透深度（左图）和右侧穿透深度（右图），

图中蓝色的和绿色的线条表示 1a const 和 2a const 对应的外加电流和磁场之间的关系。 

 

图 4.21 1a const （蓝线）和 2a const （绿线）构成的 -a aI B 图，计算参数为 0 5fB B  。蓝色点

划线表示 1a w 将整个平面分成‘类电流’和‘类磁场’类型。插图给出了 Kim 模型 -a aI B 图的包

络线和 Kim 模型的临界电流和磁场关系曲线 

另一个重要的问题就是图 4.21 中的包络线，这些包络线对应着 2 1a a  的结

果。表示磁场已经全部穿透整个超导薄带，因此包络线对应的电流就是不同外加

磁场下的临界电流。插图给出了临界电流在不同的外加磁场下的变化规律，除了
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磁场比较小的时候以外，临界电流和外加磁场的关系和直接根据 Kim 模型

 0 0 0cJ J B B B  曲线非常接近。 

4.3 基于场相关临界态模型超导薄带磁弹性问题 

上一节，我们分析了场相关临界态模型下超导薄带处于外加磁场，外加电流，

外加磁场和电流同时存在三种情况下的电流密度和磁场的分布。这些分析对于进

一步求解超导薄带的交流损耗和交流磁化性质非常重要。由于超导体在混合态会

受到很强的洛伦兹力作用，因此本节，我们将根据上一节得到的 Kim 模型的结

果，来分析超导薄带在垂直外加磁场下的力学变形等磁弹性问题。 

4.3.1 物理模型和基本方程 

如图 4.22 所示，超导薄带在 x y 平面内且沿着 y 方向无限大。假设一均匀

外加磁场 aB 垂直作用于超导薄带，根据上一节，我们可以计算得到超导薄带内

的电流和磁场的分布。涡旋受到的钉扎力和洛伦兹力相等，因此，超导薄带的体

力为 

 f J B，  (4.3.1) 

 

图 4.22 超导薄带在垂直外加磁场上升（a）时的受力示意图，（b）外加磁场下降时三种不同

的区域：完全排磁区，磁通冻结区和临界电流反向区 

根据弹性力学理论，系统的平衡方程为 

0
xyxx xz

xf
x y z

  
   

  
，  (4.3.2) 

0
xy yy yz

yf
x y z

    
   

  
，  (4.3.3) 

0
yzxz zz

zf
x y z

  
   

  
，  (4.3.4) 

其中 ij  ( ,  ,  ,  i j x y z )是应力分量， if  ( ,  ,  i x y z )是体力分量。对于这个无限

长的超导薄带，临界电流只有一个分量，即  yJ x ，因此沿着 x 方向的体力分量
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大小为 

     x y zf x J x B x ，  (4.3.5) 

沿着 y 和 z 方向超导薄带体力为 0，即 0y zf f  。由于超导薄带上下表面没有

应力，而且厚度很小，所以应力分量满足 

0xy xz yz zz        (4.3.6) 

因此，通过对方程(4.3.2)进行积分并考虑到边界条件   0xx w  ，我们可以得到 

   
w

xx x
x

x f x dx     (4.3.7) 

材料的本构方程为 

 
1

xx xx yy
E

    ，  (4.3.8) 

 
1

yy yy xx
E

    ，  (4.3.9) 

 
1

zz xx yy
E

     ，  (4.3.10) 

其中 ii ( ,  ,  i x y z )表示应变分量，E 是材料的杨氏模量， 是材料的泊松比。由

于薄带沿着 y 方向是无限长的，因此可以得到 0yy  。根据方程(4.3.9)我们可以

得到应力分量 xx 和 yy 存在下面的关系 

yy xx  ，  (4.3.11) 

将上面的关系代入(4.3.8)和(4.3.10)可以得到， 

21
xx xx

E


 


 ，  (4.3.12) 

 1
zz xx

E

 
 


   (4.3.13) 

进一步， x 方向的位移在 0x  为   0u x  。根据变形方程  xx u x x    ，从而

我们可以通过积分得到薄带沿着 x方向的位移 

   
0

x

xxu x x dx     (4.3.14) 

超导薄带的厚度的变化为 

   1
zz xx

d x

d E

 
 

 
    (4.3.15) 

根据上面这些方程，一旦知道超导薄带的磁场和电流的分布，我们就可以求出薄

带的体力、应力、应变、厚度变化、位移等。下面我们就选择具体一些参数进行

求解。这里，我们选择 Kim 模型和 Bean 模型，来比较两种模型下超导薄带的磁

弹性的结果。 
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4.3.2 超导薄带在垂直磁场下磁弹性结果讨论 

这一部分，我们分析外加磁场从 0 增加到不同值 0aB 的上升场过程中和磁场

从 0aB 下降到 0 下降场过程中的超导薄带的力学变形。最后我们给出超导薄带的

磁致伸缩回线。所有的计算都会采用两种模型（Bean 模型和 Kim 模型），并进行

对比。 

由于这个这个问题左右对称，所以我们只需要考虑右半边 0x  的超导薄带

的变形即可。在我们所有的具体计算中，我们选择材料的杨氏模量为
111.25 10E Pa  [139, 153, 223]，材料的泊松比为 0.3  。另外，对于 Kim 模型

里面的参数，我们选择 0 5fB B  [145]。 

 

图 4.23 根据 Bean 模型（a）和 Kim 模型（b）计算得到的超导薄带体力分布，磁场从 0 上

升到 0.5，1.0，2.0，3.0，4.0 

 

图 4.24 基于 Bean 模型（a）和 Kim 模型（b）计算得到的超导薄带应变分布，磁场从 0 上

升到 1.0，2.0，3.0，4.0 的结果 

超导薄带零场冷却后，图 4.23 给出了采用 Bean 和 Kim 两种模型计算得到的

磁场从 0 上升到 0.5，1.0，2.0，3.0，4.0 时超导薄带的体力分布。从图中可以看

出，对于中心区域，由于没有磁通，所以体力分布为 0。而且体力分布越靠近边

界越大，最后在边界处由于磁场存在奇异性，所以体力也存在奇异性，体力和磁

场的奇异性形式为  ln
x w

w x


 。通过对比，我们看到 Bean 模型和 Kim 模型下的
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体力分布形式比较像，然而两种模型下的体力数值大小和分布范围完全不同。

Bean 模型的体力比 Kim 要大，但 Kim 模型体力分布范围要比 Bean 模型要广。 

图 4.24 给出了两种模型下磁场从 0 上升到 1.0，2.0，3.0，4.0 的超导薄带应

变分布结果。从图中可以看出，尽管体力在边界处存在奇异性，但是应变在超导

薄带内部分布是有限值，这是因为  ln
x w

w x


 的积分是有限值，由于是自由边界

条件，所以应变在边界 x w 处等于 0，越靠近中心应变越大，最后的完全排磁

的中心区域内应变为常数。 

 

图 4.25 采用 Bean 模型（a）和 Kim 模型（b）计算得到的外加磁场从 0 上升到 1.0，2.0，3.0，

4.0 时超导薄带不同位置的位移大小分布 

 

图 4.26 Bean 模型（a）和 Kim 模型（b）下得到的外加磁场从 0 上升到 1.0，2.0，3.0，4.0

时超导薄带厚度的变化 

图 4.25 和图 4.26 分别给出了采用 Bean 模型（a）和 Kim 模型（b）计算得

到的外加磁场从 0 上升到 1.0，2.0，3.0，4.0 时超导薄带不同位置的位移大小和

相对厚度变化分布。从图中可以看到，位移在中心线上为 0，由于是压缩应变，

所以位移是负的。越靠近边界越大，最大值出现在边界 x w 。相对厚度的变化

和应变的分布很像，只是图形上下反过来而已。相对厚度变化最大的地方出现在

中心完全排磁区域。对于上升场阶段，我们看到整个超导薄带内部都是压缩应变，

而材料抗压性能比较好，所以上升场阶段一般不会出现材料破坏。 
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图 4.27给出了基于Bean模型和Kim模型得到的超导薄带在下降场时的体力

分布，图中画出了磁场从 4.0 逐步下降到 3.5，3.0，2.0，1.0，0。从图中可以看

到，同上升场情形一样，体力在边界存在奇异性。但是不同于上升场阶段，超导

薄带在下降场时的体力既有正的，也有负的。体力也会出现如同磁场分布类似的

尖峰，尖峰位置会随着磁场的下降向中心线移动，而且尖峰数值也会随之慢慢变

小。更重要的是对比 Bean 模型和 Kim 模型的结果，我们看以看出 Bean 模型给

出的正的体力数值要比 Kim 模型略大，但是 Kim 模型的正的体力分布范围明显

比 Bean 模型大，这是 Kim 模型一个重要特征。 

 

图 4.27 根据 Bean 模型（a）和 Kim 模型（b）计算得到的超导薄带体力分布，磁场从 4.0 逐

步下降到 3.5，3.0，2.0，1.0，0 

 

图 4.28 基于 Bean 模型（a）和 Kim 模型（b）计算得到的磁场从 4.0 逐步下降到 3.5，3.0，

2.0，1.0，0 时超导薄带应变分布 

如图 4.28 所示，两种模型下在下降场时的超导薄带应变分布变得更加复杂，

随着磁场下降，超导薄带外部区域的应变首先变成正的，正应变区域变得越来越

大，直到整个超导薄带内部全是正应变。在磁场下降过程中，正应变峰值位置随

着外加磁场的下降向中间移动。有意思的是正应变的数值在磁场开始下降阶段变

大，但是当磁场下降到一定数值后，应变数值又开始慢慢变小。对比 Bean 模型
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和 Kim 模型的结果，我们知道，在磁场从 4 fB 下降过程中，正应变峰值出现的时

候不同，对于 Bean 模型，最大值出现在 1.7a fB B 。但是对于 Kim 模型，最大

正应变出现在 1.9a fB B ，比 Bean 模型略大。这表明根据 Kim 模型计算得到超

导薄带最危险对应的磁场和 Bean 模型不同。而且 Kim 模型计算得到的正应变峰

值要比 Bean 模型大，上面我们也提到，这表明 Kim 模型计算得到的结果偏向于

安全。Ren 等人[154]利用 YBa2Cu3O7-δ (Y123)带材在磁场从不用数值上升到 14T

的实验中，他们在磁场下降过程中观测到了裂纹出现。同时，他们指出原因是由

于磁场下降过程中带材局部区域出现了很大的正应力或正应变导致。因此出现正

应变需要我们重点关注，如果应力大小超过了材料的应力极限，很容易导致超导

薄带的断裂或剥离。 

 

图 4.29 采用 Bean 模型（a）和 Kim 模型（b）计算得到的外加磁场从 4.0 逐步下降到 3.5，

3.0，2.0，1.0，0 时超导薄带不同位置的位移大小分布 

 

图 4.30 Bean 模型（a）和 Kim 模型（b）下得到的外加磁场从 4.0 逐步下降到 3.5，3.0，2.0，

1.0，0 时超导薄带厚度的变化 

图 4.29给出了Bean模型和Kim模型计算得到的超导薄带不同位置的位移大

小分布，图中给出了外加磁场从 4.0 逐步下降到 3.5，3.0，2.0，1.0，0 时的结果。
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可以看到，沿着 x 方向的位移在磁场下降过程中，首先会慢慢变成正的，然后当

磁场下降到一定数值后，位移又会变小。对于 Bean 模型，最大位移出现在磁场

从 4 fB 下降到1.8 fB 时候，但对于 Kim 模型，最大位移出现在4 fB 下降到2.2 fB 。

图 4.30 给出了下降场过程中的两种模型下超导薄带厚度的变化分布。同上升场

规律类似，在下降场时，超导薄带厚度的分布形式正好对应着反过来的应变分布。 

上面我们给出了 Bean 和 Kim 两种模型下的上升场和下降场情形下的超导薄

带的体力、应变、位移和厚度变化规律。最后，我们计算给出两种模型下的超导

薄带在一个周期的磁场变化时的磁致伸缩回线。一个周期的磁场指磁场从 0 开始

增加到某一个幅值 0aB ，然后下降到 0，再反向增加到 0aB 然后下降到 0，如此

循环下去。磁致伸缩量可以从方程(4.3.14)得到，即 

 
0

w

xx x dxw

w w

  

   (4.3.16) 

 

图 4.31 Bean 模型和 Kim 模型下随着一个周期内的外加磁场磁致伸缩回线，图中分别画出了

外加磁场幅值为 fB ，2 fB ，3 fB ，4 fB 下的结果 

图 4.31给出了基于Bean模型和Kim模型得到的四种不同磁场幅值下的磁致伸缩

回线规律。从图中可以看到 Bean 模型和 Kim 模型下的磁致伸缩回线很不一样。

通过和 Ikuta 等人[153]的实验进行对比，我们看到 Kim 模型的结果和低温下的实

验很吻合，而 Bean 模型的结果形状都不符合实验结果。对于 Bean 模型来说，当

磁场超过 fB 时，磁滞伸缩回线很大一部分可以用两条交叉于 0aB  的直线代替，

而 Kim 模型是两条曲线。另外，两种模型得到的具体数值也不一样。当磁场从

0 4a fB B 下降过程中，两种模型出现最大伸缩位移时候不同，对于 Bean 模型，

最大位移出现在 1.8a fB B ，而 Kim 模型在磁场下降到2.2 fB 时出现。对于超导

薄带来说，当外加磁场下降到 0 时，磁致伸缩也基本变成 0，这是由于我们考虑
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的超导薄带时无限长的情形，对于有限的超导薄带，由于电流形成封闭回路，所

以会出现剩余磁致伸缩变形。 

4.4 本章小结 

对于任意场相关临界态模型，本章考虑了超导薄带在外加磁场、外加电流、

外加磁场和电流同时存在三种情形下电流密度和磁场分布问题。采用复变函数方

法，通过推导得到了三种情形下确定超导薄带的电流和磁场分布的积分方程组。

由于场相关临界态模型的结果比 Bean 模型结果更复杂，所以在一些特殊情形下，

给出了近似的显式结果从而避免求解复杂的积分方程组。主要的结论如下： 

（i）对于小电流和小磁场情形，给出了场相关临界态模型下的显式结果，这

样就避免去求解那些繁琐的积分方程组。实际上在这种特殊情形下，场相关临界

态模型的结果和 Bean 模型存在一定的关系，Kim 模型的磁场和电流分布要在

Bean 模型得到结果的基础上除以一个比例因子   1 B y N ，而穿透深度要在

Bean 模型结果的基础上乘以因子   
2

1 B y N 。对于指数模型，这个比例因子

的形式为   exp B y N 。 

（ii） 对于近乎完全穿透情形，在高场下的磁场和电流分布存在一定的比例关

系，通过这些比例关系，我们可以用来分析高场下的交流损耗和交流磁化性质。 

（iii）在外加磁场和外加电流同时存在情形时，磁场和电流的分布都打破了对

称性。磁场和电流分布可以分为‘类磁场’和‘类电流’两种情形。在‘类磁场’情形时，

当外加磁场和电流线性增加超过一定数值时的数学解不再对应实际物理现象。因

此尽管外加电流和磁场是增加情况，只知道最后的外加磁场和电流是远远不够的，

需要知道整个加载路径才能确定最终状态。而且 Kim 模型时 -a aI B 平面内的

1a const 有峰值出现，不再是 Bean 模型下的单调递增情形。 1a const 和

2a const 的包络线对应着超导薄带在不同磁场下的临界电流，包络线和 Kim 模

型曲线基本重合。 

磁场和电流分布的精确计算是进一步分析超导薄带其他物理性质的基础，根

据本章的Kim模型的结果，进一步考虑了超导薄带在垂直磁场下的磁弹性行为，

包括体力、应变、厚度变化、位移和磁致伸缩回线。同时将 Bean 模型和 Kim 模

型得到的结果进行对比，在磁场下降过程中，Kim 得到的最大应变出现的位置和

磁场和 Bean 模型不同，Kim 模型得到的峰值也要比 Bean 模型大，因此，采用

Kim 模型计算会更安全。通过和实验对比，我们发现 Kim 得到的磁滞伸缩回线

能够和实验很好地吻合。
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第五章 横截面形状对超导带材临界电流的影响 

随着高温超导体在磁悬浮、核磁共振成像、强磁场约束系统（国际热核聚

变次约束系统）等领域的广泛应用，提高超导体的临界电流变得越来越重要。实

验上广泛地观测到超导带材的临界电流密度和厚度有密切的关系[224-234]，。随

着超导厚度的增加，其临界电流密度迅速降低。2010 年，Sanchez 等人[235]和

Hengstberger 等人[236]根据场相关临界态模型（Kim 模型）成功解释了临界电流

密度随着超导厚度衰减的现象。 

场相关临界态模型指出临界电流大小和当地的磁场相关，因此超导体内部

的临界电流密度分布与外加磁场和自场有关。尽管给定的外加磁场不变，但是超

导的自场不仅会随着厚度发生变化，而且会随着超导带材的横截面几何形状而变

化，受到 Sanchez 等人和 Hengstberger 等人结果的启发，本章我们将根据 Kim 模

型进一步研究不同外加磁场和不同横截面形状下超导带材内电流密度分布以及

临界电流密度随着横截面几何参数的变化规律。 

5.1 超导薄带厚度对临界外加电流的影响 

自从超导现象发现以来，超导体的临界温度和临界电流等性质一直是人们

关心的中心问题。一方面，超导体相对于传统的铜、铝导电材料具有零电阻和零

损耗等方面的优势驱使人们一直梦想能够实现室温超导现象；另一方面，随着强

磁场等大型设备实际的需要，研究如何提高超导材料的临界电流密度成为另一个

中心课题。涂层超导带材具有很强的载流能力，是构成目前超导线缆的主要部分。

但是，实验上却发现超导薄带的临界电流密度会随着超导薄带厚度的增加而减小

（如图 5.1a），而且这种现象在各种超导制备技术中普遍存在[224-234]。因此，

考虑实际加工和材料结构的稳定性等方面的原因，目前的超导带材厚度普遍在

1um 左右。对于这种现象，人们提出了很多解释，例如 YBCO 超导层和基底或

者过渡层直接存在磁通钉扎增强现象[237]，不同厚度的薄膜晶格间耦合不同

[238]，沿着厚度方向钉扎分布不均匀[239]等。如图 5.2（b）所示，Foltyn 等人

根据实验假设了一种临界电流密度和厚度之间的关系，并根据实验确定出最佳的

参数 rZ [240]。他们采用这种假设解释了临界电流密度随着厚度的变化趋势（图

5.2a）。 

由于临界电流密度随着厚度减小这种现象普遍存在于各种基底和各种超导

沉积技术中，因此 Sanchez 等人[235]和 Hengstberger 等人[236]认为是由于超导薄

带的自场造成了这种电流减小现象。如图 5.3 所示，超导的临界电流密度随着磁
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场大小而变化。实际上，根据场相关临界态模型（如 Kim 模型），计算得到的

临界电流密度（虚线）和直接通过临界电流和磁场的关系式（虚线）在磁场比较

大的时候基本吻合。但是在磁场小于 0.03T 的时候，由于自场对临界电流密度分

布的影响，计算得到的平均临界电流密度和直接根据均匀外加磁场代入到 Kim

型临界电流密度公式明显不同。 

 

图 5.1 自场和外加磁场 1aB T 和3T 时超导薄带临界电流密度随着厚度的变化规律[225] 

 

图 5.2 （a）实验和理论计算得到的临界电流密度随着厚度的变化规律；（b）理论计算根据

的临界电流密度随着厚度变化的模型[240] 

Sanchez 等人将厚度为 t 宽度为 w 的无限长的超导薄带的横截面离散成

N M 个无限长的超导单元，每个单元的尺寸为w N t M 。首先假设每个单元

内的初始临界电流密度为 0cJ ，然后可以根据毕奥萨伐尔定律计算出这些初始电

流在每个超导单元位置产生的磁场，根据求出的磁场分布代入到 Kim 模型的临

界电流公式，对每个超导单元内的电流进行更新。通过不断重复这种迭代过程，
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当达到一定的精度（如相邻两步之间的电流密度只差小于
6

010 cJ
）时，就得到了

临界电流密度分布和磁场的分布。图 5.4 给出了不同外加磁场下临界电流密度和

磁场沿着超导薄带横截面的中间层的分布规律。 

 

图 5.3 涂层 YBCO 超导薄带（厚 1um 宽 0.2mm）的临界电流密度随着外加磁场的变化规律
[235] 

 

图 5.4 不同外加磁场下超导带材临界电流密度和磁场分布图[235] 

根据上面的结果我们可以看到，超导带材产生的自场不仅会改变临界电流密

度分布，而且会影响超导带材总的临界外加电流大小。根据这个理论，我们想到

超导薄带横截面形状的改变同样会影响超导薄带的自场和临界电流密度的分布，
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从而会导致不同横截面下超导带材具有不同的载流能力。因此，我们接下来就针

对这个想法，来研究几种不同的横截面几何形状下的临界外加电流问题。 

5.2 不同横截面形状超导带材的电流密度分布和临界外加电流 

5.2.1 物理模型和基本方程 

超导薄带可以有很多不同几何形状的横截面，如图 5.5所示，这里我们考虑

四种不同的横截面形状，即（a）平面薄带，（b）圆弧薄带，（c）V 型薄带，

（d）U 型薄带。一般来说，为了提高临界电流密度，超导带材的厚度很薄，因

此，我们这里假设带材厚度远远小于宽度，即 2d w 。另外，圆弧薄带、V 型

薄带、U 型薄带横截面的面积（2w d ）不会随着相关的几何参数而变化。 

 

图 5.5 几种不同的超导带材横截面示意图，（a）平面薄带，（b）圆弧薄带，（c）V 型薄带，

（d）U 型薄带 

如同上一章提到的，Kim 模型已经被实验广泛证实更能准确地解释实际超导

材料的磁致伸缩现象[153]、磁滞回线和交流磁化系数[220, 221]、交流损耗[241]

等问题。根据一般性的 Kim 模型，临界电流密度和当地的磁场大小和方向有关。

局部磁场分解成平行分量 ||B 和垂直分量 B ，那么临界电流密度可以写成如下形

式[242-246] 

 
0

2 2 20
0 ||

c

c

J B

J
B k B B







 
，  (5.2.1) 

其中 0cJ 是零磁场下的临界电流密度， 0B 是和具体超导材料有关的参数， k 是各
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向异性系数。根据超导材料（如 BiSCCO）的固有性质和制备材料的技术，垂直

磁场分量 B对临界电流 cJ 的影响很大。实际上，根据文献[242, 243]给出的参数，

如果垂直磁场和平行磁场在同一量级时（ || ~B B），平行磁场分量对于临界电流

的影响不会超过1% 。因此，这里我们忽略平行磁场分量的影响，则临界电流密

度可以简化为 

0

0 0

c

c

J B

J B B




，  (5.2.2) 

上面的方程也被用来计算超导线缆的交流损耗[247]。从方程可以看出，超导临

界电流密度分布和磁场是耦合的。在平面带材情况下，我们可以通过上一章场相

关临界态模型下在全部穿透时的结果，通过数值求解下面的积分方程得到临界电

流密度和磁场的分布，即 

 
 

  
2 20

0

,
w c

f

c

J B udu
B s B y s w

Jy u
 


 ，  (5.2.3) 

  
0

2
w

c cI J B u du   (5.2.4) 

然而在更一般的几何形状下，我们很难给出类似上面积分方程形式的半解析解。

采用与 Sanchez 等人[235]和 Hengstberger 等人[236]类似的数值方法，我们可以计

算不同外加磁场和不同几何形状的超导带材的临界电流密度分布以及临界电流

密度随着几何参数的变化情况。由于厚度非常薄，所以我们将带材横截面离散成

N 个横截面为w N d 的无限长超导单元。当所有超导单元内都达到临界电流密

度 cJ 时，整个超导带材的载流就是临界电流。当超导条带处在均匀外加磁场下 aB

时，编号为 n的超导单元的临界电流密度为  n n n

c c self aJ J B B 。而编号为n 的超

导单元处的自场是所有超导单元内的电流共同产生的。因此，超导内自场的分布

和临界电流密度分布相互影响，成为一个耦合的系统。当自场变化时，超导的临

界电流密度分布就会受到影响，从而进一步影响超导带材的整体载流大小。在给

定横截面的几何形状和外加磁场大小后，临界电流密度和磁场的分布可以通过迭

代方法求解得到。实验上测到的超导带材的外加临界电流大小可以通过对电流密

度进行积分得到。这里我们以圆弧超导薄带为例说明如何具体计算临界电流。 

如图 5.5（b）所示的直角笛卡尔坐标系，圆弧对应的中心角 和半径之间的

关系为 2R w  。编号为 i  ( 1,  2,  i N )的单元坐标位置( ix , iy )可以表示为 

  1 2is i N h   ，  (5.2.5) 

sin ,  1 cosi i
i i

s s
x R y R

R R

 
   

 
 (5.2.6) 

其中 2h w N 是单元网格的宽度。根据毕奥萨伐尔定律可以求得单元 i  
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( 1,  2,  i N )处磁场的 x 和 y 分量为 
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2 2
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，  (5.2.7) 
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，  (5.2.8) 

根据磁场的 x和 y 分量，我们可以求得磁场的垂直分量
iB和临界电流密度

i

cJ 为 

sin cosi i ii i
x y

s s
B B B

R R
    ，  (5.2.9) 

0

0 0

i

c

i
c

J B

J B B




，  (5.2.10) 

在单元 i 处的自场大小等于所有单元的临界电流在 i 处产生的磁场之和。通过对

方程(5.2.9)和(5.2.10)进行迭代求解，我们可以得到临界电流密度和磁场的分布，

从而通过对电流密度进行积分得到实验上可测到的外加临界电流。在我们的计算

里面，我们假设超导带材的宽度为 2 4w mm ，厚度为 1d m 。零磁场下的临

界电流密度大小为
2

0 3 /cJ MA cm ，Kim 模型里面的材料相关常数 0 20B mT 。 

5.2.2 结果和讨论 

A. 圆弧超导薄带临界电流 

我们首先讨论对应不同中心角 的超导圆弧的临界电流问题。中心角 反应

了超导薄带的弯曲程度，当 0  时，超导圆弧对应的是平面超导薄带；当 2 

时超导圆弧变成了超导圆筒。图 5.6给出了几种不同中心角的超导圆弧型薄带在

三种不同外加磁场（自场 0aB mT ， 6aB mT 和 12aB mT ）下临界电流密度

分布图。从图中我们可以看到，不同中心角对于临界电流密度的分布影响很大。

在自场情况下，平面超导薄带（ 0  ）和圆弧形超导薄带（ 2  ）的临界电

流密度会在带材中点处形成尖峰，而超导薄带变成圆筒（ 2  ）后，临界电流

密度分布是一条水平直线，因为此时磁场没有垂直分量。除中心线以外，超导薄

带临界电流密度随着中心角度的增加而整体变大。当超导带材处于外加磁场

6aB mT 下时，随着中心角度的增加，临界电流密度左边的峰值首先往中心线

方向移动。但是随着中心角的进一步增加，临界电流峰值反向移动到 1s mm  位

置。然而，当外加磁场足够大（ 12aB mT ）时，图 5.6（c）看出 cJ 的峰值随着

中心角的增大逐步移动到 1s mm  处。在超导带材的右半区域，当临界电流密

度达到 c0J 后会出现两个峰值，这两个峰值分别向左右移动，最终当超导薄带变

成圆筒（ 2  ）时，左边的峰值移动到 1s  处而右边的峰值电流超出边界消



兰州大学博士学位论文  第五章 横截面形状对超导带材临界电流的影响 

93 

失。当超导薄带弯曲变成圆筒时，圆筒左半部分（ 0s  ）和右半部分（ 0s  ）

内的临界电流密度分别关于 1s   和 1s  成对称分布。但是左半部分和右半部分

的临界电流密度分布形状并不相同，左边成尖峰形式而右边成类似抛物线形式的

分布。需要指出的是 Mawatari[111, 112]采用 Bean 模型已经从理论上研究了外加

电流下的圆弧超导薄带和超导圆筒下的电流密度和磁场分布，只是因为采用的是

Bean 模型，在整个超导薄带横截面上得到的临界电流密度为零场电流密度( 0cJ )。 

 

图 5.6 不同中心角的超导圆弧在不同外加磁场下的临界电流密度分布图，（a） 0aB mT ，（b）

6aB mT ，（c） 12aB mT  

 

图 5.7 不同外加磁场下超导圆弧的外加临界电流随着形状（中心角度）的变化 
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图 5.7 给出了不同外加磁场下（ 0aB mT ，6mT ，12mT 和20mT ）超导薄

带临界外加电流随着中心角的变化，其中中心角 采用弧度制。在自场情况下，

临界外加电流随着中心角度的增加单调增加，当超导薄带变成圆筒时增加到 0cI 。

与自场情况不同，当存在外加磁场时，临界外加电流不再是中心角的单调函数。

而是随着中心角增加到   时达到峰值，然后变小。对应出现最大外加临界电

流的 随着外加磁场的增加而减小。整体上看，外加临界电流随着外加磁场的增

加而减小，但相比平面薄带，有一定中心角的圆弧形超导薄带可以明显增加承载

外加电流的能力。 

B. V型超导薄带临界电流 

 

图 5.8 不同外加磁场下 V 型超导薄带临界电流密度分布 

下面我们来讨论 V型横截面超导带材的临界电流密度分布问题。图 5.8给出

了不同参数的 V型超导带材在不同外加磁场下的临界电流密度分布图。从图中我

们可以看到，相对于平面超导带材( 0  )，V型超导带材中的临界电流密度分布

变得很复杂。有趣的是我们可以看到 V 型超导薄带在自场（ 0aB mT ）中的临

界电流密度分布出现左右对称的双峰分布，而且随着角度的增加，双峰的位置逐

渐移动到 1 s mm  。在小的外加磁场 ( 6 aB mT )情形下，右边的电流密度的

峰值随着对折角度的增加逐渐移动到 1 s mm ，但是左边电流峰值位置并不会随

着角度 单调变化。但在更大的外加磁场下，随着对折角度的增加，左右两边电

流密度的峰值会单调地移动到 1 s mm  位置。这种现象和圆弧型的带材类似。

另外，在自场和外加磁场下，临界电流密度的局部最小值会随着角度 的增加而
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减小。当对折角度 2  时，左右两半超导带材折叠成新的平面超导带材，厚

度为之前两倍宽度为之前一半。此时两半超导带材内的临界电流密度分布相同，

而且和平面超导带材一样成对称分布。 

 

图 5.9 不同外加磁场下 V 型超导薄带的外加临界电流随着形状的变化 

图 5.9 给出了不同外加磁场下 V型超导薄带的外加临界电流随着对折角度

的变化。没有外加磁场时，临界外加电流随着角度的增加一直减小。但是当一定

的外加场存在时，首先随着角度增加到一定值 的过程中外加临界电流增加到

峰值，之后外加临界电流开始减小。这个规律随着外加磁场的增加变得更加明显。

对于 2  的特殊情况，前面我们提到此时超导薄带变成厚度为 2d 的平面超导

薄带，显然此时的临界外加电流比之前厚度为 d 的薄带要小很多，这就是前面我

们提到在实验上观测到的厚度增加导致临界外加电流减小的现象。 

C. U 型超导薄带临界电流 

最后我们考虑超导薄带折成 U 型时的临界电流问题。图 5.10 画出了 U 型横

截面超导薄带的临界电流密度分布图。对比圆弧形和 V型横截面超导薄带，U型

超导薄带的临界电流密度分布出现了更多的峰值，形状更加复杂。实际上，由于

超导薄带分成三段，所以临界电流密度分布也会出现三部分，每一部分都会出现

峰值临界电流密度。类似的现象在 V型里面也会看到。随着外加磁场的增加，中

间段的临界电流密度的峰值会向左移动，而左右两侧的电流密度峰值位置保持不

变，因为外加磁场平行于左右两侧的超导薄带对临界电流密度没有影响。 



兰州大学博士学位论文  第五章 横截面形状对超导带材临界电流的影响 

96 

 

图 5.10 U 型超导薄带在不同外加磁场下的临界电流密度分布 

 

图 5.11 不同外加磁场下 U 型超导薄带的外加临界电流随着形状的变化 

图 5.11 给出了 U 型超导薄带的临界外加电流在不同外加磁场下随着左右两

侧的对折长度的变化规律，其中横坐标用w进行无量纲。从图中我们可以看出临

界外加电流首先随着对折长度 a增加，随后减小。最大的临界外加电流对应的对

折长度 a随着外加磁场的增加而变大。当外加磁场 6aB mT 时，外加临界电流

基本不会随着对折长度而发生很大的变化，但是在外加磁场很大时（ 12 aB mT ），

外加临界电流 cI 基本随着对折长度 a（ a ）而线性增加。但是当对折长度很大

以致于左右两侧的超导带材很靠近时，此时左右两侧的磁场会相互叠加造成自场
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很大，从而导致临界外加电流会有显著的下降。 

对比三种横截面下的超导带材，我们看到圆弧型超导带材的临界电流比 V

型和 U 型带材的临界电流要大。当 V 型和 U 型超导带材对折形成厚度为 2d 的平

面超导带材时，会导致临界电流密度显著减小（厚度相关性）。当圆弧型超导带

材弯曲形成超导圆筒时，其临界外加电流同样会受到外加磁场的影响。最大临界

外加电流对应的弯曲角度 随着外加磁场减小，而 V 型和 U 型最大临界外加电

流对应的几何参数( * 和 *a )会随着外加磁场而增加。 

5.3 本章小结 

本章我们根据场相关临界态模型，考虑了不同横截面对超导薄带的临界外加

电流的影响。通过采用离散和有限单元方法，我们给出了如何求解任意几何形状

横截面的超导薄带临界电流密度分布的方法。由于不同横截面下超导薄带的自场

分布不同，从而会影响到临界电流密度分布，进一步会导致不同横截面几何形状

的超导薄带具有不同的临界外加电流。本章我们通过选取平面超导薄带、圆弧形、

V型和 U型四种不同形状作为分析例子，给出了超导薄带在不同外加磁场下的临

界电流密度和磁场分布。同时，我们给出了超导薄带临界外加电流随着相关几何

形状参数的变化规律。 

当超导带材的横截面分成几段后，临界电流密度分布也会随之分成几段，在

每段超导带材分布类似于在平面超导带材内的分布。对比几种不同横截面形状的

超导带材，对于 U 型超导薄带的临界电流密度分布相对于圆弧形和 V型来说更加

复杂。整体来说，圆弧形超导带材的外加临界电流比 V型和 U型的大。当 V型和

U型超导带材折成两倍厚度的超导带材后，载流能力明显下降。因此，为了能提

高超导线缆的临界电流，在设计中应该尽量避免产生较集中或者较大的自场现象。 
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第六章 结束语 

塑性材料中应力屈服效应，压电材料中电位移饱和效应以及 II 类超导体中

临界电流密度都存在着相似的非线性临界态现象。因此，不能再根据简单的线性

本构来描述这些临界态系统。而如何采用非线性理论来分析和计算这些临界态问

题对于材料的实际工程应用非常重要。本文针对塑性硬化材料、压电材料中断裂

问题以及 II 类超导体的临界电流密度等问题展开了理论研究。主要研究结果和

创新点如下： 

1、 针对塑性硬化材料，理论研究了应变硬化效应对裂纹尖端张开位移影响。

根据双折线弹塑性本构模型，提出了条带硬化模型。通过简化和假设，并采用硬

化函数来描述裂纹尖端附近的材料的平均硬化程度，将复杂的非线性控制方程简

化为简单便于计算的形式。通过分析计算，得到了裂纹尖端不含奇异性的应力场

以及条带硬化区的大小，推导出了裂纹尖端张开位移的表达式。在外加载荷小于

屈服应力一半的时候，条带硬化模型得到的裂纹尖端张开位移和 Dugdale 模型基

本一样；但是当外加载荷超过屈服应力一半后，两种模型相差很大，条带硬化模

型得到的结果和实验基本吻合。从理论上证明了条带硬化区的大小和裂纹尖端张

开位移不仅与外加应力有关，而且和材料硬化参数（ tan
E E 和 u Y

  ）有关。硬

化参数越大，对应的条带硬化区越小。进一步根据条带硬化模型，成功解释了之

前学者根据大量实验提出的 COD 设计曲线在屈服应力和极限应力比值( Y u
  )

超过了 75～80％不再适用的现象。最后推导出了裂纹尖端张开位移和标称应变

之间的关系，通过和实验区域进行对比，理论结果全部落在实验范围内。所以本

文提出的条带硬化模型以及硬化对裂纹扩展方面的研究对于硬化材料的实际工

程应用具有非常重要的理论指导意义。 

2、针对压电材料的裂纹问题，研究了电场对压电材料中裂纹临界扩展的影

响。在 Gao 等人提出的裂纹尖端条带电位移饱和模型的基础上，通过考虑非线

性的电位移饱和和应力屈服双重效应，假设裂纹尖端存在双条带区，即不仅存在

条带电极化饱和区，而且存在条带应力屈服区。双条带模型消除了应力和电位移

在裂纹尖端的奇异性。根据条带电极化饱和区和条带应力屈服区的大小关系，将

压电断裂分成两种情况，分别推导出了两种情形下的裂纹尖端机械张开位移

（MCTOD）和电张开位移（ECTOD）。根据计算结果，进一步提出了新的压电

材料断裂准则，即裂纹尖端机械张开位移准则（MCTOD）。结果表明，两种情形

下的结果正好对应两种最常见的实验观测结果。从而说明造成两种以上的实验结

果的原因可能是由于裂纹尖端电极化饱和区和力屈服区的大小不同。当电极化饱

和区小于力屈服区时，裂纹尖端发生机械塑性变形造成的能量损耗很大，裂纹尖
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端电畴翻转较少，实验上对应着正电场促进裂纹扩展，而负电场阻碍裂纹扩展；

当裂纹尖端存在很明显的电畴翻时，裂纹扩展单位长度造成的能量损耗很大，结

果电断裂韧性很大，从而导致电极化饱和区比较小，实验上观察到正负电场都促

进裂纹扩展。最后考虑了压电 III 型裂纹问题，通过条带电极化饱和模型得到了

电极化饱和区的大小，并和 Irwin 松弛方法得到的电极化饱和的大小进行了对比，

两者相差比较小。 

3、针对多种加载情形下的 II 类超导带材，给出了任意场相关临界态模型下

如何计算电流密度和磁场分布的方法。采用保角变化，推导出了超导薄带在外加

磁场（包括增加和下降阶段）、外加电流（包括增加和减小阶段）以及外加电流

和磁场同时加载三种情况下计算电流密度和磁场分布的一系列的积分方程组。并

给出了数值求解这些耦合的积分方程组的方法。在一些特殊情况下，例如在小电

流和小磁场情况下，分别推导出了电流密度、磁场分布和磁场穿透深度的解析表

达式，从而避免了求解复杂的积分方程组。结果分析表明，这些特殊情况下的场

相关临界态模型与 Bean 模型的结果之间相差一个比例因子。对另一特殊情形，

即超导薄带处于临界外加电流或强磁场时（磁通几乎全部穿透整个超导薄带）也

进行讨论和分析，得到了一些有意思的结果。在外加电流和磁场同时加载的情况

下，将超导薄带的磁场和电流分布分为‘类电流’和‘类磁场’两种形式，并给

出了分界线。画出了 a aI B 平面内等穿透深度对应的  a aI B 曲线，通过这个图，

可以说明在‘类磁场’情况下，会出现数学结果不对应实际物理结果的现象。通

过与 Bean 模型进行对比，分析讨论了两种模型得到的结果的相同点和不同之处。

最后，采用 Bean 模型和 Kim 模型分别计算得到了超导薄带在外加磁场上升和下

降阶段的体力、应变、位移分布以及在一个周期外加磁场下超导薄带的磁致伸缩

回线。将 Bean 模型和 Kim 模型的结果进行了一一对比和分析，与相关实验也进

行了比较，发现在下降场阶段，Kim 模型得到的最大应力比 Bean 模型得到的结

果要大，因此 Bean 模型偏向不安全，采用 Kim 模型计算更准确，对实际工程应

用更有理论指导意义。 

4、针对不同外加磁场下超导薄带横截面形状对临界外加电流的影响，提出

了计算临界电流密度和磁场分布的数值方法。根据场相关临界态模型，超导体的

自场会影响临界电流密度。因此本章基于 Kim 模型，通过选择几种不同横截面

形状的超导薄带，在不同外加磁场下分析了不同横截面形状超导薄带内临界电流

密度分布特点，并得到了不同磁场下临界外加电流随着横截面几何形状参数变化

的规律。通过对比分析，发现圆弧形超导带材的外加临界电流比 V 型和 U 型的

大。当 V 型和 U 型超导带材折成两倍厚度的超导带材后，载流能力明显下降。

因此，为了提高超导线缆的载流能力，应该避免产生较大的自场。 

本文对于硬化材料、压电材料断裂问题以及 II 类超导临界态问题的方面的
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研究，为这些材料实际工程应用提供了比较精确的理论分析基础。针对本文存在

的问题和不足之处，建议在以下几个方面进行进一步的研究： 

1、在塑性硬化材料断裂问题，本文倾向于研究应变硬化对裂纹尖端张开位

移的影响，目的是想拓展裂纹尖端张开位移在硬化材料中的应用。但是并没有对

各种裂纹问题进行分析，如边缘裂纹和界面裂纹问题；另外，本文没有和最近的

断裂准则（如 J-Q 准则等）进行对比分析。因此，针对这两个方面的问题，有必

要用条带硬化模型求解其他的裂纹问题，并和已有的研究结果进行比较。 

2、本文根据双条带模型并提出新的压电材料断裂准则时，采用的是 Gao 等

人提出的简化本构关系（各项同性材料），这个结果只能给出定性解释，并不能

给出定量的分析。因此，有必要采用各项异性的本构关系求解裂纹尖端机械张开

位移和电张开位移，然后讨论机械张开位移作为压电材料断裂准则会有什么定量

结果，并和相关实验进行对比。另一方面，电场对压电裂纹扩展的影响在实验中

观测到了截然不同的结果，本文条带应力屈服-条带电极化饱和模型给出了理论

解释，因此，有必要通过相关实验手段来验证本文的理论解释。 

3、对于 II 类超导薄膜场相关临界态问题，目前本文只给出了外加电流和外

加磁场同时增加的情形，并没有考虑外加电流或磁场下降的情形，对于下降场情

形，有必要选择一些特殊的情形进行分析和讨论，通过分类归纳出一些规律，这

样能更好地为实际超导带材的所处的复杂物理环境提供理论分析。另外，由于场

相关临界态模型更准确一些，因此有必要根据场相关临界态模型求得的磁场和电

流密度分布，进一步计算其他物理量，例如交流损耗，磁化曲线等。 
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附 录 

A 二维弹性力学问题基本公式 

对于二维平面力学问题，Muskhelishvili[248]给出了现代弹性力学的基本理论

框架。根据方程(2.2.9)是双调和函数形式，因此应力函数U 可以写成下面复变函

数的形式 

  ， (A.1) 

其中 ( )z 和 ( )z 是解析函数。应力可以通过下面的方程得到 

 2 + 4Re
xx yy

z          Φ ， (A.2) 

   2 2
yy xx xy

i z z z         Φ Ψ ， (A.3) 

其中 

       , z z z z   Φ Ψ  (A.4) 

然后位移可以写成如下形式， 

       

5
3

13

1 1 1
x y

w
E w

u iu z z z z

 
 


  

 
      

   
Φ Ψ

， (A.5) 

为了求解和表达方便，我们进一步引入函数  zΩ 和  z ， 

     z z z z  Φ ， (A.6) 

         z z z z z z    Ω Φ Φ Ψ ， (A.7) 

其中 

       , z z z z Φ Φ Ψ Ψ  (A.8) 

最后，应力和位移可以写成如下的形式， 

 

       

         

4Re

2 1 1
1 1

xx yy

yy xy

x y

z

i z z z z z

w w
u iu z z z z z

 

 

 
  

 

    

    

   
         

    

Φ

Φ Ω Φ

Φ

， (A.9) 

其中 

 

5
3

3, 
2 1 1

 

 
 

w
E

 
 

 
 (A.10) 
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B 压电材料基本方程 

对于一个力学问题，在不考虑边界条件问题时，我们希望能够找到一个问题

的通解。一般来说，根据弹性力学的经典做法，就是将问题的基本未知变量用一

个未知函数（如应力势函数）来表示，然后再根据实际问题确定未知函数。用未

知函数表示弹性场和电场称为压电材料问题的一般解，这是解决很多压电边值问

题的基础[7]。目前，有两种形式的方法成为解决二维的压电材料问题有力工具，

即 Stroh 型一般解和 Lekhnitskii 型一般解。这里，我们简要介绍 Stroh 主要公式

和结论。  

B1 压电材料问题 Stroh型一般解 

Eshekby 等人[249]提出了将矩阵运算来求解各项异性弹性问题的方法。在其

基础上，Stroh[250]提出了六维本证理论。该方法数学上优美，成为解决各种弹

性问题的基础工具，如夹杂，断裂，压电材料，电磁材料问题等。Barnett 和

Lothe[251]采用 Stroh 方法研究了含有位错的压电材料的力-电场问题。Suo 等人

[66]研究了压电材料的断裂问题。 

在直角坐标系  1,2,3ix i  或者 x, y,z 下，压电材料满足下面的线性本构方程， 

ij ijkl kl kij kc e E   ， i ijk jk im mD e E   ，  (B1) 

其中 ij ， ij ， iD ， iE 分别为应力、应变、电位移矢量和电场， ijklc ， ijke ， ij 分

别为对应的系数。在没有自由电荷和体力的情况下，力学平衡方程和电学高斯定

律为： 

     , 0i j j  ， , 0i iD   (B2) 

其中下标中逗号表示对后面的进行求导。如果考虑压电材料是服从线性变形方程，

则 

, ,

1
( )

2
ij i j j iu u   ， ,i iE   ，  (B3) 

其中 iu 和分别表示位移分量和电势函数，假设 iu 和是 1x 和 2x 的函数，那么方

程(B2)的解可以假设为： 

 u a f z  ， 1 2z x px  ， 1,2,3,4   (B4) 

其中   , , ,u u v w  ，  f z 是任意函数， a 和 p 是待定参数。把方程(B4)代入

到方程(B1)和方程(B3)，可以得到 

    

    

4 1 2

4 1 2

ij ijkl k lij l l

i ikl k il l l

c a e a p f z

D e a a p f z

  

  

  

  
 (B5) 

式中 ij 是克罗内克符号。将方程(B5)代入平衡方程(B2)，经过整理可以得到 
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4 1 2 1 2

4 1 2 1 2

0

0

ijkl k lij j j l l

ikl k il i i l l

c a e a p p

e a a p p

   

    

   

   
 (B6) 

我们引进下面矩阵和向量形式， 

11

11 11

e

T 

 
  
 

Q e
Q

e
，

21

21 12

e

T 

 
  
 

R e
R

e
，

22

22 22

e

T 

 
  
 

T e
T

e
 (B7) 

 1 2 3 4, , ,a a a aa ，  (B8) 

其中矩阵和向量 e
Q ， e

R ， e
T 和 ije 的元素与方程(B1)的系数对应关系为： 

1 1

e

ik i kQ c ， 1 2

e

ik i kR c ， 2 2

e

ik i kT c ，  ij iljl
e e  (B9) 

在这种情况下，方程(B6)可以表示成关于 p 的二次本征方程形式，即 

  2 0Tp p    
 
Q R R T a  (B10) 

相应地，a 为本征值 p 的对应的本征向量。根据材料常数的对称性和正定性，可

以得出矩阵Q和T 是对称的和非奇异的。如果要求方程(B10)有非零的解，根据

线性代数理论，那么就需要前面的矩阵对应的行列式等于 0，即 

     (B11) 

上面的方程是一个关于 p 的八次代数方程形式。根据材料常数的对称性和正定性，

可以证明 p 肯定是一个虚数，即对应的虚部不为 0，  Im 0p  [7]. 

在本征值互不相等的情况下，可以根据叠加形式得到压电材料的一般形式的

解为： 

    
4

1
f z f z     


  u a a  (B12) 

将上式代入本构关系式(B1)和(B3)，可以得到应力和电位移的表达式如下 

      
4

1 11 12 13 1
1

,  ,  ,  D p f z p f z       


  


     t b b  (B13) 

      
4

2 12 22 23 2
1

,  ,  ,  D f z f z     


  


    t b b  (B14) 

其中 

   
1

p p
p

    



    b R T a Q R a  (B15) 

通过引进广义应力函数向量[7]， 

      
4

1 2 3 4
1

,  ,  ,  f z f z     


       Φ b b  (B16) 

那么方程(B13)和(B14)可以写成 

1 ,2 t Φ ； 2 ,1t Φ  (B17) 

压电材料的一般解u和Φ可以表示为 
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     2Ref z f z f z     u A A A ，  (B18) 

     2Ref z f z f z     Φ B B B ，  (B19) 

上式中 4 4 的矩阵A 和B 和向量 ( )zf 定义为 

 1 2 3 4,  ,  ,  a a a aA ，  1 2 3 4,  ,  ,  b b b bB  (B20) 

 1 2 3 4( ) ( ),  ( ),  ( ),  ( )z f z f z f z f zf  (B21) 

压电材料的一般解u和Φ最后的问题就是根据边值条件确定未知函数 ( )zf 。矩阵

A 和B 有正交关系和封闭关系。即 

T T

T T

     
     
   

I 0A AB A

0 IB BB A
 

或者 T T T T   A B B A I A B B A和 T T T T   A B B A 0 A B B A称为正交关系，而 

T T

T T

    
    
    

I 0A A B A

0 IB B B A
 

或者 T T T T   BA BA I AB AB 和 T T T T   AA AA 0 BB BB 称为矩阵A 和B

的封闭关系。 

B2 横观各向同性压电材料反平面问题 

对一种特殊具有 6mm 晶体结构的横观各向同性压电材料，，那么其对应的本

构方程为[64, 252] 
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11 11 31

12 11 13
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(B22) 

11

22

1 15 11 1

33

2 15 11 2

32

3 31 31 33 33 3

31

12

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0
2

2

D e E

D e E

D e e e E
















 
 
        
         

         
                

 
  

 (B23) 

这里值得提及的是对于横观各向同性压电陶瓷，在 Gao 等人提出的 PS 模型中，

为了方便分析和计算，将上面的本构方程简化为如下的形式[6]， 
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11 11

22 22

1

33 33
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23 23

3

13 13

12 12

1 * * 0 0 0 0 0 1

* 1 * 0 0 0 0 0 1

* * 1 0 0 0 0 0 1

20 0 0 1 0 0 0 1 0

20 0 0 0 1 0 1 0 0

20 0 0 0 0 * 0 0 0

E

M e E

E

 

 

 

 

 

 

      
      


        
           

         
        

       
      
         

，  (B24) 
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， (B25) 

其中*表示在后面的模型和计算过程中不会出现。这种简化形式虽然数值上不精

确，但是这个简化的方程抓住了问题的本质，可以定性地研究压电断裂问题。 

由于是横观各向同性材料，因此假设位移和电势只是坐标 1x 和 2x 的函数，

对于一个压电材料的反平面问题[64]，即 

1 2 0u u  ，  3 3 ,u u x y ，  (B26) 

 1 1 ,E E x y ，  2 2 ,E E x y ， 3 0E   (B27) 

在这种情况下，压电材料的本构方程可以简化为： 

13 44 3,1 15 ,1c u e   ， 1 15 3,1 11 ,1D e u    ，  (B28) 

23 44 3,2 15 ,2c u e   ， 2 15 3,2 11 ,2D e u    ，  (B29) 

从上面的方程可以看到，这是一个平面内电学问题，而平面外（z 方向）的力学

问题。此时将方程(B28)和(B29)代入到平衡方程 

13,1 23,2 0   ， 1,1 2,2 0D D   (B30) 

可以得到如下的控制方程， 

2 2

44 3 15 0c u e     ，
2 2

15 11 0ze u      ，  (B31) 

其中 2 为二维的拉普拉斯算子，即 

2 2
2

2 2x y

 
  

 
 (B32) 

根据方程(B31)，可以得到解耦后的方程为 

2

3 0u  ， 2 0  ，  (B33) 

上面的方程可以看到，位移和电势都是调和函数，因此，根据复变函数，位移和

电势可以取作某一个解析函数的实部和虚部，这里，我们取 
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Im ( )

Im ( )

zu U z

z



 
 (B34) 

那么应力和电位移表达式为 

44 15

15 11

( ) ( )

( ) ( )

( )

zy zx

y x

y x

i c U z e z

D iD e U z z

E iE z

 



    

    

  

 (B35) 

采用半逆解法，可以假设[64] 

   

   

1 2
2 2

1 2
2 2

U z A z a

z B z a

 

  
，  (B36) 

然后将其代替上面的方程，可以得到裂纹尖端的应力应变场，电场和电位移都存

在的奇异性，即 1 2r 形式。 

B3 横观各向同性压电材料平面问题 

对于平面情形，压电材料的本构方程为 

3111 11 13 12 11

3322 13 33 13 22

3133 12 13 11 33

1532 44 32

31 66 31

1512 44 12

0 00 0 0

0 00 0 0

0 00 0 0

0 00 0 0 0 0 2

0 0 00 0 0 0 0 2

0 00 0 0 0 0 2

ec c c

ec c c

ec c c

ec

c

ec

 

 

 

 

 

 

    
     
     
        

      
     
    
     

        

1

2

3

E

E

E



  
  
  
  
  

 
 

 (B37) 

11

22

1 15 11 1

33

2 31 33 31 33 2

32

3 15 11 3

31

12

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0 0
2

2

D e E

D e e e E

D e E
















 
 
        
         

         
                

 
  

 (B38) 

假设位移和电势函数只是平面内坐标 1x 和 2x 的函数，即 33 0  ， 3 0E  。此时，

本构方程可以简化为 

11 11 13 1,1 31

,1

22 13 33 2,2 33

,2

33 44 1,2 2,1 15

0 0

0 0

0 0 0

c c u e

c c u e

c u u e









      
       

         
             

，  (B39) 

1,1

,115 111

2,2

,231 33 332

1,2 2,1

0 0 0

0 0

u
eD

u
e eD

u u





 
       

         
         

，  (B40) 
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3,113 66

3,223 44

0

0

uc

uc





    
     
    

 (B41) 

将上面的简化后的本构方程代入平衡方程， 

11,1 12,2 0   ， 12,1 22,2 0   ， 1,1 2,2 0D D   (B42) 

可以得到关于 1u ， 2u 和的控制方程为 

11 1,11 44 1,22 13 44 2,12 15 31 ,12( ) ( ) 0c u c u c c u e e        (B43) 

13 44 1,12 44 2,11 33 2,22 15 ,11 33 ,22( ) 0c c u c u c u e e        (B44) 

15 31 1,12 15 2,11 33 2,22 11 ,11 33 ,22( ) 0e e u e u e u           (B45) 

根据前面提到的压电材料的一般解，可以将未知数假设为 

 
3

1 2
1

2Re ( )
T

u u a f z  





  u  (B46) 

 
3

1 2 3
1

2Re ( )
T

b f z  


     Φ  (B47) 

 
3

1 11 12 1
1

2Re ( )
T

D b p f z   


 


   t  (B48) 

 
3

2 12 22 2
1

2Re ( )
T

D b f z  


 


  t  (B49) 

其对应的本征方程为 

   

 

   

2

11 44 13 44 15 31 1

2 2

13 44 44 33 15 33 2

2 2
315 31 15 33 11 33

0

0

0

c c p c c p e e p a

c c p c c p e e p a

ae e p e e p p 

       
     

        
              

 (B50) 

上面矩阵对应的行列式等于 0，这个方程是 p 的六次方的代数方程。相应的每一

个本征根 p 对应的本征向量为 

 
 

2 2

44 33 15 33

1 2 2

15 33 11 33

c c p e e p
a p

e e p p

 



  

 


  
，  (B51) 

 
   

 
13 44 15 31

2 2 2

15 33 11 33

c c p e e p
a p

e e p p

 



  

 
 

  
，  (B52) 

 
   13 44 15 31

3 2 2

44 33 15 33

c c p e e p
a p

c c p e e p

 



 

 


 
，  (B53) 

向量 b 可以根据公式(B15)进行计算，此时的矩阵 

11

44 15

15 11

0 0

0

0

c

c e

e 

 
 


 
  

Q ，

13 31

44

15

0

0 0

0 0

c e

c

e

 
 


 
  

R ，

44

33 33

33 33

0 0

0

0

c

c e

e 

 
 


 
  

T  (B54) 
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C 场相关临界态模型下超导薄带的积分方程组及其数值解法 

在这个附录里面，我们首先给出如何用复变函数方法求解场相关临界态模型

超导薄带在垂直磁场、外加电流、外加磁场和外加电流同时存在时的磁场和电流

分布。对于超导薄带在垂直磁场下的场相关临界态问题，McDonald 和 Clem 已

经采用权函数方法得到了问题的解[145]。采用这里的保角变换方法同样可以得

到相同的结果。 

 

附录 C.1 保角变换方法示意图 

如图附录 C.1 所示， 平面的超导薄带中间完全抗磁区域 a x a   ( x iy   )

可以通过 2 4a    映射成平面（ u iv   ）的圆形[218]。在 x处的临界电

流   cJ B x dx 在平面处于 

 2 2

1

1

2
u x x a      （C1） 

根据镜像原理，如果我们想要圆上只有切向磁场，没有法向磁场，那么需要在
1u 

的镜像点
2u 处放置一个反向但大小相同的电流，镜像点

2u   

 2 2

2

1

2
u x x a      （C2） 

 平面超导薄带上表面 x点被映射成平面内的  2 2

1 2u x x a   。为了方便

计算，我们在 和平面引入复场   y xH H iH   和   v uH H iH   [253, 254]。

根据毕奥萨伐尔定律，平面
1u 和其镜像点

2u 电流在 1u 处引起的磁场的磁场大

小为 
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1

1 1 1 2

2 2

1

2 2

2

c c

c

J B x dx J B x dx
H u

u u u u

x a J B x dx

u x x

 



   
 

  

  




， （C3） 

在 平面 x处的电流   cJ B x dx 在 x引起的磁场为 

 
    

 

2 2

1

2 22

cx a J B x dxH u
H x

d d x x x a  

  
 

 
，  （C4） 

根据对称性，在 x 处的电流为   cJ B x 。因此，我们可以将上式中的 x换成 x ，

得到 

 
  

 

2 2

2 22

cx a J B x dx
H x

x x x a

  
 

 
， （C5） 

将上面两个方程进行叠加，我们可以得到 

 
  

 

2 2

2 2 2 2

cx x a J B x dx
H x

x a x x

   


 
， （C6） 

在 w x a    和a x w  区域内的电流引起的磁场为 

 
 

  
2 2

2 22 2

1 w

c
a

x x a
H x J B x dx

x xx a 

  
 


 ， （C7） 

我们可以看到方程(B7)在 x a  处是奇异的。奇异性因子F 为 

 
  

2 2

2 2

w

c
a

x x a
F J B x dx

a x

  
 


 ， （C8） 

为了保证在 x a  处复场的连续性，我们可以去掉奇异项部分 2 2F x a ，从而

有 

 
  

 

2 2

2 2 2 2

w c

a

x J B x dxx a
H x

x x x a

  


  
  （C9） 

显然上面的方程在中间区域 a x a   只有平行分量 xH 。根据   2xH J x 

[101]，可以得到在中间区域的电流分布为 

 
  

 
2 2

2 2 2 2

2 w c

a

x J B x dx
J x a x

x x x a

  
 

  
  （C10） 

由于采用不同的坐标，只要将 x换成 y 就可以得到第 4 章的公式。根据反对称性

我们可以得到在 a x w  区域内的磁场分布为 
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  2 2

2 2 2 2
0

w c

f
a

c

J B xx x dx
B x B x a

x Jx x x a

 
 

  
  （C11） 

下面我们来推导下降场的情形。根据铁磁基底的广义毕奥萨伐尔定律[254]， 

 
   1

2

w

w

K x i x
H dx

x




 

 


  （C12） 

其中  K x 和  x 分别为 

     , 2 , 2x xK x H x d H x d    （C13） 

     , 2 , 2y yx H x d H x d     （C14） 

如第四章提到的，此时区域 x a 内电流和a x w  内的磁场分成两部分，一部

分是由 a x w  内的临界电流引起，另一部分是由 0a x a  内冻结磁通引起的

（或非临界电流）。从而可以在 a x w  内得到    cK x J x ，在 0a x a  内

得到     02x B x  。将  K x 和  x 代入方程（C12），我们发现   02i B x  和

 cJ x 服从同样的方程，所以我们可以将方程（C9）中的   cJ B x 替换成

  02i B x  ，得到冻结磁通引起的磁场为 

 
 

 0

2 2

2 2 2 2
0

2a

a

i x B x dxx a
H x

x x x a 

  


  
  （C15） 

在 a x w  区域内的临界电流   cJ B x


 引起的磁场可以通过   cJ B x


 替

换   cJ B x 得到。将两部分叠加起来，我们得到下降场时的复场分布为 

    
  

 
 

 0

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0

2w ac

a a

x J B x dx x B x dxx a i
H x

x x x a x x x a 





      
   
       
 
  （C16） 

然后可以根据   2xH J x  和    0B x H x 得到和第四章相同的结果。其它情

形下复场的分布很容易根据类似的方法得到。 

耦合积分方程组的数值解法 

下面我们说明如何数值求解第四章中给出的一系列耦合的积分方程组。这里

我们以超导薄带在垂直磁场上升阶段对应的积分方程组（即方程 4.2.1-4.2.3）为

例进行说明。因为 McDonald 和 Clem 也得到了相同的积分方程组，文章中给出

了一些磁场下的电流密度和磁场分布，所以我们选择这个方程组，在相同的参数

下，通过将我们的数值结果和 McDonald 和 Clem 文章中的数值结果进行对比，

可以检验我们的数值方法的准确性。下面我们重新列出这组积分方程组： 
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2 2

2 2 2 2

2
,  

,                               a

w c z

a

y

c z

J B x dx
y a y y a

x y x a
J y

y
J B y y w

y



  
  

  
 

  



， (C17) 

 
  

 
2 2

2 2 2 2
0

,  
w c z

z f
a

c

J B x dx
B y B y y a a y w

J y x x b

 
   

  
  (C18) 

  
2 2

0

w c z

a f
a

c

J B x dx
B B

J x a

 


 
 ， (C19) 

 

图 C.2 二分法思路示意图 

显然，上面的积分方程是电流和磁场耦合的积分方程组，其求解过程分为两

个关键部分，一是磁通穿透深度，二是迭代求解耦合的积分。下面我们首先介绍

怎么确定磁通穿透深度的计算思路，主要利用的算法就是二分法（或称打靶法）。

首先选择初始穿透深度 1 2a w ，其中参数 a 的上标代表第几次二分。那么在穿

透深度 1 2a w 的情况下对应的外加磁场是多大呢？这个问题可以通过求解方

程（C19）确定出来，但是穿透区域内的临界电流分布未知，所以问题就变成了

求解穿透深度 1 2a w 的情况下的临界电流和磁场分布问题。因此需要求解耦合

方程（C17）（C18），求解这两个耦合的积分方程采用的是迭代求解，具体方法
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我们放到后面介绍，这里假设给定穿透深度的情况下通过迭代方法已经求解出了

电流和磁场的分布。从而可以将电流分布代入（C19）就可以得出该穿透深度下

对应的外加磁场，通过和实际外加磁场进行对比，并考虑到磁通穿透深度和外加

磁场是单调递增关系，因此，如果 1 2a w 对应的外加磁场 ( 2)B w 大于真实外加

磁场 aB ，那么下一步 2 1 2a a w  ；如果 ( 2) aB w B ，那么下一步 2 1 2a a w  。

如图 C.2 所示，不断采用这种分析方法，直到求得的 ( )mB a 与真实外加磁场相差

很小。 

 

图 C.3 数值求解积分方程组的流程图 

上面我们介绍了如何确定磁场的穿透深度的计算思路，我们看到其中的计算

也需要计算给定的穿透深度下磁场和电流的分布，这就需要联合求解耦合的方程

（C17）（C18），主要的思路就是迭代求解，首先将穿透区域 a 到w之间划分网

格，1,  2, , N ，而且给定在这些节点上的初始的电流密度
0

0( ) ,  1, ,c cJ i J i N   ，

代入方程 C(18)右边进行数值积分，可以得到穿透区域a x w  之间的第一步迭

代磁场
1

z ( ),  1, ,B i i N  ，然后将第一步迭代出来的
1

z ( )B i 代入方程（C17）的第二
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个方程，可以得到穿透区域 a x w  内第一步的电流密度
1( )cJ i ，从而完成第一

步的循环，然后将
1( )cJ i 再代入方程 C(18)右边进行数值积分可以得到第二步的磁

场
2

z ( )B i ，依照这个迭代步骤不断进行下去，直到前后两个迭代步之间的磁场（或

者电流）相差很小（如 610 ）就说明收敛到了精确解。具体的数值计算流程图

参见图 C.3。为了验证这种数值求解思路的精确性，我们和 McDonald 和 Clem 的

结果进行了对比（图 C.4），可以看到我们的数值结果和他们的结果相差很小，

说明了我们这种算法的有效性和精确性。 

 

图 C.4 本文数值计算方法和 McDonald 和 Clem 的结果的对比， 1.3a fB B . 
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