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两类非线性常微分方程解的存在性

摘 要

自然科学的许多领域都提出了大量的微分方程问题，在解决实际问题时，通常可以

根据实际问题建立数学模型，也就是建立反映这个实际问题的微分方程，然后求解这个

微分方程，用所得的数学结果来解释问题，以便达到解决实际问题的目的．本文主要讨

论了两类微分方程解的存在性．

第一部分运用泛函分析理论中的不动点指数理论，在与相应线性算子本征值的有关

条件下讨论了奇异半正(足，以一k)多点边值问题

(-ly～缈”G)=^G沙◇G))，o<X<l，以≥2，1≤k≤刀一1，

分别在边值条件

m-2

妒(o)=∑口，妒(磊)，缈‘‘’(o)=妒‘’’(1)=o，1≤f≤J|}一1，o≤／≤以一k一1；
i=l

m-2

妒(1)=Eai妒(磊)，缈‘‘’(0)=伊‘7’(1)=o，O<i<k一1，1≤／≤万一k一1
i=l

下非平凡解的存在性结果，其中0<磊<色<⋯<乞一：<1，口，∈[o，佃)，并且允许

h(x1在工=0和工=1奇异．

第二部分运用非线性泛函分析中半序Banach空间的锥理论和不动点指数理论得到

了一类多时滞泛函微分方程

y’(f)=一口t，y(f))y(f)+^(枷(f))厂(f，y(t-t：l(f))，⋯，y(f一％(f)))

周期正解存在性的充分条件，其中

a，h∈C(Rx R，R)：口(f+缈，Y)=口(f，Y)：Jil(f+仞，少)=^(f，Y)：f(f+∞)=f(f)；

厂∈c([o，∞)，【o，∞))：f(u)=o当且仪当”=p：r∈C(R，R)：允，∞>0．

关键词：奇异：时滞：不动点指数：非平凡解：周期正解
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The Existence of Solutions about Tw0 Classes of Nonlinear

Ordinary Differential Equations

Abstract

Various kinds of problems about differential equation have been mentioned in many

k
． whichfieldsof nature science We usually set up mathematical models which depend on actual
●

problems when solving them．In an other word，a differential equation which reflects this

actual problem has been formed．Then we interpret the actual problems with the solutions of

the equation and solve the actual problems．The main purpose of this article is to study the

existence of the solution of two kinds of differential equations．

The first section，by means of the fixed point index theory under some conditions

eonceming the eigenvalues corresponding to the relevant linear operator,the existence is

obtained in this paper for the multi·point boundary value problem of the higher order

(七，n-k)differential equation

(-ly“cp”G)=办G沙◇G))，o<x<1，刀≥2，1≤七<n-1，

subject to the boundary value conditions

m-2

妒(o)=Eai缈(茧)’9‘‘’(o)=妒‘’’(1)=o，l<i<k-1，o≤，≤n-k-l；
i=l

m-2

伊(1)=Ea，妒(喜)'缈‘7’(o)=伊‘’’(1)=o，O<i<k-1，1≤／≤n-k-1
i=l

respectively,where o<螽<磊<⋯<磊一2<l，q∈[o，佃)，and h(x)is allowed to be

singularat x=0 and X=1．

The second section，by cone theory and fixed point index theory in semi—order Banach

space of nonlinear functional analysis，the sufficient and necessary condition of the existence

of periodic positive solution is obtained in this paper for one kind of multiple time—delay

functional differential equation

y’(f)=一口t，．y(r))y(f)+JjI(f，y(r))厂(f，y(t-f。(f))，⋯，y(t-fm(f)))
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respectively,where

口，h∈C(Rx R，R)：口(f+∞，Y)=口(f，Y)：h(t+ro，Y)=Jll(f，Y)：f(f+∞)=f(f)；

厂∈c([o，oo)，[o，oo))： ：(u)--o only when“=口：f∈C(R，R1：旯，缈>0．

Key words：singular；time-delay；fixed point index；nontrivial solution；periodic positive

solution
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第1章绪论

1．1研究的背景和现状

泛函分析是现代数学中的一个重要分支，它起源于经典数学物理中的变分问题和边

， 值问题，概括了经典数学分析、函数论中的某些重要概念、问题和成果，又受到量子物

0‘L 理学、现代工程技术和现代力学的有力刺激．它综合地运用分析的、代数的和几何的观

、
点和方法，研究分析数学、现代物理和现代工程技术提出的许多问题．从上世纪中叶开

。 始，偏微分方程理论，概率论(特别是随机过程理论)以及一部分计算数学，由于运用了

泛函分析而得到了大发展．现在，泛函分析的概念和方法已经渗透到现代纯粹与应用数

学、理论物理及现代工程技术理论的许多分支，如微分方程、概率论、计算数学、量子

场论、统计物理学、抽象调和分析、现代控制理论、大范围微分几何学等方面．现在泛

函分析对纯粹与应用数学的影响，就好像上世纪初叶集论、点集论对后来数学的影响一

样．同时泛函分析本身也不断地深入发展，例如算子谱理论以及各种表示理论已经达到

相当深入的程度． ．

20世纪以来，泛函分析逐渐成为研究常微分方程边值问题的重要理论基础．事实上，

常微分运算和积分运算的共同特征是，它们作用到一个函数后都得出新的函数，可以将

这些运算统一抽象为算子．泛函分析正是在算子概念的基础上发展起来的．30年代中期

法国数学家勒雷(J Leray)和绍德尔(J Schaudcr)建立了Leray-Schauder度理论lk21．他们的

方法用于研究线性微分、积分、泛函方程时，取得了巨大成功．尤其是这种理论对常微
●

‘

分方程边值问题的应用，形成了常微分方程拓扑方法或泛函分析方法【3．4】．其核心是各

t 类不动点定理的建立和应用．在泛函分析理论以及实际问题的推动下，常微分方程边值

： 问题的研究在近半个世纪里发展十分迅速．除了传统的二阶常微分方程两点边值问题之
}

e 外，开始研究高阶微分方程边值问题【5'6】．并且随着新问题的出现，形成了许多新的研究

方向．

首先是奇异边值问题．

1927年托马斯【7】(LH Thom嬲)和费米【8】(E Fe咖i)为确定原子中的电动势独立导出了

二阶常微分方程的奇性边值问题



J x’一f 2x2=0，

【x(o)=l，x(b)=0，
I 3

这里所说的奇性，是指，1．+ira。+x。(f)=，1．im。+f1工j t)-"oO．

有其独特方法的研究方向，即是奇异边值问题【9．1引．

其次是无穷区间上的边值问题．

之后对这类边值问题的研究形成了

最早的例子是由基德(R E Kider)[1l】给出．设半无穷多孔介质在起始时刻扛0时充满

压力为Po的气体，此时在流出面上的压力突然由昂减到号且以后一直保持日压力，这样

间的关系为

静等卜箸， (¨．2)
缸L缸／ 西7

、 7

其中A是由介质性质确定的常数，压力应满足的初值条件为

{絮』：畿。<X<<∞OOt P
，’ (1．¨)IO<tI P(o，)=， <∞，

r⋯叫

啪度量z=砉(甜及量纲一变量
晔一。1(·一掣]， m¨，

其中口=1一墨摹立，就得出无穷区间上的边值问题
形’+—与矿’0，

卜形；丁 (1．M)

形(o)=l， W(oo)=o，

对这类问题的一系列研究，形成了无穷区间上的边值问题【121．

带P-Laplace算子或Laplace．1ike(拉普拉斯型)算子的微分方程边值问题是二阶微分

方程边值问题的推广．这类问题产牛于非牛顿流体理论和多孔介质中气体的湍流理论，

．2-

-

～
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最早提出的模型是

及边界条件

或

(①尸(“’))’=g(r)厂(柚，“’)，

u(O)=a，u(1)=b，

“’(o)=口， “(1)=6，

(1．1．6)

(1．1．7)

(1．1．8)

其中①P(s)=|sIp～，(P>1)称为P一拉普拉斯算子(P-Laplacian operator)或拟线性算子

。

(Quasilinear Operator)．智利数学家较早地研究了此类边值问题，并很快引起数学界的重

视，取得了一系列研究结果，成为一个经久不衰的研究热点．

经典的二阶常微分方程边值问题，无论是周期边界条件还是Sturm．Liouville边界条

件，定解条件都是在给定区间的两端施加限制．鉴于边界条件的离散化，从20世纪80

年代中期开始研究二阶常微分方程的多点边值问题，也就是所给的两个定解条件涉及端

点间其他点上的函数值，例如

％嚣2墨。， m∽，

就是一个二阶常微分方程的三点边值问题．以此类推就有四点边值问题，n点边值问题．

常微分方程多点边值问题也常被称为常微分方程非局部边值问题．

与此同时，常微分方程的脉冲效应也引起了人们的重视，这种脉冲效应造成微分方

程瞬时改变，因此可以认为是微分方程和差分方程的相互结合．保加利亚数学家对此作

- 了大量的研究．在常微分方程边值问题中结合脉冲效应，就得到常微分方程脉冲边值问

． 题，例如

x。+厂(f，石，工。)=o，f≠‘，k=l，2，⋯，聊，

△x(气)=以，≯，x’(气)22， O．1．10)
血’(‘)=以(工(气，z。(气)))，

x(O)=x(1)=0，

其中0<ti<乞<⋯<乞<1．在这类边值问题中，脉冲周期边值问题研究得也比较早也比

较充分．除了以上提到的研究方向外，在方程中引进时滞边值问题，边界条件为相关点

一3·

■

、●t_0‘

．



上函数的非线性约束情况都有一系列研究工作．

常微分方程作为数学中一个古老而又重要的分支已有悠久的历史，而且继续保持着

迸一步发展的活力，其主要原因是它在自然科学以及现代工程技术科学，例如物理学、

化学、现代力学、生物学、医学、自动控制、电子技术和机械设计等领域中都有着广泛

的应用，同样在社会科学的一些领域里也存在着微分方程的问题．通常我们可以根据实

际问题建立数学模型，也就是建立反映这个实际问题的微分方程．然后求解这个微分方

程，用所得的数学结果来解决实际问题，以便达到能动地改造世界的目的．

1750年Euler提出了一个古典的几何学问题：是否存在一种曲线，它经过平移、旋

转运动以后能与其渐缩线(对于两条正则对应曲线C和C’，若它们在对应点总有垂直的

切线，并且对应切线的交点位于C+的对应点之上，则称曲线C为曲线C+的一条渐缩线)

重合?1771年，Condorcet讨论这个问题，导出了已知的历史上第一个泛函微分方程．至

今已过去两个多世纪了，但是系统研究工作却是在二十世纪五十年代才开始的．近年来，

常微分方程解的存在性问题受到广泛关注，一些学者应用拓扑度理论、半序方法以及临

界点理论获得了常微分方程多个解的存在性以及对各解存在区域的估计：在方程右端

不具有连续性的情况下以及在方程具有反向的上解和下解的情况下，讨论常微分方程解

的存在性问题：在利用不动点理论以及单调迭代法来研究脉冲微分方程最大解和最小

解的存在性以及迭代求解法：利用跌合度理论求解常微分方程边值问题：利用非线性

泛函分析理论中不动点指数理论、Lyapunov泛函方法、Lerary．Schauder不动点方法以及

非线性泛函分析理论中的锥拉伸与锥压缩不动点方法研究微分方程多点边值问题的正

解的存在性与多解性时，取得了很好的结果．

自然科学方面提出了大量的滞动力学系统问题，如核物理学、电路信号系统、生态

系统、遗传问题、流行病学等：社会科学方面主要是各种经济现象时滞的描述，如商业

销售问题、财富分配理论、运输调度等问题．

在动力学系统中，时滞(时间的延迟，时间的滞后现象，可用时滞微分方程、时滞微

分一积分方程或差分方程描述，即使有很小的时滞量，也会导致与无时滞的情形截然不

同的结果)是不可避免的．在这个意义下，常微分方程组

戈(f)=f(f，x)，x∈R”，

只是动力学系统中一种近似描述．很多情况下略去滞量便达不到必要的精确度甚至导致

结论的错误，因此这些问题是常微分方程所不能解决的，这迫切地就需要建立一种新的

．4．
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模型来讨论它，因而产牛了泛函微分方程——Functional Differential Equation，缩写为

FDE．

正是由于这些极其广泛的应用课题的推动，使泛函微分方程的研究取得了实质性

的、全面的进展．

1．2泛函微分方程的分型简介

1．滞后型泛函微分方程：要决定一个状态的未来，不仅要确定这个状态现在瞬间

的值，而且要顾及过去的历史情况．这类动力学系统叫做滞后型泛函微分方程，略记为

RFDE(Retarded Functional Differential Equations)．

具体形式如下：

=0，i=1，2，⋯，z，／=l，2，⋯玎，

i=1，2，⋯n，J=1，2，⋯刀，

满足初始条件x(s)：①(s)，(J∈卜t，o】)． ．

2．超前型泛函微分方程：简单的说就是确定了未来某一时间区间里的计划值，讨

论在此之前(从现在的瞬间到这区间的左端点)的状态应如何取值才符合动力系统的规

律，这类系统叫做超前型泛函微分方程，略记为AFDE(Advanced Functional Differential

Equations)．

具体形式如下：鲁D(f，x，)=厂(f，xⅣ，D在。处不是原子的．
3．中立型泛函微分方程，因为它的特征根既不象滞后型方程那样散布在某直线的

左半平面上，也不象超前型方程那样散布在某直线的右半平面上，而是分布在两平行直

线之间，因此叫做中立型泛函微分方程，略记为NFDE(Neutral Functional Differential

Equations)．

1．3本文结果

本文主要对两类非线性常微分方程解的存在性进行研究，结果有两个：

首先，运用泛函分析理论中的不动点指数理论，在与相应线性算子特征值的有关条

件下，讨论了奇异半正(七，万一k)多点边值问题
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分别在边值条件

(-1)，l～9”G)=^G沙0G))'o<z<1，以≥2，l<k≤n-I，

m-2

妒(o)=∑口，妒(磊)，∥(o)=∥(1)=o，l 5 f≤七一l，o≤／≤n-k-l；

妒(1)2擎9(喜炒(o)=棚)=O,O<i<k-l,l<／舛㈧V ，

下非平凡解存在性的充分条件，其中o<磊<色<⋯<磊一：<l，口f∈【o，佃)，并且允许
7

j
如～厶

h(x)在x=0和x=1奇异．

其次，运用非线性泛函分析中半序Banach空间的锥理论和不动点指数理论得到了

一类多时滞泛函微分方程

y’(f)=一口t，y(f))y(f)+Jlz(f，y(f))厂(f，y(t-rI(f))，⋯，Y(t-rm(t)))，

周期正解存在性的充分条件，其中

口，h∈C(R×R，R)：口(f+缈，Y)=口(f，Y)：JIl(f+国，y)=^(f，Y)：f(f+∞)=f(f)；

厂∈c(【o，oo)，[o，oo))：／(“)=o当且仪当“=9：r∈C(R，R)：力，∞>o．

．6·
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第2章预备知识

首先给出与泛函分析有关的基本概念和结论．

定义2．1【13l 设尺是实(或复)数域F上的一个线性空间．如果R上的实值函数p(·)

满足下列条件：

1．p(x1≥0，X E尺；

2．p(ax)=Ia Ip(x)，x∈R，a∈F；

3．p(x+y)≤p(x)+p(y)，x，Y∈月；

则称p(x)是工的半范数或称为拟范数．

如果半范数p(x)又满足如下条件：

4．如果p(x)=0，另Ij么z=0，

便称p(石)是工的范数，通常也记x的范数为IJxII，而且R按这个范数⋯称为赋范线性空

间，简称为赋范空间．

定义2．2【13】 如果度量空间R中每个基本点列都收敛，称尺是完备(度量)空间．完备

赋范线性空间又称为巴拿赫空间(Banach space)．

在c[o，1]中，按照通常函数的线性运算定义加法以及数乘，则c[o，1】成为一个线性

空间．对V9∈c[o，1】，定义范数

’

⋯I-理警I缈(x)I， (2．1)

则c[o，l】就成为一个Banach空间．在Banach空间c[o，l】中，一阶连续可微函数的全体记

为C1[O，1】，二阶连续可微函数的全体记为C2[0，1】．

定义2．3‘141设E是实Banach空间，如果尸是E牟某非空凸闭集，并且满足下面两

个条件：

(i) 工∈P，旯≥0=》2x∈P：

-7．



(ii) x∈P，--X∈Pj x=0，0表E中零兀素，

则称P是E中的一个锥．

定义2．4【151用户表示尸的内点集，如果户≠①(①为空集)，则称尸是一个体锥．

注：给定E中一个锥P后，则可在E中引入半序，即对任意的x，Y∈E，如果

Y—x∈P，贝0记x≤J，；如果x≤Y，并且x≠Y，贝0记工<Y．
1l‘I

定义2．5一如果存在万>0，使得当0XIIf=恢II=1，五∈P，工：∈P时，恒有

恢+x：II≥万，则称锥P是正规锥．

定义2．6【15】设巨和E：是两个BallaCh空间，D c巨，算子彳：D j岛，若彳将D中

任何有界集s映成E：中的列紧集彳(s)(即彳(s)是相对紧集，也就是它的闭包刁两是易

中的紧集)，则称A是映D XE：的紧算子．

定义2．7【15】设E是一个拓扑空间，x c E，若存在连续算子，．：E—x，使当x∈x

时，恒有，(x)=工，则称X是E的一个收缩核，算子，称为是一个保核收缩．

定义2．8【15】若算子么：D—E：是连续的，而且又是紧的，则称彳是映D入E：的全连

续算子．

引理2．1[15】 N k(x，Y，“)在(x，y)∈G x G，一00<“<+o。上连续，那么对于算子

K：(KqO(x)=LJ|}(x，Y，伊(少))方，K：c(G)一c(G)全连续．

引理2．2【15】设彳。：D j E：全连续(珂：1，2，⋯⋯)，彳：D一最，如果对于D中任何有

界集墨当刀一+∞时，II彳。z一血II都一致趋于零(关于工∈S)，则A：D—E2全连续．

引理2．3【15】设x是实Ballach空间E中的一个收缩核，对于x中的每个有界开集

U c X，设A：U一一X全连续且在a【，上没有不动点(即Ax≠x)，其中万和OU分别是相

对于X的闭包和边界，则存在整数f(彳，U，X)，称为A在U上关于X的不动点指数．

并且该不动点指数f0，U，x)满足下列条件：

①正规性：若彳：O-一u是常算子，则

-8．



f(彳，U，X)2I·

②可加性：若U。与U：是U的互不相交的子集，关于X都是开集，并且A在

疗＼(U U％)上没有不动点，则

f(么，U，x)=f(彳，UI，x)+f(爿，％，x)，

这里：fo，u足，x)=fbl畋，uK，x)，七=1，2．

③同伦不变性：设H：【o，ii×扩一X全连续，使当O，z)∈[0，1]×au时，恒有

s-s(：，x)≠x，贝lJi(H(t，囊u，x)与t无关．

④保持性：若y是x一个收缩核．彳修)c Y，则

f(彳，U，X)=f(么，uNY，y)，

这里：i(A，UNY，x)=f(么l阶，，uNY，y)．

⑤切除性：若y关于X开集，V c U，且4在驴＼y上没有不动点，则

i(A，U，x)=f(彳，矿，x)．

⑥可解性：若f0，U，x)≠0，则么在U中至少有一个不动点．

引理2．4【15】(Leray．schauder不动点定理)

设彳：E—层全连续．如果集合钏x ll：x∈E，x=；tAx，o<允<1)是有界的，则A在E

中的闭球T中必有不动点，这里

T={x x∈E，Il x ll<R)，R=sup{11 x 11：x=2Ax，o<A<1)．

引理2．5【15】Krasnosel、skii(范数形式的锥拉伸与压缩不动点定理)

设Q。，Q2 7黾Banach空间E中的有界开集，O e Q。，磊。c Q：，A：elG(fiz＼fl·)寸尸是

全连续算子，如果满足条件：

(it日Irl)IIAxll<11xII，坛∈Pnm。；II止11>--II工II，慨∈PNoX】z，(即范数锥拉伸)

或

(H2)IIAxll-<11xII，VxePN ：；II血11->11xil，眠∈尸n讹-，(即范数锥压缩)

．9-



那么，A在尸n(磊：＼Q。)中必具有不动点．

引理2．6[16】(Lebesgue控制收敛定理)

设{以(x)I甩∈Ⅳ)，是E上的可测函数列，如果

(1)⋯limZ(x)=／(z)；

(2) 存在可积的函数F，使得I‘(工)庠‘F(x) VnⅣ)，则厂(x)在E上可积，则

厂在E上可积，并且

。li．，m。。L正(x)出=L厂(x)ax．

．10一



东北大学硕士学位论文 第3章奇异半正(七，刀一k)多点边值问题非平凡解的存在性

第3章奇异半正(尼，，z—k)多点边值问题非平凡解的

存在性

』‘W I言

? 文献[17]研究非线性奇异(毛，z一砷多点边值问题
。

(一1)”一‘妒‘n’(x)=办(x)厂(妒(x))，O<x<l，n>2，l<_k<．n-1，

分别在边值条件

缈(o)=∑：2q①(磊)，∥(o)=妒‘01)，l<_i<_k-1，O<j<n-k-1；(3．1．2)

缈(1)=∑：2q①(纠，∥(o)=∥(1)，O<i<k-1，o≤／≤，l-k-1 (3．1．3)

下正解的存在性，其中o<卣<受<⋯<彘一：<1，ai“o，佃)，并且允许h(x)在x=O和

x=l奇异．本章在文献【17】的次线性条件基础上通过添加一个半正条件／(u)≥一b，

b≥0，Vu∈R，将文献【17】中的结论推广到非平凡解的存在性．

3．2准备工作

引理3．2．1【l 8，19】对Vr∈(。丢)，存在。(r)>。，使得
k(x，y)≥JD(f)七(z，j，)，f≤x≤l—f，y，z∈[o，1】．

引理3．2．2【18’191 设妒∈c“【o，l】满足

k㈠捌若犍篓麓k^
对任意f∈(。，三)，存在。(f)>。，使得

伊(x)≥D(r)I|缈II，f≤z≤1一f．

．11．



第3章奇异半正(七，刀一k)多点边值问题非平凡解的存在性 东北大学硕十学位论文

令

喇=南裂岛p¨(1-矿士1砒，

吣垆两黯‰仔¨”矿士1出，
容易证明①，X)≥o，x∈[o，1](f=1，2)，并且根据Euler积分的性质可知

假设：

(H。)

(日。)’

①。(o)=1，①，(1)=o，①：(o)=o，①：(1)=1．

m-2

∑q①。(纠<1；

m-2

∑q①：(毒)<1；

(也)^：(o，1)一[o，+∞)连续，J}l(x)／o，并且f』Il(x)出<佃；

(马)，(咖，佃)-◆(-oo，佃)连续．

设

m∽：丁
【

jii高．f：‘1一y’rI一1(t+y-x)“一t—l c拓，。≤x≤y≤·，

ii：高，：‘1一』’r”一t一1(t+x-y)‘一l c打，。≤y≤x≤·，

叉广．，



}一

|．
I。

卜
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东北大学硕七学位论文 第3章奇异半正(后，甩一k)多点边值问题非平凡解的存在性

(劫)(工)=，：霞(x，y)h(y)f(qo(y))dy，工∈【o，1】，

(劫)(工)=，：霞(w涉(j，)伊(x)dy，x∈[o’1】．

(3．2．3)

(3．2．4)

取f∈(。，吾)，记西(r)=min{。(f)，，m，。、i．n一，(I)l(x))，西‘(f)=如nin{。(f)，，m：。；i．n一，02(，x))，
D=西(f)，D‘=西(f)，B=m。，。ax,e(x)，G=maxg(y)·容易iY_明 B>o，G>o；

西(f)>o，西‘,／-)>o；

因此，

。≤尼(训)≤K(w)⋯+嵩篁i=1 q毗

㈣(训)≤K(w)螂+嵩艺i=1q观

(3．2．5)

(3．2．6)

引理3．2．3n71假设(日。)一(只)满足，则由(3．2．1)所定义的算子彳：c【o，1卜争c[o，1】全

连续；假设(H’。)一(只)满足，,贝lJ Eh(3．2．3)所定义的算子彳：c【o，q．c[o，l】全连续．

引理3．2．4∽1假设(q)一(B)满足，如果4有不动点cp≠：O，则缈是边值问题

(3．1．1)(3．1．2)的非平凡解；假设(日’，)一(只)满足，如果五有不动点缈≠o，则缈是边值问

题(3．1．1)(3．1．3)的非平凡解．

引理3．2．5[17】假设(q)(H2)满足，则由(3．2．2)所定义的算子r，谱半径r(丁)≠o，并

且丁存在相应于第一特征值A=(厂(r))。1的正特征函数；假设(q)’(坞)满足，则由

(3．2．4)所定义的算子于，谱半径，．(于)≠o，并且于存在相应于第一特征值互=(，(于))～的
正特征函数．

引理3．2．6【15】 设E为Banach空间，Q为E中非空有界开集，A：五一E为一全连续

算子，如果存在‰≠口，使得“一彳“≠f‰，Vu∈砸(尸)，r≥0，则deg(I-A，Q，0)=0．

引理3．2．7【15】 设E为Banach空间，Q为E中非空有界开集，R o∈Q，A：五一E为

一全连续算子，如果Au≠f“，Vu∈砸(P)，f≥1，贝,lJ deg(I-A，Q，0)=1．

．13-
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第3章奇异半iF(七，n-k)多点边值问题非平凡解的存在性 东北大学硕士学位论文

引理3．2．8【151 设E为Banach空间，A：E寸E全连续，如果AO=0，4存在且l不

是4的特征值，则存在，．>o使得deg(z一彳，E，O)=deg(I一4，E，口)=(一1)卢，其中∥为

4的所有大于l的特征值的代数重数之和．

在Banach空间c[o，1】中，范数由恻l=理警1妒b】定义，该范数称为最大值范数，令

尸={伊∈c[o，1】l缈(工)≥o，x∈【o，1】)，则尸是c[o，1】中的正锥．本文中所提到范数均为最大
值范数．

引理3．2．9[17】 设 置：移∈P|妒G)≥6p)|酬I，f≤工≤1一f}，

西(r)=min{D(f)，rain，如；。一，①。(x))，

其中，Dp)由引理3．2．1给出，则只ec[o，1】中的锥，且E c P，由(3．2．2)所定义的算子

丁：c[o，1卜手c[o，1】全连续且丁(JP)c丘；由(3．2．4)所定义的算子于：c[o，l】一c[o，1】全连续

Rf．(P)cP,．

引理3．2．10[15】(Leray-Schauder不动点定理)

设A：E专E全连续．如果集合钏x ll：x∈E，x=2Ax，0<A<1)是有界的，则A在E中

的闭球r中必有不动点，这里丁={x：工∈E，II x 11≤R}，R=sup{11 x11：x=旯Ax，o<A<1)．

．证明令互={工：x∈E||工忙R+妻)，如果彳在a互上没有不动点，可令瑰(工)=x—m．
于是p萑吃(a瓦)，V0≤t≤1．根据同伦不变性知

deg(I-A，瓦，0)=deg(／气，互，0)=deg(ho，瓦，0)

=deg(I，互，0)=1≠0，

因此，A在疋中具有不动点．故根据上述可知，在任何情况下，A在元中都必有不动点

五， 即黾=Axk(k=1，2，3，⋯)，＆∈霉．根据A的全连续性知，存在子列吒， 使得

瓴--+X’E E，于是_=么_一x’．由JI墨I|<尺+i1，得Il工‘临R．根据4的连续性得

x+：Ax‘．证毕．

．．14．．
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东北大学硕十学位论文 第3章奇异半正(七，刀-k)多点边值问题非平凡解的存在性

3．3非平凡解存在性定理

定理3．3．1设(q)一(B)满足，如果存在常数6≥0，使得

S(u)≥-b，Vu∈R，

1im舭掣>^；¨o l U
”

limsup型<^，
“—}+00 U

(3．3．1)

(3．3．2)

(3．3．3)

其中A是由(3．2．2)所定义的算子r的第一特征值，则边值问题(3．1．1)(3．1．2)至少存在一

个非平凡解．

证明 由(3．3．2)式知，存在，i>0，使得厂(“)≥^l u I，V u I<吒，对于V伊∈巨，有

(彳缈)(x)≥^，：K(工，Y)h(Y)I々o(y)[dy>O，x∈[o，1]，

因此，彳(最)c P由厂(“)≥A u I，V l甜I<，i，有

(彳妒)(石)≥丑，：K(x，y)h(y)l々o(y)Iay=^(砌)(x)，x∈[o，l】， (3．3．4)

假设A在a瓦上没有不动点(否则定理得证)．令缈‘是T相应于^的特征函数，因此

伊‘=^砌‘．现在证明

驴一A缈≠∥伊‘，V9∈a乞N P，∥≥o，(3．3．5)

否则，存在仍∈强NP日ro≥0，使得仍-A々o,=气伊‘．因此仍=AcPi+rdp‘≥％妒‘，令

f‘=sup㈨仍≥印+)， (3．3．6)

很容易得到f’≥％>0，14_々oI≥f’妒‘．从丁(P)cP可得到

^确≥f。^和‘=f‘妒’， (3．3．7)

因此，由(3．3．4)式和(3．3．7)式有纯=彳仍+VoCp‘->21TcPl+rdp’≥_r’缈’+气伊‘=(f’十％)缈‘，

这与f’的定义矛盾，因此(3．3．5)式成立．

因为彳(或)c只由不动点指数同伦不变性和引理3．2．6知，

-15一
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第3章奇异半正(七，胛一后)多点边值问题非平凡解的存在性 东北大学硕士学位论文

deg(I-A，&，p)=f(彳，er,fir，P)=o． (3．3．8)

令驴(x)=6，：K(工，y)h(y)dy，容易证明驴∈P，并且彳：c[o，1]--+P一驴，定义

五缈=彳(9一驴)+驴，·o e C[0，1】，那么匀：c[o，1]---">P．由(3．3．3)得，存在吒>，i+II乒II和

0<a<1使得厂(“)≤以“，Vu>r2．定义互妒=以砌，fo ec[o，11，则五：c【o，1卜÷c[o，l】

是有界线性算子且五(尸)c尸．令

M+=2max{翟肚(训川川m(州慨2㈣)， (3．3-9)

下面证明M+<-boo．

由(3．2．5)式知K(x，y)≤M，由(致)知．『：五(工)出<佃，由(乩)知厂(伊(J，))在乏中

有界，因此，M’<+∞．令∥={缈∈Pl妒=∥j缈，o≤∥≤1)，下面证明形是有界的．

对V伊(工)∈形，记妒(x)=min{妒(x)一痧(x)，吒)，并且记

P(伊)={工∈[o，1]l rp(x)一驴(x)>吃)． (3．3．10)

当缈(x)一乒(工)<o时，痧(x)=缈(x)一痧(x)≥伊(x)一眨≥一眨，所以11 0 11-<吃，因此对于

对v々o(x1∈W，有

缈(x)=∥(五妒)(x)=∥[彳(伊-0)+O]

=∥mK(x，y)h(y)f(rp一驴)咖+驴(x)I
≤，：K(工，y)h(y)f(rp,一O)dy+庐(工)

=，和)K(z，y)h(y)f(ep—O)dy+k卜㈤K(w涉(y)厂(妒)妙+驴(工)

≤。巩，：K(x，y弘(y)(妒(y)一O(y))dy+，：足(x，y№(y)厂(旷)方+驴(z)

≤观J。IK(x,y)h(y)rp(y)dy一以J：K(x，Y)h(Y)O(y)dy

+，：髟(x，Y)h(Y)f(O)dY+2q3(x)

≤嘲，：K(x，y)h(y)fo(y)dy+J：K(z，J，弘(y)厂(汐)咖+20(x)

．16．
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东北大学硕：i二学位论文 第3章奇异半正(露，胛一k)多点边值问题j#平凡解的存在性

≤以，：K(x，y)h(y),p(y)dy+M‘
=(互缈)(x)+M。， (3．3．1 1)

其中M‘由(3．3．9)式给出，因此o≤妒(x)=∥(彳缈)(工)≤(巧伊)(x)+M‘，从而可得

((，一五)妒)(x)≤M+，工∈[o，1】．因为A是丁的第一特征值且0<o-<1，所以(厂(互))～>1．

从而逆算子(1一五)。1存在，并且可得(1-r,)～=，+互+五2+⋯+五”+⋯．由于TI(P)c P,

所以(1一互)一(P)c P，从而伊(x)≤(，一五)一M’，x∈[o，1]，并且形有界．

取吩>max{吃，supW+lI乒吣，下面证明j在上慨没有不动点．

假设存在仍(石)∈慨，使得j仍=仍，则仍∈W，此时u=1，并且|I纪II=r，>supW，

矛盾，所以力在上峨没有不动点．因此，由引理3．2．10和不动点指数的保持性和同伦不
变性可知

deg(I-．4，&，O)=i(f4，气nP,p)=i(o，吃nP,P)=1． (3．3．12)

设全连续同伦函数日(f，妒)=彳(妒一f驴)+f驴，t，妒)∈[o，1】×巨，，则吃(缈)=伊一H(t，妒)，

下面证9诺以(慨)．

假设存在(to,仍)∈[o，1】×峨，使得以(缈)=9即日(气，仍)=仍，那么

A(fo：一岛驴)=仍一岛驴，并且j(仍一％痧+痧)=fP2-toq5+痧，因此仍-toO+驴∈W．又因为

11 90：一岛痧+驴恻I仍II-(1一f0)II驴忙吩一||痧ll>sup形，矛盾．故p萑吃(喂)．

由拓扑度的同伦不变性和(3．3．12)式可知

deg(I-A，&，0)=deg(／一u(o，·)，&，0)

=deg(I-H(1，·)，吃，口)=deg(I-．4，&，口)=1． (3．3．13)

由(3．3．8)和(3．3．13)矢Ndeg(I-A，吃＼E，O)=deg(／-A，&，O)-deg(／一4，展，目)=l，

所以么在(&n尸)＼(最nP)上至少存在一个不动点，即边值问题(3．1．1)(3．1．2)至少存在

一个非平凡解．

定理3．3．1‘ 设(H．’)一(％)满足，如果存在常数6≥o，使得(3．3．1)．(3．3．2)署11(3．3．3)成

一17一
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第3章奇异半正(七，玎一k)多点边值问题非平凡解的存在性 东北大学硕士学位论文

立，那么边值问题(3．1．1)(3．1．3)至少存在一个非平凡解．

证明类似定理3．3．1．

推论3．3．1设(q)一(B)满足，如果存在常数6+≥。，使得厂(“)≥一等，V“≥一6+，
其-qh

M‘=m。。⋯ax。f。'K(、x，y)^(y)咖．NIN(3．3．2)(3．3．3)满足，则边值问题(3．1．1)(3．1．2)至

少存在一个非平凡解．

证明 定义

脚，=馏j嚣，
(4妒)(石)=『：K(x，y)h(y)f(cp(y))dy，x∈[0,11，

由定理3．1．1知4至少存在一个非零不动点驴，则

驴(x)=小(训涉(j，)，(驴(y))方≥一等肛(w)Jl(y)咖≥一矿，
从(3．3．14)有彳(庐(石))=厂(驴(x))，x∈『o，11，则

(3．3．14)

(3．3．15)

驴(x)=』：K(x，Y)h(Y)f(O(Y))dY=』：K(工，Y)h(Y)f(O(Y))dY=(却)(x)，

因此，驴是奇异边值问题(3．1．1)(3．1．2)的非平凡解．

(3．3．16)

推论3．3．1’设(q’)一(凰)满足，如果存在常数6+≥。，使得厂(“)≥一等，VU>-b*,

其中M’=m，。⋯ax。f。Ig(、x，y)h(y)dy，NN(3．3．2)(3．3．3)满足，则边值问题(3．1．1)(3．1-3)至少

存在一个非平凡解．

证明类似推论3．3．1．

定理3．3．2 假设(q)一(乜)满足，如果 。

矿(“)≥0，Vu∈(啦，佃)； (3．3．17)

1im inff(u)>A；
“．'O U

‘

-1 8·

(3．3．18)

t!，．，



东北大学硕士学位论文 第3章奇异半正(七，n-k)多点边值问题非平凡解的存在性

叫1．+im。sup掣<A； (3．3．19)

这里^是T的第一特征值，T是由(3．2．2)式定义的，那么边值问题(3．1．1)(3．1．2)至少存

在一个正解和一个负解．

证明 由(3．3．17)可以得到A(e)c P，与定理3．3．1的证明相似，由引理3．2．6和引理

3．2．7知，存在0<，i<r2，使得

i(A，吃ne，o)--o，i(A，气nP，p)=1， (3．3．20)

由切除性可得i(A，(&n尸)＼(夏nP)，9)=f(彳，＆n P,O)一i(A，E np,o)=1．因此，彳在

(&n尸)＼(巨nP)上有不动点，则边值问题(3．1．1)(3．1．2)至少有一个正解．

定义 五(U)=-f(-u)，Vu∈(蝴，佃)，

(幺9)(x)=J：K(x，y)h(y)f：(go(y))dy，x∈[o，11， (3．3．21)

那么4(尸)c P且4在P＼{p)上有不动点妒．因为正(汐(工))=一厂(—妒(x))，Vx e[O，1】，有

-o(工)=IIK(x，y涉(y)厂(书(y))咖=(彳(书))(x)，x∈[o，1】， (3．3．22)

因此，书是边值问题(3．1．1)(3．1．2)的负解．

定理3．3．2‘ 假设(q’)一(B)满足，如果(3．3．17)、(3．3．1 8)和(3．3．19)成立，那么边

值问题(3．1．1)(3．1．3)至少存在一个正解和一个负解．

证明类似定理3．3．2．

3．4非奇异情况

这部分考虑Jll(x)在工=o和x=1非奇异的特殊情况，即(七，n—k)多点边值问题

·

(一1)．-k缈‘“’(x)=／(工，妒(工))，0<x<l，刀>2，l<k<n一1， (3．4．1)

分别在边值条件

伊(o)=∑：2口f缈(磊)，fO(i)(o)=∥(1)，l<i<k-1，o≤／羔刀-k-l； (3．4．2)

妒(1)=∑三2q妒(纠，∥(o)=∥(1)，O<i<k-1，o≤_，≤，l-k-1 (3．4．3)

一19．
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第3章奇异半正(七，玎一k)多点边值问题非平凡解的存在性 东北大学硕士学位论文

下非平凡解的存在性，其中o<磊<色<⋯<磊一2<l，a，∈[o，佃)．

定理3．4．1假设(q)满足，且／(x，“)在[o，l】×(咖，佃)上是连续的，如果存在一个

常数b≥0，使得

且关于工∈【o，l】一致成立

f(x，“)≥-b，Vx[o，1】，”∈(娟，佃)；

蛳nf掣>A，工∈[o'1】；Ho U
‘ 。

lim sup盟型<，̂x∈[叫，U---’+00
U

。 。

(3．4．4)

(3．4．5)

(3．4．6)

这里^是丁的第一特征值，T由(3．2．2)定义，且这里h(y)=-1，那么非线性(尼，n-k)多点

边值I司题(3．4．1)至少有一个非平凡解．

证明定义

(却)(x)=，：K(x，Y)f(Y，缈(y))dy，工∈[o，1】，

(和)(工)=^，：K(W)缈(J，)咖，工∈【0’1】，

由(3．4．5)式知，存在‘>o，使得f(x，“)≥^l u I，V u峰吒，对于V妒∈互，因此，

(彳9)(x)≥AfK(x，J，)h(y)t尹(y)dy=Yq(Ttp)(x)，工∈[o，l】，类似定理3．3．1前半部分的证

明可知，de：g(I-A，&，曰)=f(么，或DP，P)=o．
令

痧(x)=6，：K(x,y)dy，知=彳(9一驴)+庐，缈∈c[o，l】，

M*=2maxl【妒s。u％p。f。lK(工，y)l厂(妒(少))I咖，2II妒lI}．
类似定理3．3．1后半部分的证明可知，

deg(I-A，&，p)=deg(I-H(0，·)，&，0)

=deg(I-H(1，·)，&，口)=deg(，一j，＆，口)=1，

由Leray-Schauder度切除性deg(，一彳，吃＼巨，O)--deg(i一彳，&，O)-deg(I-A，互，口)=l，

．20-
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东北大学硕士学位论文 第3章奇异半正(七，胛一k)多点边值问题非平凡解的存在性

所以彳在(&nP)＼(瓦nP)上至少存在一个不动点，即边值问题(3．4．1)(3．4．2)至少存在

一个非平凡解．

定理3．4．2 假设(q)且厂(x，“)在[o，1】×(棚，佃)上是连续的，如果存在一个常数

Ml≥0，使得

且关于x∈[o，1】一致成立

矿(x，u)>-MI“2，o≤工≤l，一∞<“<佃； (3．4．7)

娥inf掣>^，x∈[0,11；“_'o U I

I慨唧掣<^， X∈【o'l】，

(3．4．8)

(3．4．9)

这里^是丁的第一特征值，r是由(3．2．2)式定义的，此时Jll(y)-1，那么非线性(七，n-k)

多点边值问题(3．4．1)(3．4．2)至少有一个正解和一个负解．

证明 令工(z，“)=f(x，“)+MI“，0<x<l，啦<“<佃且厶缈=zv—Ml伊，那么

(3．4．1)等价于

{，， 一。一，一5’妒’5：2『：六‘?f：?(、y))’o<工<1’ (3．4．。o)
l妒(o)=∑：2q妒(刳，妒o’(o)=缈D’(1)，ISi_<k-I，O<j<n-k-1，

、 7

因为T的特征值是正的，所以-M。不是T的特征值．边值问题(3．4．10)相应的齐次方程

k匹2口f比)，粥端篇L， ，(3．4．111<i<k-1O<j<n-k-1
)

l缈(o)=∑：2卵(专)，缈o’(o)=缈D’(1)， ， ，

7

只有平凡解．(3．4．1 1)的格林函数为Kl(x,y)，且K。(x,y)具备K(x，Y)的性质．方程

(3．4．1 0)等价于Hammerstein型积分方程

9(x)=I(：KI(X,Y)L(x,ep(y))dy=(4妒)(工)，

容易证明4：c[o，1]一c[o，1】是全连续算子，由(3．4．7)式有

z以(工，U)≥o，o≤x≤1，—∞<“<+∞．

-21-

(3．4．12)

(3．4．13)

．



第3章奇异半正(七，刀一k)多点边值问题非平凡解的存在性 东北大学硕士学位论文

定义

(五缈)(工)=『：K。(石，y)口o(y)dy， (3．4．14)

容易证明互：c[o，1】_c[o，1】是全连续的，H(r,P)c P,令五=^+M。，因为A是丁的

第一特征值，可得互是五的第一特征值，由(3．4．8)式和(3．4．9)式得

sup丛型<五，x∈[0，1】；
U。。

。

l删im m掣>互，”-+0 f，I
⋯ x∈【o，1】．

证明与定理3．3．2类似，得出方程(3．4．10)至少有一个正解和一个负解．

(3．4．15)

(3．4．16)

推论3．4．1假设(q)满足，S(x，“)在工∈[o，1]×(硼，佃)上是连续的，若存在6l≥0，

使得厂(五“)≥一鲁，VU>-b*,工∈[0，l】，其中M。=m—r”ax．，j"1 K。(五y)咖，并且(3．4．5)式和

(3．4．6)式都成立，那么奇异(七，n-k)边值问题(3．4．10)至少存在一个正解和一个负解．

3．5实际应用

例3．5．1令Jll(x)= n--4，七=2，聊=4，口。=互1，磊=三，口2=·，受=詈．

确)_(b,+1)e-“lul：’?
其中b。由下面(3．5．1)式所定义，贝JJ(3．1．1)(3．1．2)边值问题

(工))，O<x<l，

(吾)，伊’(。)=9(·)=伊’(·)=。，
至少存在一非平凡解．

证明容易证明f：(-∞，+∞)_(-嗡佃)连续，且厂0)≥0(Vu∈JR)，此时，

-22-
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东北大学硕十学位论文 第3章奇异半正(七，刀一七)多点边值问题非平凡解的存在性

由文献[20，21】知，

①。(x)=3 1』!f(1一f)出=2x3-3x2+1，

口Gk◇)≤k(x，y)≤fl(x)g(y)，v(x，y)∈【o，1】×[o，1】，

其中口G)=掣n 1，∥(x)=锚min／'／，g◇)=一 1彤． 一疗r

时有

y．-k0一)，)‘
@一1)10一k一1)!’

从而当甩=3，k=1

口(x)=j1 x2(1一x)2，∥(x)=互1 x(1一x)，g(y)=y2(1一y)2，那么

三x2(1-x)2 y2(1-y)2≤七(工，y)≤·圭x(1一x)y2(1-y)2，V(x，y)∈[0，l】×[o，l】，

心一州三]吨(詈)=茜，
因此

七({，y)，后(；，y)≤吉y2(1-y)2，

K(x，y)=七(x，y)+詈；(2x3—3x2+t)[三七(三，y)+后(·；，y)]≤互1+詈；×三×歹1≤詈，
所以算子T满足

。丁o=s扣uI：p。lI丁妒II=s扣uI：p。．，f。K(x，夕)^(y)妒(y)dyI

≤s卅upm⋯a⋯xf。'x(训)Jjl(圳缈(y)I咖

≤詈小(y)dy

=封』4Y(1一-Y)方
2jJ。——砂
4

2；万，

㈣=s洲up和II=s⋯uplf。'K(础)|}z(J，)妒(y)咖I

≥鬻毽卸：足(训)矗(咖(y)dyI

．23-



第3章奇异半正(七，n-k)多点边值问题非平凡解的存在性 东北大学硕士学位论文

三工2(x-1)2 y2(1-y)2^(J，)缈(y)咖

61。高冲南≥南≥掰1im lim～／11T11 dx和．5．1)fⅣ(1一x)i出 !．。钏P I| ⋯
” “彘 钾

由(3．3．2)式和(3．3．3)式可知

limsup趔：limsup坐：o<^，
U--’+oO U Ue

li卿f眢“卿f(6l“户_6I小^，
由定理3．3．1知，边值问题

3—4●一4

，●J
l}踏

>一

咖3—2

、l，y一，■＼
3—2

y
3—4●一4

，●J●一钙>一

，{h}r～
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第4章一类多时滞泛函微分方程周期正解的

4．1引言

存在性

近年来，泛函微分方程剧期解的存在性I司题受到人们厂泛的关注，许多作者对于各

类微分方程的周期解的存在性进行研究，如文献[22—26]．关于泛函微分方程周期解的

研究已有许多结果出现，并且发展了解决这类问题的许多有效的方法，如不动点方法、

拓扑度方法和固有元方法等．其中，不动点方法被广泛地应用，并且获得了很好的结果．

文献[22]和[23]对一类单时滞泛函微分方程

y7(f)=一口(f)J，(f)+AJll(f)厂(y(f—f(f)))，

周期正解的存在性进行研究，其中 口=口(f)，h=Jll(f)，f=r(t)是连续的周期函数，

口=口(f)，五=Jll(f)，厂-厂(f)是非负的函数；2,co>0，f^(s)ds>0，f∈[o，∞】．
本文利用非线性泛函分析中半序Banach空间的锥理论和不动点指数方法将上面方

程推广为一类多时滞泛函微分方程

／(t)---口t，y(f))y(f)+舶(f，y(f))厂(f，y(t-r。(f))，⋯，y(卜％(f)))， (4．1．11)

并研究它的周期正解的存在性．其中，

a，h∈C(RxR，R)； a(t+co，Y)=口(f，y)；h(t+co，Y)=^(f，y)； f(f+∞)=f(f)；

厂∈C(R×[o，∞)”，[o，∞)1；厂(“)=o当且仪当“=秒：f∈c(R，R)：2,co>0．
假设口(f，Y)，h(t，Y)满足下列条件：

(q)存在连续的国一周期函数q(t)，a：(t)满足

口。(f)≤盘(∽)≤口：(f)，，f口，(f)出>o；

(皿)存在连续的国一周期函数J|ll(f)，jjl2(f)满足

向(，)≤Ji(∽)≤如(，)，r啊(，)沈>0．

．25．
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4．2准备工作

定义x={Y Y∈C(R，R)，y(t+国)2 J，(f))，川I 2晒su；p。l乃(f)I，(y∈x)， 则空间X

按上述范数构成Banach空间．

引理4．2．1当，_口t，y(f))dt>0时，求解方程(4．1．1)的国一周期解等价于求解积分

方程(4．2．1)的∞一周期解．

y(f)=旯，j”G(柚)Jil(蹦(s))厂(f，y(s-vI(s))，⋯，y(s一％(s)))ds， (4．2．12)

舯 印∽=一．证明设y(f)是方程(4．2．1)的∞一周期解，两边关于t求得

y’(f)=允G(f，t+og)h(t+aJ，y(f+缈))／(f，y(f+缈一f。(f+∞))，⋯，y(f+∞一％(f+∞)))

一2G(t，f)^(¨(f))厂(f，y(t-r。(f))，⋯，y(t-v。(f)))

+A『ff+。q(柚)五(蹦(s))巾，y(s-vI(s))，⋯，J，(s一％(J))净

=2h(t，y(f))厂(∽(卜i"1(f))，⋯，J，(卜‰(f)))一口t，y(f))夕(f)，

即y(f)是方程(4．1．1)1构I∞一周期解．

反之，设y(f)是方程(4．1．1)的国一周期解，则

2h(t，y(f))厂(缈(卜q(f))，⋯，J，(，一％(，)))=J，’(f)+口t，少(f))J，(f)，

于是，将上式代入下式得

五，G(柚)^(蹦(s))巾，y(s-gl(s))，⋯，y(s一％(s)))ds

=，j+∞G(，，s)少’(s)ds+，ff+由G(t，s)口(s，．y(s))y(s)ds

=G(柚)j，(s)r—r。g’t，s)y(s)凼+『ff+。G(柚)口(蹦(s))J，(s)ds

=少(，)一，j+∞G(t，s)口(s，J，(s))y(J)ds+，j+。G(t，s)口(s，．y(s))．y(s)ds=y(r)，

即J，(f)是方程(4．2．1)的国一周期解．

}
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记

定义算子A：X--)x

(砂)(f)=旯rG(t，s)办(蹦(s))巾，y(s-rI(s))，⋯，少(s一％(s)))幽， (4．2．2)

M=。!inf exp(I[q(0dr)，1

01
1

向=exp(So口。(，)讲1，
M2=supO<t<s．。oJ exp”：(，)讲)，、。‘ ，

k2--0xp(fo口：(Odt)，

万=嬲，Ⅳl=肭(归，Ⅳ2=脚归，
根据万定义，可知0<万≤1，且

。<等≤G(柚)≤等(内姗缈)，0<Ⅳl≤fo五(蹦(s))凼吼·
在x中定义锥尸={y∈x y(f)≥o，y(t)>-万llyll，f∈R)．

引理4．2．2么Pc尸．

证明对任意的Y∈P，有

(砂)哆嚣允小(嘶))巾，y(蚋(咖一，y(％(s)))凼，
另一方面，有

(剐(r)≥再gI A『ff+。JIl(嘶))巾，y(一-(咖一，y(J一％(s)))幽

≥兰．丝H：allAyll，1 M效一 ，

。

即对任意y∈尸，有(砂)(f)2刚砂II，所以APc P

设叩是正常数，Q吁={y∈x Ilyll<'7}．

引理4．2．3【18】(范数形式的锥拉伸与压缩不动点定理)

设Q。，Q：是Banach空间中的有界开集，目∈Q。，孬。c Q：，么：尸n(壳：＼Q。)一尸是全

连续算子，如果满足条件：

(凰)’IIAxll<11xII，帆∈Pnm。；IIAxll>1txII，坛∈Pnm：，(即范数锥拉伸)

．27-
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或

(％)’I恤恻刈，垤∈尸nm：；IL4x11>--IIxII，比∈尸nm。，(即范数锥压缩)

那么，A在尸n(壳：＼Q。)中必具有不动点．

引理4．2．4【16】(Lebesgue控制收敛定理)

设{Z(x)I，z∈Ⅳ)，是E上的可测函数列，如果

(1)⋯limf,：x)=厂(x)；

(2) 存在可积的函数F'使得Iz(x)庠。F(x)(VnⅣ)，

则厂(z)在E上可积，则厂在E上可积，并且⋯lim Ez(x)出=L厂(x)妣

4．3周期正解的存在性定理

定理4．3．1假设(q)，(凰)成立，存在R>，．>0．如果满足如下条件：

(i)厂(f，Ul，“2，⋯，“。)≤rN；1町1旯～， V 0≤Uf≤，．，i=1，2，⋯，m，0≤t≤CO，

(ii)f(t，％，“2，⋯，“。)≥晰1D『1A～， V万尺≤Uf≤R，i=1，2，⋯，m，O<t≤国，

或

(f)。s(t，“l，“2，⋯，“，)≤edv；1《1A～， V r≤“f≤R，i=1，2，⋯，m，0≤t≤CO，

(ii)。厂(f，％，“2，⋯，“，)≥，|Vfl町1兄～， V 5r≤吩≤，．，i=1，2，⋯，m，0≤t≤国，

其中q=等，cr2 2等，贝0彳在Pn(ⅪQ，)中必具有不动点．
证明首先证明A：Pn5R j P是全连续算子．

设R是正常数，Q异={y∈X IlYlI<R}，只，y e PnQ一只且Ily．-yll-*o，(咒_佃)，

则(瓴)(f)=旯f”q(f，s)^(s，以(s))厂(f，只(J—q(s))，⋯，％(s一％(s)))ds，

其中

设屹=饥一匆，则啪一=一．
．28．
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(屹)’(f)=2h(t，Y。(f))厂(岛以(f—f。(f))，⋯，只(f一％(f)))

-2h(t，y(，))厂(f，Y(t-rl(t))，⋯，Y(t-rm(t)))

-a(t，以(r))(饥)(r)+口(f，J，(r))(砂)(r)

=A(Jll(f，只(f))一h(t，y(f)))厂(f，蚝(f一_(f))，⋯，只(f一％(f)))

f 搠(∽(r))(巾，以(f一五(似．．，以(∽。(r)))

弋 一／(r，y(t一_(r))，⋯，y(t一气(r))))

。 一口t，虼(f))心(f)+(口t，y(f))一口t，只(f)))(砂)(f)，
即

(屹)’(f)=一口t，Y。(f))屹(f)+Z(f)， (4．3．1)

其中 z(f)=(口t，y(f))一口t，以(f)))(砂)(f)

+五(JIl(f，以(f))一JIl(∽(f)))厂(f，Yn(t--q(f))，⋯，Y．(t-rm(t)))

+2h(t，y(f))厂(f，Y．(t-Vl(t))，⋯，咒(f一％(f)))

一2h(t，y(f))厂(f，y(t一_(f))，⋯，y(t-rm(t)))，

因此，％(f)是微分方程(4．3．1)f拘co一周期解，由引理4．2．1知
。

屹(f)=』ff+mq(柚)‘(s)ds． (4．3．2)

r 由口，h∈C(RxR，R)知，a(t，Y)，h(t，Y)在{(f，y)I O<t<m，I|Y 11<,7)上一致连续且

． 有界，贝,lJ a(t，以(f))一口(f，J，(f))，办(f，儿(f))j Jlz(f，J，(f))，且存在常数坞，M。>o，使得

， k(f，y)l-<u,，Ih(t，y)i-<U。．

i 设IcR是R上任意闭区间，由厂∈C(R×【o，oo)”，[o，∞))知，f(t,ui,％，⋯，“。)在
怕II<R上一致连续且有界，则 ．

f(t，y．(t-f。(r))，⋯，儿(f一％(r)))_厂(r，y(t-f。(r))，⋯，Y(t-rm(t)))，(胛j佃)，

且存在常数M，>o，使得IS(t，“。，“：⋯，“。)l-<u，，因此，以(f)寸o(n—oo)，且



‘(，)卜2M，I(砂)(r)I+2胧·M5+22M。M5_<22M，·鲁。M·M5∞+42M·Ms，

由式(4．3．2)，有IIv．II≤芒备rk(s)I凼，再由Lebesgue控制收敛定理可知，
㈥=0饥一砂0一o (刀寸∞)，

于是A：Pn两只jP是连续的．下面证明A"Pnfi足_P是紧的．

对任意y∈PNP,胄，有

M≤告ArI岫(s))巾，y(一-(咖一，y(％(洲凼
<—／],MzM—4Ms(O‘

危一1
’

(川’(r)|=l-口(∽(r))(川(r)
+№，y(r))厂(，，y(t—q(r))，⋯，y(r一‰(r)))

≤—2—M—3—M_—2M——4—M—sco+旯M4M5，
觑一1

’ ⋯

因此，A(PN西R)一致有界且等度连续，根据Arzela-Ascoli定理知，A(PNfi异)是紧的．由

全连续定义知彳：Pn孬月jP是全连续算子，综上，彳：尸n(孬月＼Q，)一尸是全连续算子．

对于Vy∈pnon，，由定理4．3．1中(i)可知

砂I|：f戮ArG(柚)JIl(蹦(J))巾，y(s1(s))，⋯，y(s一％(s)))出

≤格A『ff+。岫(J))巾，y(一删，⋯，y(叶(s)))凼

≤畚力J』+。岫(J))Ⅳ2’础一凼
=，．=I|YII；

对于Vy∈pnon足，由定理4．3．1中(ii)可知

·30．
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砂岷戮旯rG(t，s)^(蹦(5))巾，y(s—q(s))，⋯，y(s一％(s)))凼

≥器旯rG(柚)岫(s))巾，)，(吖(沙一，y(％(s)))凼

≥器A『ff+。岫(s))研1町1∥凼
=R=I|Y II， (4．3．4)

因此，根据引理4．2．3可知，彳在Pn(壳：＼Q。)中必具有不动点，即存在y‘∈JPn(孬尺＼Q，)，

满足砂’=y‘，由引理4．2．1可知Y’即是方程(4．1．1)的正解．

定理4．3．2假设(q)，(吼)成立，如果满足

lim』(坐：坠：：：坠!：∞．
OSt-<m

II“II
7

jlull-}O

lim』!坐：竺：：：坠!：∞．
眺。ll

u II
’

(4．3．5)

(4．3．6)

那么，对V旯∈(o，A’)，方程(4．1．1)至少有两个正周期解，其中№II=m⋯a：x。{％，“z，⋯，‰)，

，．

证明 令q(r)=
呸Ⅳ2 maxf(t，“l，“2，⋯，“。)’

O<t<m

O≤“．S7

*I．2，·口

容易证明g∈c((o，oo)，(o，∞))．

由(4．3．5)式和(4．3．6)式知，娥g(，)=l，i—m g(，．)=0· 因此，存在％>o，使得

q(ro)=m⋯ax g(，．)=旯’，对V A∈(o，∥)，由中值定理可知，了q∈(o，％)和口z∈(ro，∞)，使

得q(a。)=q(a2)=旯，因此，

巾，峨，⋯，“m)≤硒aI一鲥幺ui⋯．柳【0，口l】，o姚∞， (4．3．7)
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巾，恍，⋯以)≤丽a2一瑚扎∈【O,a2]，o鲻以 (4．3．8)

另一方面，由(4．3．5)式和(4．3．6)式知，j bl∈(o，口1)和j 62∈(a2,∞)使得，

因此，

f(t，“l，“2，⋯，“。) ≥丽1一捌b∈(。，6l】U【蠊oo)，

．7’(r，zz·，t。z，‘·。，z。。，)≥，；【。：b，。I-＼‘，V，：。兰．．。．。ei[·万—b-，—b-】，O<t<co, (4．3．9)

巾M：，⋯以)≥彘一渊孙∈【鸥，62】，。娜幼 (4．3．1。)
1

由(4．3．8)式和(4．3．10)式可知，

S(t，“l，“2，⋯，“。)≤a22—10-2-1N2—1，

s(t，“1，“2，⋯，“。)≥b22—10．1-1Nl一1，

由(4．3．7)式和(4．3．9)式可知，

厂(f，“l，“2，⋯，“。)≤口l旯。10"2。1N2～，

V”f∈[o，口2】，0≤t≤∞，
f=l，2，⋯，”

V Ui∈[万62，包】，0<t≤缈，
1=1，2，⋯，m

V“f∈[6l，口l】，0≤t≤缈，
f=l，2，⋯．”

厂(f，”l，“2，⋯，“。)≥岛旯-10"I-1Ⅳ1～，V ％ ∈[的，61]，0≤t≤国，
i=1．2．⋯。m

由定理4．3．1可知，方程(4．1．1)分别在五62＼Q。：和孬q＼Q岛中各有一个正周期解，因此方程

(4．1．1)至少有两个正周期解．

定理4．3．3假设(日。)，(H：)成立，如果满足

lim盟：竺!：坠：：：坠)：o．
慨。 ㈨ ’

1im』(坐：坠：：：坠!：o．
。；，；∞

Il u II
’

．32．

(4．3．11) 』

(4．3．12)

。，kpl，．



王g／z,，对V A>A”，方程(4·1·1)至少有两个正周期解，其ee ll u 112麟“，“z，⋯，“。)，

如鬲1蛳—min可南U i习U·qⅣl”o ／(f，l，“2，⋯，。)

证明令p(r)=
aN,min厂(f，“l，“2，⋯，“。)’

O<t<ca

drSu，9
1#1,2，·Ⅷ

容易证明P∈c((o，∞)，(o，∞))．

由(4．3．11)式和(4·3·12)式可得，蛳p(r)=，li．+m。p(r)=∞·因此，存在ro>o，

使得p(％)=m伽in p(，．)=A”，对于任意A>A”，存在6l∈(o，％)和也∈(ro，oo)，使得

p(61)=p(62)=旯，因此有

厂(≠，甜t，”z，⋯，“。)≥AqblⅣl，V，：。兰．．，。∈[万包，包】，O<t<co,
(4．3．13)

巾，恍，⋯，“。)≥Aqb2M一捌2Ui⋯，。E[862，¨。≤r≤缈， (4．3．14)

另一方面，由(4．3．11)式和厂(口)=o可知，存在口。∈(o，61)，使得

因此，

f(t，UI，“2，⋯，U。) ≤硒1一蚓扎∈(0’口l】，。≤r≤国， (4-3-15)

巾，恍，⋯，甜m)≤硒aI一矧幺Ui⋯，。(0，口l】，。≤r≤织 (4．3．15)

Eh(4．3．12)式可知，存在口∈(62，00)使得

因此，

f(t，“l，掰2，⋯，“。)
≤二告，v“，∈(口，叫，2 or2Ⅳ2’ 瑚五，m、’r

巾川，铲以)≤彘一童堋∈[0,a2]，。≤，≤国， (4．3．·6)

其中口2>口且口2>2riot2Ⅳ2，ri=max f(t，“l’．一，“。)，1主I(4．3．13)式和(4．3．15)’式可知，
O<t,Zw

O§地S4

i=1+2。⋯．m
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／(1，“。，“：，⋯，“。)≥6l见一O"i—M一，V “，∈【硇，岛】，0≤t≤国，

f(t，“l，“2，⋯，“。)≤a13,-1吒-1Ⅳ2一，V ”f ∈(o，口1]，0≤t≤缈，
i=1．2．．一。历

由(4．3．14)式和(4．3．16)式可知，

f(t，“。，“：，⋯，“。)≥62旯一q—M～，V “，∈【照，62】，0≤t≤缈，

f(t，“l，屹，⋯，“卅)≤吃名。1呸一Ⅳ2～，V“f∈[吃，az]，0≤t≤CO，

由定理4．3．1可知，方程(4．1．1)分别在孬岛＼f24l和五。：＼f2屯中各有一个正周期解，因此方程

(4．1．1)至少有两个正周期解．

定理4．3．4假设(日。)，(％)成立，如果满足

且名满足

或

那么方程(4．1．1)

证明 若(

由(4．3．17)式矢1：1，

对于V
J，∈Q％，

lim盟訾掣：，，0<1<oo,
O<t<w

№II
’ (4．3．1 7)

t
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(砂)(f)≤(，+占)ArG(柚涉(蹦(s))y(s—t(s))凼

≤(，+占)旯rG(舢)7l(蹦(s))ll y ll ds

≤(，+占)允II Y l|％Ⅳ2<ll Y II，

由(4．3．18)式可知，存在／-7：>0使得，厂(f，％，⋯，“。)≥(三一占)ll u lI，№忙厦，

O<t<co，令码=max{2Hl，万履)，对于V J，∈Q也，有

(砂)(r)≥(￡一占)旯，?G(柚№(蹦(s))y(s—f(J))ds

≥(￡一占)ArG(柚涉(蹦(s))a ll y ll ds

≥(L-6)26||YlIqⅣI>-IIYII，

由定理4．3．1可知，方程(4．1．1)有一个正周期解．
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第5章总结

本文主要讨论了两类非线性常微分方程解的存在性问题．

本文第三章运用拓扑度理论和不动点理论对非线性奇异半正(七，n-k)多点边值问

题，即

分别在边值条件

(_1y一缈”G)=厅G沙◇G))，o<x<1，刀≥2，1≤k≤刀一1， (5．1．1)

m-2

缈(0)=∑q缈(￡)，伊‘7’(o)=缈‘J’(1)=o，l<i<k一1，O<j<n—k一1； (5．1．2)
i=1

m-2

缈(1)=∑q缈@)'∥(o)=∥(1)=o，O<i<k一1，l<j<n—k一1 (5．1．3)

其中毒∈(o，1)且O<2fl<受<⋯<磊一：<1，aj“o，佃)，并且允许办(x)在x=o和x=1奇异，

假设：

m-2

(q)∑q电(缶)<1；

其中

(MI)，

(马)办：(o，1)j[o，佃)连续，厅(x)Jo，并且f办(z)出<佃；

(马)厂(咱，佃)专(删，佃)连续，

①，(x)=ij热j：rt一1(·一r)”一々一l c打，

，，了■～̂

<
、l，磊，I一一

IeIq
肫∑硝



·i掣鲁>^；紫掣<丑，
并且对乃(x)在x=o和x=1非奇异的特殊情况，且ph(x)-1，x∈【o，1】时的一类特殊方程非

平凡解的存在性进行了讨论，将以往结果进行了推广．

本文第四章运用非线性泛函分析中半序Banach空间的锥理论和不动点指数理论将

一类单时滞泛函微分方程y’(f)=一口(f)J，(f)+砌(f)厂(yO—f(f)))推广成多时滞泛函微

分方程

y7(f)=一口t，y(f))y(f)+而(f，y(f))厂(枷(卜q(f))，⋯，y(卜％(f)))
并讨论了它的周期正解存在性的充分条件，其中

口，乃∈C(R×R，R)：a(t+oJ，y)=口(f，y)：办(，+国，y)=h(t，Y)：f t+09)=f(f)；．

厂∈c([o，o。)，【o，o。))：厂(“)=o当且仅当甜=口：r EC(R,R)：名，CO>0．
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