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摘要

自由边界问题是非常常见的问题，它存在于伴随着相的变化的能量流

动问题和某些扩散问题中。经济学领域中的美式期权定价问题也属于自由

边界问题的范畴。它主要是指控制方程的求解区域不是完全已知的，其中

未知的部分有时甚至是随时间变化的，它需要随着方程的解一同求出来。

在研究自由边界问题时，大家首先会很自然的想到，要改写模型，使自由

边界在模型里消失。本文通过引进变分不等式达到了这一目的，从而可以

从弱解的意义下来研究自由边界问题的解的性质。对于与自由边界问题等

价的抛物型变分不等式的障碍问题，本文对障碍的最优控制做了一定的研

究。障碍是原自由边界问题中的解需要满足的某个条件。由于只有很少的

一部分自由边界问题能够求出它的解析解，因此，如何用一种高精度的数

值方法求解就显的尤为重要。通过对自由边界问题的改写我们很自然想到

用变分不等式法求解，即求解它的等价的变分不等式问题。本文采用了有

限元法求解变分不等式，并对氧气扩散问题作了数值实验得出结论：变分

不等式法在求解自由边界时，存在着较大的误差，所以对于以求自由边界

为目的的问题，这一方法不应该是求解时的首选。因此，本文引进了谱方

法，同时也对氧气扩散问题作了数值实验，知道了谱方法求解自由边界是

非常精确的。另外，本文针对前面的理论，研究了一个比较实际的问题一

美式期权定价问题。首先改写此问题为与其等价的抛物型变分不等式模型，

利用抛物型变分不等式的极值原理研究了期权价格的性质。然后利用谱方

法求它的数值解得到了最佳实施边界一自由边界关于时间的函数图象。由
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于美式期权定价问题中的初始条件带有弱奇性，不能直接利用谱方法求解，

因此本文提出了用磨光函数近似带有弱奇性的初始条件，并证明了近似后

的模型的解能够很好的收敛到原问题的解。

关键词：自由边界，最优控制，Chebyshev谱方法，美式期权，最佳实施边

界
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Optimal Control of the Free Boundary Problems
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Abstract

Free boundary problems are very popular．They oc℃；ur mostly in heat-flow

problems with phase changes and in cercaill diffusion processes．In mathematics

finance problems，there is an important problem，called pricing American

options，which is also a free boundary problem．Some of the boundary of the

行ec boundary problems is often unknown,and sometimes is moving．It needs to

be solved with the solution of the equation．When we study a fTee boundary

problem．we always think to rewrite the problem in order to make the free

boundary disappear．The thesis introduced the variational inequality,SO we can

study the problem in some“weak”sense．For the parabolic obstacle problems，

the thesis studied the optimal control of the obstacle．And the obstacle is a

condition which the origirlal problem should be satisfied with．Because only a

little of free boundary problems can be given their analytical solutions，how to

get accurate solutions with a sophisticated high-quality n啪encal algorithm

becomes very important．From rewriting the free boundary problem,we

naturally consider to solve the problem、聃tll variational inequality method．In

other words．the problem becomes howt0 solve the variational inequality．Today

there are many methods to solve it．The most popular one is Finite Element

method．The thesis solved the oxygen diffusion problem by the method，and got

a conclusion that there is a great error in the solution ofthe free boundary．So for
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a problem whose purpose is to get the free boundary,the method must not be the

first choice．For the above reasons the thesis introduced Chebyshev spectral

method,which is tested by the oxygen problem．And we know spectral method

is an accurate method for the fxee boundary．In addition,We studied a useful

problem called pricing American options．First of all，we rewrite the problem

into a parabolic variational inequality,then studied the price of the option by

maximunl principle，finally got the numerical solutions and drew the picture of

the optimal exercise boundary．Because the initial data of the pricing American

options is weak smgulaf,the thesis use smoothed filnction to approach the initial

data,and proved that the solution ofthe approximative problem is convergent to

the solution ofthe orgiIlal problem．

Key words：毹e boundary,optimal control，Chebyshev spectral method，the

pricing American options，the optimal exercise boundary
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第1章引言

自由边界问题是指微分方程求解区域的某些边界不是给定的，是未知

的(甚至是随时间变化的)，这部分边界就叫自由边界，它需要和定解问题的

解一起确定。因此相应地，在自由边界上需要补充一个边界条件，通常叫

做自由边界条件。例如，方程△甜=，，求解区域为Q。假定施只有部分为

已知的，记为S，未知的部分为r，在s上满足U=妒。且在r上有

V@一矿)=0。所以我们就要寻求卿r满足

fAu=厂， 在Q中

{“=妒， 在s上 (1．1)

lV(u一妒)=o， 在r上

这个模型就是一个自由边赛问题的模型。

1．1发展概况

自由边界问题广泛存在于诸多工程领域，例如，冶金业中金属的融化

凝固、气体在多孔介质中的扩散(例如，氧气通过生物组织的吸收问题)、

地下渗流、电化加工、水晶生长以及金融(美式的期权定价问题)等许多

领域均属于自由边界问题的范畴。

自由边界问题大致可以分为两类：一类是自由边界依赖于时间变化，

即不稳定的自由边界问题，又叫抛物型自由边界问题。比较典型的就是

Stefan问题(性质均一的介质的融化或凝固问题)。介质中的温度的变化遵循

能量方程，相的变化的分界面就是自由边界。这个领域的最早的研究是由

Gabriel Lame和Emile Clapeyron在1831年开创的【11。19世纪80年代，Franz

Neumann在Konigsberg论坛中最早提出了简单的冰的融化问题的近似解问
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题。关于凝固的问题和冰的融化的问题的著作在1889年出版，Jozef Stefan

对于一般的有相变化的问题给出了数学模型。相应的自由边界问题就以他

的名字传了下来，就是我们所熟悉的一相和两相的Stefan问题。另一类是

自由边界不随时间变化，即是稳定的自由边界问题，又叫椭圆型自由边界

问题，这类问题的自由边界是固定的，但是却是未知的，它广泛存在于地

下液体的渗流问题中。

1．1．1抛物型自由边界问题

冰融化、合金冶炼、氧气扩散以及美式期权定价(详见第五章)等都

属于这个问题的范畴。

一块半无限大的冰，初始温度达到融化温度(即0摄氏度)，在时间t=0

时冰的表面温度升高到0摄氏度以上的某个温度，随后一直保持着这个温

度。融化发生在边界或冰水交界处，并移动到冰层内部，在温度为0摄氏

度处分离出一个区域，隔开水和冰。由于热交换只发生在水中，称为单相

问题。

假如用u(x，，)表示在时间t时刻水的温度分布，可以通过解如下的热传

导方程来得到未知的u(x，f)和J(f)：

蚱=ku搿，0<x<s(f)，t>0

：掰萎文u(赫t：0 n2，
"(f，0)=‰． ，J∽)=

⋯～

—饥(f，J(f))=五s(力

其中|i}：墨(c、P、K分别是比热、密度和热传导系数)。
cp

单相问题中若冰(0<x<Z)的初始温度在融点以下，那么热传导同时发

生在冰和水中，称为两相的自由边界问题。描述如下：

2
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鲁=与鲁’o<⋯(f)(水中)

誓=岛≥川№<z(冰中)
珞ts(f)，f)=吻(sp)，f)=0

屯暑一与鲁=五砉舻帆f>o
合金的凝固不同于古典的Stefan问题。预先并不知道融化的温度，它依

赖于合金的组成。合金的凝固需要同时研究热流过程和不纯物的扩散。一

个简单的两相合金凝固过程可以如下表示，其中q，cj，t分别是温度、浓度和

导热系数(i=1是固相，f=2是液稆)，

鲁=毛争鲁=B争 吣<印，

警=如等等=砬等 删<川

乞警一‘鲁=石ds舻s(，)乞茁一‘蔷2石，舻5∽

压警一届豢=(cl吲粤dt舻啪班 陇

砘=“2=g，cl=CO(g)'包=q(g)，X=J(f)

氧气的扩散是带有隐式自由边界条件的典型例子，所谓隐式自由边界条

件是指在自由边界条件中缺少关于自由边界s(t)的导数项。首先，氧气以常

速度扩散到一种即能吸收氧气y．sF-与氧气反应的介质中。在介质表面的氧

气浓度保持常数，氧气扩散的最内部边界构成了自由边界。问题的第一个

阶段是连续的直到达到一个稳态，氧气不再扩散到介质中，介质表面不再

3
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有氧气进入或出来。介质继续吸收已经扩散到其中的氧气，相应的标志渗

透深度的边界将退到表面。解决此类问题的主要目的是取得边界轨迹及决

定氧气的分布的函数，氧气扩散方程为：

ct=q，一l，0<x<J(，)，t>0

c(O，功=去(1一x)2，J(o)=1 (1．3)

cat，o)=0， c(t，J(f))=0

cat，s(f”=0

其中c为氧气自由扩散的浓度。

1．1．2椭圆型自由边界问题

椭圆型自由边界问题起源于液体在多孔介质中的渗流，比较典型是水

坝中水的渗流；开阔的水渠中水的渗流；或者是井中液体的渗流。这类问

题中多孔介质被以一个明显的分界面分开的两种液体占据，这个分界面就

称为自由边界。水气，油水，油气以及咸水淡水分界面都是比较常见的。

以简单的矩形坝为例：

一个矩形坝将位于两个不同水位的水库分开，假定水是不可压缩的，

水坝的渗透率是均一的，且底部是水平的不渗透的，那么水会在水坝中渗

流。水坝可以被认为是二维的即在(x，y)平面内(如图所示)。渗流区域

是有界的，边界为AF、BD、AB以及自由边界FD。那么这个问题的模型为：

V2≯=O， 在Q，0<x<xl，O<Y<，(x)，

声=弗 在AF上，矿=儿 在BC上

妒：)，，掣：0 EFD_L，≯：)，在CD．．L

掣：0在AB上，掣so在CD上
OV Ox
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Y

Y}
A．-—————、Xxl 廿

图1．1矩形坝中水的渗流的示意图

上述问题均是常见的自由边界问题。从1950年开始，随着许多各种各

样的复杂的物理现象的数学模型被建立，自由边界问题的各种不同的解法

也随之而来。由于自由边界问题本身的复杂性，很少一部分的自由边界问

题能够求出解析解。随着计算机技术的不断发展，人们的焦点逐渐转移到

求自由边界问题的数值解上来。

1．2自由边界问题数值解法概况

在20世纪50年代末，产生了许多数值方法，包括焓方法(E．L．Albasiny,

1956)，前沿固定法，有限差分法(J．Craak，1957)和变网格法(J．Douglas

和T．M。Oallie，1955)。从那时开始，各种各样的数值方法就如雨后春笋般

发展起来了。但是，一般来讲，现今存在的每一种数值方法都能归结到下

面几种类型中：

固定区域方法：这一类方法的主要思想就是用自由边界附近满足的微

分方程和边界条件，改写原问题，使原来在某个变化区域成立的问题转化

成在整个区域都成立的新问题。根据改写问题的方式不同又可分为，焓方

法翻、变分不等式方法131、截断方法[41。

前沿追踪法：这一类方法的特点是在每一步都显式地计算出自由边界

5
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的位置。具体分为前沿捕获法【卯，前沿追踪变网格法嘲，水平集’法【71等。前

沿捕获方法是在固定网格上应用这一技巧的，每一步分界面的位置都不在

网格结点上，所以，离边界远处用正则的有限差分，在自由边界附近就将

差分公式进行修正，以适应不均匀的空间。前沿追踪变网格法是建立了变

网格，在每一个时间步长，自由边界都与某个结点一致，可以通过修正部

分或着整个时间或空间网格，再应用适应的空间时问有限元方法。线方法

是建立在仅仅对时间进行离散的的基础上，在每一个时间步长上求解出普

通的偏微分方程的一系列边界值。

前沿固定方法：这种方法的主要思想就是通过固定自由边界将自由边

界的非线性转移到偏微分方程中去。因为计算区域变成了矩形，在自由边

界附近就不需要再做调整了。这样做就是在微分算子中引进了一个附加的

项，这个附加项有非常明显的非线性并且是与自由边界的条件是一致的。

固定变量具体方法有变量变换[81、等温线方法等。

积分方法：这种方法是建立在抛物型算子的基本解的理论基础上的，

将微分算子转换成积分算予[91。自由边界问题的积分方法首先要求出满足初

始条件和边界条件的Green函数，通过积分Green函数或者其导数，问题

的解就可以写出来了。

1。3本文主要工作

本文主要研究如下的变系数抛物型自由边界问题(1．4)，

嗨=‘【“】+，(‘力 (，，石)∈岛

u(x，o)=烈力，j(O)=So

研Ⅳ】=∥(f)， u(t，j(r))=曰∽ (1．4)

虬O，J(f))=，7(f)
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甜≥妒 (r，x)∈G

其中BM是在x=0点处的边界条件，Is是【O，s(f)】，蜴=(O，T)×Is

t=a2(t，x)号+al(t，功兰+ao(t，x)，其eOa2Ct，x)≥o％ Ⅲ

本文首先要将(1．4)改写成等价的抛物型变分不等式的障碍问题模型，

利用抛物型变分不等式的极值原理研究解的解析性质，以及研究变分不等

式障碍问题的障碍的最优控制问题。在研究美式期权定价问题中，我们利

用抛物型变分不等式的极值原理，研究美式期权价格的性质。

利用有限元法求解改写的变分不等式模型，从而得到原问题的解。

利用结合区域分解的谱方法求解自由边界问题，并对带有奇性的初始的

条件提出了用磨光函数来近似，并且可以证明，近似后的模型的解收敛到

原问题的解。初始条件带有奇性的比较典型的例子就是美式期权定价问题，

我们利用谱方法求解了这一问题，给出了美式期权的最佳实施边界的函数

图象，并且得出结论：美式期权是时间的递减函数。

对于两种方法，我们均以氧气扩散这一实际问题，作了数值实验。进

一步验证了谱方法对于自由边界的求解的精确性。
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第2章自由边界问题的变分原理

用变分原理研究自由边界问题，就是指根据自由边界问题的解满足的

控制方程与边界条件，改写原问题成为变分不等式(或微分不等式)问题，

使原来在变化区域成立的问题转化成在整个区域都成立的新问题，通过解

这个新问题，来得到自由边界问题的解【埘。

例如，考虑如下自由边界问题，

吩一Au=f 在Q1上

“=甜。=0 在S(f)上 (2．1)

鲇=g≥0， 在rl=aQl、s(力

ul,。o=‰≥o

Q。是使偏微分方程成立韵整个区域；rl是这个区域的边界的固定部

分，s(r)是其移动部分；并且所求函数和流量(雄。，即甜的法向导数)在s(r)

上消失，见图2．1。

球=g≥0

图2．1自由边界问题的区域示意图
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我们引进区域Q=Ql uQ。，满足Qo与Q，有共同的自由边界S(f)，且

定义在孬。的闭包上“=0(也就是，“=o在Qo上，且材=o在ro=弛o、s(f)

上)。那么，利用S(f)处的条件，“在整个区域Q上是连续定义的，且Q含

有固定的边界。如果对于边界值g的相容性条件成立(即，当x---h s(t)时，

g，vg寸0)，那么1．1∈C1匣)。

定义正定的双线性算子

日(V，w)=『Vv·Vwdx
n

一般的内积为

(v，w)=胁
n

对于任意的检验函数v∈H1(Q)且v≥O，1，=g在rI上，v=0在r。上，有

(％V一“)+口(州一甜)=n(1，一“逑+fVu．V(v-“)dx
ot q

=f(坼一△甜)(V一“)出=f，(V一")出≥J，(V一打垮
q q n

(2．2)

由于在Q、Ql I-u=0，在aQl上v一／,t=0，并且利用Green公式和分部积分，

得到初始的自由边界问题的在固定区域Q上，上述模型等价于变分不等式，

(虬，V一甜)+口(甜，v-u)≥(f，V一Ⅳ) (2．3)

其中v满足在Fl上V=g，在F2上V=0，．f1．v>O，

由于，

口(”一“)=』JV”V(v-u)dxdy
n

(坼,V--z／)-I-a(甜，V一”)=Jn(V一“)dxdy+Jp材V(V一“)妫

9
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=j'j'(u,-V2u)(V一甜)axay
q

所以，

(％,1,'--U)+口(Ⅳ，V一甜)=Jr八V一“)dxdy>_J2眇(V一“)西c方 (2．4)
n o

所以在整个区域中有坼一V2Ⅳ一f>O。

2I 1抛物型变分不等式

若

觚音彤功去+喜讹力詈邶砌
∑a,o(t，x)舌乞≥AI≠12，v(t，∞∈G，孝∈置4(力>o) (2．5)

那么称算予盖+彳为抛物型算子，显然云一厶也是抛物型算子。讲 讲
一

若V，嘞存在且有界，那么我们引入彳的一个双线性形式，

口以”j2￡(∑％考考+∑云詈V+咖冲 cz射

其中，

磊却∑摹
令

(V，们=．[avwak

K(妒)是∥(纺)的一个闭凸子集，考虑如下问题：对于所有的1，∈置@)，

寻找甜，使U满足

甜∈足(≯)

10
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(坼，v一甜)+口(f；v一“)2(厂，v-u)Vv∈K (2．7)

这个问题被称为抛物型变分不等式【101。

令定义在磊上的函数≯(x，f)有连续的导数见妒，Df矿，皿2≯，在a，绋上

西≤g，考虑凸集，

K(力={V∈P(o，r；峨1(Q))，在边界a，Qr上v=g，V≥妒口正) (2．8)

由(2．7)和(2．8)构成的问题称为抛物型障碍问题，≯被称为障碍。

抛物型自由边界问题(1．4)中联力=O，rl(t)=0，则(1．4)可以改写成如下

变分不等式模型，Vv∈K◇)，寻找甜∈足(≯)且满足，

“，'V--U)+(_丘[“】，V--／1)≥U，V—U) (2．9)

K(≯)={V∈r(O，丁；风1(Q))，在边界a，QT-LBl【V】=g，V≥矿口卫．}

其中，a。G是Qr的抛物型自由边界，OpQr=Aqx(O，r)UQ×{0}，剐V】

是边界黼g被定义为{髹i≯
假设(2．5)(2．7)成立，C≥o，aQ∈c2”，且，，g，O,g，见29∈r(磊) (2．10)

根据文【lO】的结论，我们可以直接得到如下结论，若甜是(2．9)的解，

则都满足，

％一t甜≥厂 I
甜≥矿 }口七．在G中 (2．11)

(％一t,u一．／3(甜一≯)=0 J

文[10】还给出如下定理：

甜=g在a。岛上
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定理2．1：若(2．5)(2．7)(2．10)成立，且j皿吗l≤c则由(2．7)(2．8)构

成的抛物型障碍问题存在唯一的解”，并且满足见“，皿2甜，D,u∈∥(易)，

V1<P<oO。

强最大值原理㈣：假定昙一t是Qr中的抛物型算子，令甜是G中的函数，
q甜，皿”，D．2u在蜴中是连续的，且在g中鲁一厶甜≤0。那么，

对于pO∈Qr，若u(po)=sup甜≥O，则在C(po)中，“=--COrOt；
c(，)

对于po∈Q×{n，若U在GUQx{T}连续，那么砧=--COrlSt。

2．2障碍的最优控制

最优控制问题是人们日常生活及日常工作中都会经常遇到的普遍性问

题。比如我们从事某项工作时，需要我们在已有的条件下，以最小的代价

换取最大的收益。变分不等式的最优控制问题实际上是用变分不等式方法

来研究参数系统的控制问题。本文中主要研究抛物型变分不等式障碍的最

优控制。

抛物型变分不等式的障碍问题的最优控制的数学语言描述如下【11】【12|：

给定矽EU，厂∈P(G)，U={矿∈d(QT)I谚∈r(Qr))为控制集。对应有

Ⅳ=r(≯)，满足障碍问题(2．7)一(2．8)。我们要寻找一个障碍≯‘使得

矿=丁形‘)满足(2．8)且最接近目标效益z，考虑如下目标泛函：

，@)=L咿(≯)一z)2+tA妒Iz+l识12]akdt
即，我们寻找合适的矿EU，使得

．，(≯+)2赠J∽ (2·12)

12
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满足(2．12)的≯’及其对应的”‘=r(妒‘)称为最优对(≯+，r(妒’))。

变分不等式的障碍的最优控制的应用很多，可以参看参考文献【13】【14】【嘲。

考虑惩罚问题(2．13)，

l‘一tm】+孱(u-C)=厂 在伤中

“=g 在a，G上 (2．13)

其中尾(r)∈c。，(o<占<1)，满足，

屈O)_Ⅻ若t<O，占哼o，

屈(f)一O 若t>0，占专0，

展(f)sC 屈(o)≥-C

I>P'At)≥0．

其中C是与占无关的常数。

下面我们借助惩罚问题(2．13)，利用Schauder不动点定理估计I孱(％一≯)l

的范围。

Schauder不动点定理：设Y是Banach空间闭凸子集，T为Y上的连续算

子，TY为Y的紧子集，且TY是预紧的，则T有不动点，即存在一个点％∈r，

使得砜=％。

引理2．1：若(2．10)成立，那么存在(2．13)的解Ⅳ=叱，且有

l展(％一矿)l<c (2．14)

这里，C不依赖占。

证明：对VN>0，令

13
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我们考虑如下问题

尼』(f)=max{min{p。(r)，Ⅳ}，一Ⅳ)

ut一‘材+孱Ⅳ(u-4b)=f 在岛中 (2．15)

“=g 在a，g上

对于任意v∈F(伤)0<p<∞)，=1w W2．e(QO，且

Ⅵ一‘w=厂一尾Ⅳp一力 在Qr中 (2．16)

'．，一ge凰’(易)且1w12．p<R

其中R是一个与v无关的常量。

令w=Tv，T是将三，(g)空间中以0中心半径为R的球，并且?是紧

的，有Shauder不动点定理知，存在’，=乃是(2．16)的解，即存在Ⅳ=％．^，，

Tu=甜，“是(2．15)的解。

由于，甜=％。Ⅳ∈矿2”(QO，x寸于Vp<oo，厦’Ⅳ(u-C)Holder连续，下面，

我们估计见．，@一≯)的范围。

令

f(∞=f(，，x)=尾A(甜一矽)

由忽的定义知，；(x)sc(其中C不依赖于N，占)。令≯=minf(x)，

不妨设∥=fC矿)，／z≤o，∥<孱(o)(其中Xo=矿，妒))则zo正a，g，否则，

／a=f(xo)=屈，Ⅳ(g一妒)2绞Ⅳ(O)2厦(0'。

若z。∈Qr，则尾。(，)关于f单调，且甜一妒在xo取最小值且不大于0，则，

f(zo)≥，(zo)+厶矿(工o)≥—c

14
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那么，l展．。(％一一≯)I<c。若Ⅳ足够大，．ⅢtJu叫---'}U。，l尾(虬一矿)lsc，且甜州

是问题(2．16)的解。证毕。

我们定义一维的惩罚问题的解为％=t@)，我们知道‘161呻，当譬---}o

时·“。专r(砂)。

引理2．2：对于妒∈U，惩罚问题(2．9)的解‰=瓦(妒)，满足

器IIV％(f)k㈣+0(％)一ilr皤)+II△％k(G)≤c1[c+il／il。,,西)+IIVgk(n)】‘2·17’

证明：首先，我-ff]要考虑到在约束集K中，甜。≥≯。由引理2．1的证明我们

知道

慨(％一删矿(佴)≤c (2．18)

我们纠181，

器阮‰，+㈣她，+陋峙car，+㈨t弭，
≤Cl(0孱(％一矿)9f(西)+11／11f(。r)+0V91f(。))

再由(2．18)我们可以得到(2．17)。证毕。

引理2．3：对≯∈U，障碍问题(2．7)(2．8)存在唯一的解”=丁(矿)。当占专O

时，(2．13)的解％=疋(≯)满足，在r(Qr)中，

“。斗“强收敛；V％--争Vu强收敛；

％斗珥弱收敛；Au。斗Au弱收敛。

且“满足。

器酬b+⋯晒，+㈦她，+㈨car，
≤c硼厦@一≯)lb(西)+㈣rz COr)+tlvglL,(。)) (2．19)

15



中国石油大学(华东)硕士学位论文 第z章自由边界问题的变分原理

证明：首先，由2．3节的讨论我们知道，(2．7)(2．8)存在唯一解，Ru。在r(G)

强收敛到却．对每一个t我们有

JJV魄一”)睡(n)≤9△饥一甜)l印2，lu,甜bn)

则V％在r(Q)中强收敛至aJVu。

由引理2．1我们可得到以)，在r(绋)中收敛到嵋，Au,在Lz(Qr)中弱收

敛到AⅣ。由上述地收敛性我们可以知道，(2．19)成立。

解的存在唯一性由上述讨论或者由【18】可得。证毕。

根据引理2．2和引理2．3我们可以得到如下定理：

定理2．2：障碍问题(2．7)(2．8)中存在一个最优控制矽，并且≯是最小化

问题(2．12)的解。

证明：令娩}：。满足，九∈U，

蜡‘，(妒)2舰‘，(丸) (2-20)

从目标泛函{．，(噍))：。有界，我们可以知道，存在一个障碍痧’EU，满足，

磊÷矿且敝)，_{5‘，，由我们将磊与嚣=?魄)应用到(2．19)中，可以得到，

在r(岛)中，蚝--}t／强收敛；V心斗Vu强收敛；(／'／k)t专Ut弱收敛；

△以寸缸弱收敛。

所以，我们有

驻m丁(晚)=r(矿) (2．21)

我们令I-'EK，唯=max0,,痧D，那么我们有唯∈K(纯)，在r(o，瓦磁((坳中

咋弱收敛于v，且有

16
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．0[(‰)。(唯一uk)+t【‰】(唯一嘶)】蚴≥L，(唯一uk)dxdt
令k÷∞，对任意v∈K(≯‘)得到，

L【(“‘)，D一甜’)+t[“’】(V一“+)出衍≥L，(11--IJ*)dxdt
我们知道在x娩)中，办--<／'／k，由上述的强收敛性，我们有矿≤∥。所以，

“‘∈置(≯‘)．gu’=r◇’)

由弱收敛性我们可以得到，

我们可以得到，

tli～rar(九)=r(≯‘)

牌‘，(磊)≥．，(声+) (2．23)

由(2．20)(2．21)(2．22)(2．23)我们可以知道，毋’是一个最优控制，并且

最小化泛函(2．12)。

2．3抛物型变分不等式的数值解

当与自由边界问题等价的抛物型变分不等式建立后，剩下的问题就是

解变分不等式。考虑如下变分不等式

(虬，V一“)+口(甜，V--U)≥(厂，v-u) (2．24)

我们利用有限元法【2111221来解变分不等式。

首先，对求解区域剖分，如果O≤x<-I，选取点xo，^，⋯，xu-l’使得

0=xo<而<而<一<xa,-l=I

记厅=IlN，我们定义基函数破，令甜，’，展成如下格式，

Ⅳ Ⅳ

甜=∑确=嘲，V=∑嘲=嘲

17
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我们引进几个特殊的矩阵，^白2劬，力)，巧=口劬，力)，乃2(，，办)·注惹

到^毛，巧均是对称的，则我们可以得到，

％警(vJ—uj)+tC9u,(vj—uj)一￡q—uj)≥o
若∥定义川在础时刻的值，

鸩竺=≥竖(巧一吩舯1)+【％雄ln+l q-(1～D巧矿】(_一∥“)一乃(_一吩”1)≥o

整理得，

【_M万e十％】％“(vJ一吩“)≥{乃+謦一(1一D局h”}(_一哟”1)(2．26)
如果a(u，v)=口(v，u)，我们有如下定理。

定理2．3：已知Q是凸集，若a(“，v)=a(v，“)，则甜是(2．27)1拘解§“是(2．28)

的解。其中，

@，v-u)+a(u，Y--U)≥(厂，V--U) (2．27)

‘，(”)2唑It，(1，)=1密【(v'力+口(v，D一2(f，叫 (2·28)

如果％”表示在时间rest时刻有限元网格结点上的值，那么将(2．24)离

散得到，

(=Id—hn—+面l--一Uhn，％一％“1h+口(嘞⋯，％一嘞肿1h≥(^”，％一％肿1)^
我们如果用口一型离散得到，

群≯旷∥h州％n+O％一‰棚艟(∥”％树h
其中Uh”9=锄^”1+(1一tg)U^”。整理得，

18
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(％“，％一％”1)^+8ta(uh”柑，％一％“1)^≥田(以枷+譬，％一嘞”1)^

(％n+1％一％州)^+8tOa(uh”+1,％--Uhn+1)^≥at(A”口+筹，％一％”“)^
一8t(1一目)口(z啊”，％一Uh”1)^(2．29)

由定理2．3知(2．29)的解等价于最小值问题(2．30)的解，

min{(龇)。+6tOa(vh，Vh)h-28t[(fh¨口+音U n，Vh)。一半毗”，VD栅
(2．30)

2．4数值实验

对于氧气扩散问题(1．3)，我们很容易得到如下变分不等式模型：

@，V—C)+口(c，1，一c)≥(-1，1，一c)

(2．26)中取口=1，厂=一1，固定区域Q为【0，1】，基函数谚∞】，

。 I[x-(i-1)h]／h q-t)h≤x≤ih

谚2讯+1)^一x]／^ 砌≤x≤(f+1)厅。

则坞是对角矩阵，对角线元素为厅，巧是三对角矩阵，对角线元素是詈，
次对角线元素是—五。

整理(2．26)可以得到，

彳％”+’(_-uj肿1)+6(0一吩肿1)≥0 (2．31)

这里，彳是三对角矩阵，对角线元素是(1+2 JIl6。tJ-，次对角线元素为一萨8t，

b=8t一￡”。令z=Ac+b，有

19
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i-l Ⅳ

五“4=包+∑呜勺仕“’一∑以r
id l-i

q‘‘“’=max{O，q‘+o)zj‘‘“’／4f}

则我们可以得到如下数值解：

表2．1 8t=0．01时，在x=0处，氧气浓度随时间的变化值

(2．32)

(2．33)

t c化O) t c(t，O)
0．Ol O．38894248 O．11 0．12572632

0．02 O．34040956 O．12 0．10910789

0．03 0．29899802 O．13 O．093 16693

0．05 O．24616328 O．15 O．04876147

O．07 0．20102334 O．17 0．03493626

0．08 O．18061203 O．18 O．021 53776

O．09 0．16136050 O．19 0．00893769

表2．2西=0．Ol，6x=0．01时氧气浓度

X

c(t，x)

O．1 O．2 O．3 0．4 O．5
f

O．Ol 0．36501823 0．30994707 0．24327738 0．17913513 0．12419248

0．05 0．24019767 O．21 9fi4345 O．18693635 O．18495878 0．10961712

O．10 0．14019086 0．12803262 0．11081395 O．09008578 0．06574645

O．18 0．02017851 O．01609856 0．00993932 O．00349853 O

0．19 0．00780974 O．00457810 0．000801 05 O O

表2,3 8t=0．01，融=0．0001时，自由边界的值

t s(t) t s(t)

O．01 1．0000 O．1l 0．8301

O．02 0．9999 0．12 0．7896

0．04 O．9921 O．14 O．6925

0．05 O．9819 O．15 0．6339

O．06 0．9672 O．16 0．5663

O．08 0．9249 O．18 0．3859

O．09 0．8976 O．19 0．2423
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2．5本章小结

自由边界问题的交分不等式方法使自由边界从表达式上来看消失了，

但是要通过其满足的相应的条件来确定。它将所求的自由边界问题转化成

在固定区域成立的新问题，解决了由于自由边界的存在，给我们的求解带

来的不便。在第四章中，我们将利用抛物型交分不等式的极值原理，研究

美式期权定价问题中的期权价格的性质。

本章中我们主要针对障碍变分不等式问题中的障碍进行研究。我们的

目的是找到～个最优的障碍，使其能够与某个目标效益最接近，并且使障

碍的范数不是很大。我们通过对一维惩罚问题的研究，建立了满足上述目

标的障碍的存在性理论。

从氧气扩散的数值实验中我们可以看出这种近似方法有两个明显的优

点：一是它的计算过程与自由边界的实际的变化无关(不管自由边界是否

光滑，是否有尖锐的谷或峰)：二是进行计算的区域在任何时候都保持固定，

并且有非常稳定的格式。但是这种方法的主要缺点就是求解自由边界的困

难，主要是因为这种方法是利用新问题的数值解来后验性地确定自由边界

的。因此，如果我们研究的问题的主要目的是确定自由边界的位置，固定

区域方法就不是我们的第一选择。

21
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第3章自由边界问题的谱方法

谱方法从产生至今已有多年历史，已经被广泛应用到了流体力学、气

象、计算物理等领域。它和有限差分法、有限元方法一起被称为偏微分方

程数值求解的三种基本方法。

谱方法不同于有限元法，在谱方法中试探函数被取为无穷可微的整体

函数，它是以正交多项式作为基函数的Galerkin方法、Tau方法或配置方法，

它们统称为谱方法。Galerkin方法中检验函数与试探函数属于同一个空间，

并要求满足边界条件；Tau方法与Galerkin方法类似，但不要求检验函数满

足边界条件，而是利用边界条件再补充些方程，最后得到一个封闭的方程

组：配置方法则是取检验函数为以那些配置点为中心的Dimc一艿函数，使

得微分方程在这些配置点上精确成立。

如果按照所讨论的问题是否周期，我们又可把谱方法分为Fourier谱方

法(周期情形)和Chebyshev谱方法、Legendre谱方法和Hermite谱方法等，

这些方法是分别以三角函数、Chebyshev多项式、Legendre多项式等作为基

函数来讨论问题的。实际计算中有时根据计算的需要，可以将Chebyshev

谱方法和Legendre谱方法相结合，充分发挥Legendre谱方法稳定性好，及

Chebyshev谱方法计算量小的优点。，

谱方法的最大优点在于它的所谓“无穷阶”收敛性，即如果原方程的

解无穷光滑，那么谱方法的收敛阶将是无穷的。其次，快速算法的使用也

可以大大减少计算量。但是，谱方法也有其不足，其一是要求原问题解的

正则性较好；其二是要求求解区域比较规则，一般是乘积型区域；此外，

Chebyshev谱方法权函数在边界处的奇性也会导致计算出现某些数值不稳

定现象。



中国石油大学(华东)硕士学位论文 第3章自由边界问题的谱方法

由于Chcbyshev多项式与三角函数有非常密切的关系，因此它有许多

比较好的性质，而本文研究的自由边界问题不是周期的，所以采用

Chebyshev谱方法。

Chebyshev谱方法实际上是一种前沿固定方法，主要思想就是通过固

定自由边界的移动前沿，将自由边界的非线性转移到偏微分方程中去。因

为计算区域变成了矩形，所以我们可以利用谱方法解变换后的模型。固定

移动前沿的最简单的方法是作前沿变换。

3．1算法描述

3．1．1前沿变换

对于如下的一维一相自由边界问题，

珥=t【甜】+．，'(，，功t>O,x∈／S (3．1)

u(x，o)=妒(D，s(o)=so (3．2)

B陋】=缈(D， u(t，J(f))=8(0 (3．3)

扛㈤㈣一名害(蛳问题) (3．4)

lq(f，s(f))=o ∞式问题)

若西是【o，J(，)】，我们令孝=娶一1，可glxels映射到善∈卜l，l】，则
a(t，

掣=云警，挈=南警·锄 s(f) a掌ax2 s2(r) a善2

—Ou(t—,x)：堂堂+燮：蚴堕～ds+盥一(毒'+1)一Off—ds+堂Ot 8专Ot Ot 必os(t)dt Ot s∞8{dt Ot

训司小4鬻髻+警嚣+ao(t期齑
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控制方程变为；

丝Ot=4型82等等+擘警+嚣乌dt霎+瓯。期历+于也。(3．5)(f)苗2、J(r) s(f)7鸳⋯“⋯“
记

珏4鬻薯+学+丛s(t)鸟,it旦a善+吼。(3．6，
其中，露(f，O=c6(t，x@s(f)”O=0,1，2)，．厂(r，0=f(t，“六J(f)))，

a(t，D=u(t，x(六JO)))

初始条件变为：螽(o，D：议!圭j；屿
边界条件变为：研露】(，，一1)=∥∽，瘴(f，1)=口(，)

3．1．2自由边界的移动速率

由于前沿变换后的方程含有宰，所以，我们需要它的显式表达式。对

于Stefan问题中，孚以自由边界条件的形式给出来了，对于隐式的自由边

界问题，我们就需要推导出自由边界的移动速度闭。

对方程u(t，J(伪=口(D关于t求导，得到

警=磊d比删=坼(，，一㈣+鲁毗删
由于(3．3)，我们有

坼p，JO))=痧(D
’

o=丢蚝以so))=‰(f'so))+罢％以s(，))=(t(砌，+妄甜。以s(f))
因此，若甜。≠0，
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妾：～咎业l：一掣I，b=-1或l西 ‰|(f删 2％ I(，舢’ 一‘

若t=≤；一1，口(f)z。，由上式知，

则

查：一暾；一到：一生I；一。一
dt lo lk L。(f) 蚱+1L(f) 即)+ll。，(

霉=～‰(f，Jo))dt 一

一ds而8dt ‰(f，1) (3．7)一“、“⋯ ⋯～

3．1．3 Chebyshev展开

经过前沿变换后的自由边界问题的求解区域从西变换到了【．1，l】。我们

可以对解进行Chebyshev多项式展开。

第一类Chebyshev多项式定义为{疋(x))蔷定义为

乙(力=COS(／／CX)S-1x)，一1≤xsl，开=0⋯1．．

显然写(力=l，五(工)=x，TAx)=2矿一1，．．一递推关系

五+l(工)=2工耳(z)一五。．(x)，．j}=l⋯2．．

Chebyshev多项式的主要性质剀．

I(x)l-<1，-l≤x<l (3．8)

五(±1)=(4-1)‘ (3．9)

弦o)I<．j}2，一l≤x钆五’(士1)=(±1)懈 (3．10)
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铲=考妻孵舻{悠。p。m+l
。“p+Ⅲ为奇

L1’^二1

(3．II)

以ok手∑孵o’=手∑p∈∑峨)=÷∑p(p2一肌2地
。”p，+4。m为+l奇 ‘”pp-+卅为m+l奇 Cp：i豺奇 。”；i：巍

玩p’=÷∑p∥2)_÷∑p÷乏s(s2一p2)玩
L。p¨=kk+知l铸

ck

pp=tkk+Ⅺl督Cp s¨-p鬻羁

Chebyshev级数乘法法则【251

(3．12)

(3．13)

(们I=i1∑甜p％+∑UpVq (3．14)
‘p+q-k 卜d“

N-I

如果令费(f，D=∑％(瞩(孝)满足，f=一1，厅=o；亭=1，喀=o·于是根

据性质(3．9)(3．10)我们可以得到

N-I

∑(一1)”％=o

N-!

∑栉2％--0
H=o

根据(3．11)(3．12)(3．13)我们可以将(3．1)所有项都展成Chebyshev级

数。

因此我们可以得到一个N+I阶的常微分方程组(未知量为％，及s(t))·

亟dt=委N-I厶(岛j)％+五，呦≤Ⅳ一3
％(o)=霞，文o)=so，
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∑吼(功q=∑q2(n)a．=o

罢=G(t焉¨m)
其中％(f)，Z(r)，纯分别是解，源项及初始数据的Chebyshev系数。4。，

吼(一)，G的具体形式依赖于具体的边界条件的形式。

3．1．4非齐次边界条件的齐次化

如果边界条件不是齐次的，即y(r)≠O或口(f)≠0，必须按照下列原则

将非齐次边界条件齐次化p7】；利用边界条件构造一个修正的函数，使它满

足修正的有齐次边界条件的方程。若研“】=U，我们定义

毗勿=讹勿一掣删+等缈∽
显然w(t，参)满足

M=厶，f[w】+，(f，0

P(t加知胁-掣-9(沪等∞)+秀+等等)哇㈤一j1㈣
+吼f)掣㈨一等㈣)

通过此变换就有Ⅵ仉一1)=w(f，1)=0。所以，不失一般性下面讨论中所有条

件都是齐次的。

3．1．5算法的修正

为了提高计算精度，我们可以将计算区域【-1，l】，分解成几个小区间在

这几个小区间上分别计算。我们令

一1=矗<‘<，2<⋯<厶-l<岛=1
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为了在每个小区间△J=瓯，‘+I】，y=o，．．．Ⅳ一1上，还能够利用Chebyshcv谱方

法，我们需要进一步做变量交换，使新的方程的仍在【-1，1】上求解。

因此，我们做变换

铲兰翌丝，．，=o，．．．Ⅳ一1J

lin—lj
‘ ：

原问题就化成了N个小问题。但是要注意的是，由于把求解区域分解了，

可能会影响“在以及咋在结点的连续性。所以，定解条件需要被修正。

骂【“‘o’】_0

U(D(t，1)=“‘。“’(r，一1)

矗魄1)-—#／j+2L--；／j+l∥”)
马胁”】=0

其中，置m‘。’】，岛陋”】是没有剖分前在±1处的边界条件，甜‘n=甜O，孝(乃))。

3．1．6带有奇性的初值问题

如果t=O，u(O，x)=缈(x)足够光滑，则我们可以将它展成快速收敛的

Chebyshev级数。如果烈力有尖点，Chebyshev级数将收敛的很慢，甚至会

产生数值不稳定现象。因此，对于分片光滑的初始值问题，我们无法直接

用Chcbyshev谱方法求解。

因此，我们需要另外的方法来处理初始值的弱奇性问题口7】。

假定，矿O)∈F，我们需要建立一个光滑函数序列{纯}cF’(F￡F’)

使其收敛到烈功，我们取矿@)的磨光函数嗍。
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跏可以定义一个溅∞，=P^。。簖，c是使
p(x)出=l的常数(Q包含单位闭球耳砑)·

令％(功=e-1a(-占x)(磨光核)，那么纯o)2卜@一J，)伊o，)咖‘磨光函数)’

触山慨c功={；啪2一厂1格c是使p⋯⋯，
aAx)=三口(兰)，贝OaAx)收敛到J一函数。

6 o

删=∞=忙o,clxl唧>占(伊)_l悱l(f桦1)

pc舳=算州唼)2-矿1出彬：：e。iCexpcy2刮砂=·c，∞，

l。imC占exp((-占x)2—1)一=O
(3．16)

timCexp((x)2一1)’1寸。o (3．17)

由(3．15)一(3．17)我们知lim三口芒)专艿(x)。

为了计算的简便，我们也可以用函数!烈三)嗍来近似占(功，
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三烈兰)：j三(fl(1。)6叫(1一◇2)6，lxI≤占
￡ s lo，其它情况

定理3．2：设伊(功∈Q在任意紧集茁C五上可积，若伊(力∈Co(R)，则对于任

意紧集置c掣，当F一0时，％红)专烈力。

证明：若伊(功∈Co(R)，利用

Ia。(y)dy=1
∥

可得

纯o)一伊(x)=f(烈x一力一矿(工))％o)砂
矿

当x属于某紧集K时，由于％o)的支集在球I川s占中，故上式积分号下作

为函数伊的变元的膏与工一y落在紧集墨中，这里墨是把以K中任意点为球

心，1为半径的球都包含在里面的一个紧集。利用p在紧集Kl上的一致连

续性可知，对任意艿>0，在占充分小时有

。翌祭阮o)一烈x)I≤Lf烈工一力一伊(x)1％(J，)砂

s萨胁力一贴)J L啪渺

s艿I％(y)方=艿

所以，当s寸0时，在K上纯(功一致收敛于矿(功。

3．2算法的收敛性

利用磨光函数近似初始条件得到的数学模型的解是否收敛到原问题的

解呢，收敛速度又如何呢?由于我们对变量做了前沿变换，故偏微分方程
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的成立区域变成了固定区域。所以为了讨论的方便，

定区域中，我们考虑如下模型：

Ut=t【Ⅳ】+厂(f，功t>0,X∈to

我们将问题限制到固

(3．18)

u(O，力=伊(功，研“I=O (3．19)

其中，厶@)和8[u】同式(3．I)(3．2)中相同，Io=【0，So】。

定理3．3：假定哆∈C1×e2，f(t，功∈c，o×c o，若初边值问题(3．18)--(3．19)

的解为u(t，力，而另外由一组初值条件％(o，曲=依(x)∈C‘(厶)确定的问题

的解为％(f，x)。假定纯(x)斗伊，对于任意的石∈厶和序列毛斗0，在任意

有限时间段(O，T】内，我们有

suplu．(t，x)-u(t，功I≤足(r)岛 (3．20)

特别地，当r>O时，在，0中，当疗寸oO时，％(f，x)--致收敛至Uu(t，力。其中

K(t)在任意【fo，T】(to>0)上都是有界的，当f辛0时，K(t)专oo-

证明：为了讨论问题的方便，我们不妨假定所讨论问题的边界条件为

Dirichlet条件，

u(t，0)=u(t，so)=0

考虑t的伴随算子t’【30】，

。=％(f，工)等+(2吃，(f，x)一q(f，x))去+％(r，工)一％，(f，x)+吃，(f，工)
我们假定丘+的基本解为G(x，，；六f)∈C2×e1，且G(o，f；六f)=0。则

31
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了且(G，+L’【G】弦+(坼一t伽】)G)d善df

=驰{专kG咋一锡“吒+瓴一吃。“G】一@G)，M影f
利用定解条件，并且令乞寸0，我们得到

HQ，曲=一llGb，t；考，砖fb，幻d{df+lGq，t；{，O)双g)dg
0k lo

+kp，So)G(x．t；so，f)唯(f，So)dr

当妒(x)取％(x)时对应的解为％(f，力。因为对每一个拧都有纸(力∈c‘(厶)

(K>0)，由微分方程的理论我们知道，％(f，力∈q1×e2。

lUml--‰I≤I』G∽蝣埘c％c。一‰c锄鸳Ipo l

+』kc碱顾彬；驴，‰嗡，飞∥删df卜+以

‘=b谢似％睁％c勃d刮
≤驴c∥；孝删％④一烈劝叫+驴c蹦；f，∞p④一％僧"彬I
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№咿牡而C两1产
C是常数，／Ye(O，1)。因为纯(功_认x)，固有1％(功一矿O)I≤肘(x)厶，可

以得到，

‘≤7M(‰+％)

其中，府是常数。

以≤J1％(f，So)a(x,t；So，f)Il‰，f(f，So)-U．。善p，So)1dr

≤(‰+‰)I％p，岛)G∽f；品力I(等+K(砌df0 ，

≤收(‰+气)圪(工，So)f，7cr)如

≤Mc(‰+％)尼(x，晶)局(f)

其中如(f)，尼(x，瓯)均是有界的。所以，

h一‰I≤‘歹M+MoFo(x，&)恐(f”(‰+‰)

叩h一‰I≤足(r)(‰+‰)
j‘“

其中，K(r)=歹M+m蛳ax[MGFo(x，So)XAt)]。

由于K(，)是[fo，刀有界的，因此若铂斗∞，％÷oo时有，翟卜棚．一‰I专o。

所以，％O，z)一致收敛到打(f，功。
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定理3．4：在问题(3．18)一(3．19)中，令xo E厶。如果初始条件是

u(O，x)=140=coS(x-％)+qH(x—xo)+c2(x)max(O，X-Xo)+C3(x)max(O,x2)+⋯

％。(f，力是将占(x)用％∽近似得到的问题的解，u(t，力是原问题的解，那

么当占专0，％。(f，x)专u(t，力，且收敛阶数为D(占2)。

证明：由定理3．1，定理3．3的证明我们知道，当s专0时，

％(功一6(功，lice。O，x)_u(t，x)

下面我们只证明收敛阶数。

对任意函数p∈F’，我们有，

I吒印卜磊t硎≤恒％c功妒。，出一j％c力烈。，出I
从定理3．1证明我们知道x∈卜占，占】。

令

Y2——

则有

kr纠一磊c硎≤睡盯c力c烈占y，—妒c。为砂I
而纯(s力一妒(o)=占y妒’(o)+-f--芋-q,'(o)+。(一)代入上式得，

M卅锄]Is盼m∥(o)+孚柙)+0∥”砂II—l
-

l

由于口(力是偶函数，所以，
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附纠吲刮』删哮C2 2㈣圳奶，砂悟帅巾1咖2砂州咖
由于，缈∈F’即伊足够光滑，矿(o)I≤肘<Qo，则，

l口。【伊卜研矿ls．^狞2+D(占2)

又由于丢日(x)=斋础姒(。，z)=参三础找(o，x2)=艿(x)，也(。，力_“(。，x)
的收敛阶数为D(占2)，由定理3．3中的(4．22)知％。O，x)寸甜(f，x)，且收敛

阶数为o(e2)。证毕。

3．3数值实验

氧气扩散问题(1．3)，经过前沿变换后得到的模型为：

q=南％m+1)器一，水ydp。
c(o，y)=；(1一y)2， s(o)=1

q(f，一1)=c(t，1)=0

石ds=一而8％㈣西 ，(f)”⋯

(3．21)

(3．22)

(3．23)

(3．24)

^r-l

记模型的解为c(t，力， c(t，力=∑％￡(力我们可以得到如下常微分

方程组：

誓=丢南。羔肌(m2--n2k+号嚣c黑。鸭+争胚厅≤Ⅳ一，

35
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警2i1而4毫N-I m3％+号器篓鸭^胛=。
％(O)=乞。(o)，s(O)=l

N-I N-1

∑an=∑(一1)”栉2an=o
Ⅳ=曲 n=o

鲁一高篓磕p古基咖M
对于这一问题我们分三种情况进行数值实验，情况1：N=10(第一行)；

情况2：Ⅳ=100(第二行)；情况3：N=10(第三行)，修正后的Chcbyshcv

算法(在50个小区间上计算)。

我们得到如下数值结果：

表4．1：情况I(第一行)；情况2(第二行)i情况3(第三行)

t c(t，0) s(t) t c(t，O) s(t)
O．01 0．38988135 1．00000000 O．1 0．14355714 0．93333387

O．38717464 1．00000000 0．14355530 0．93504241

0．38719871 1．00000000 0．14317777 0．93499984

O．02 0．34194497 1．00000000 O．12 O．10964921 0．86742552

0．34045136 1．O0000000 O．10964891 0．86987449
O．34042345 1．00000000 O．10935786 0．87679551

O．06 O．22382245 0．99027243 O．16 O．04955625 0．682241 18

0．22375861 O．99142747 O．04955625 0．68184228

O．22403351 0．99175623 O．04874281 0．68400081

O．08 O．18111175 0．96952240 0．18 0．02240337 O．51897562

O．181l0064 0．97100057 O．02240337 0．50971102

O．18124654 0．97143363 0．02178658 0．50999585

由于s(f)本身比较小，故如果仅仅对J(f)作图的话，差别不是很明显，

所以我们作sO)与积分方法得到的结果的差关于时间t的图象。
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图4．1：：。一·”表示情况1；“一”表示情况2；

“一口”表示情况3；“一+”表示变分不等式法

3．4结论

我们将解氧气扩散问题得到的数值结果与积分方法所得的结果相比

较，我们可以知道如果Ⅳ越大得到的结果将越准确。但是如果用修正的

Chebyshev谱方法，即将卜1，l】剖分成几个小区间的话，即使Ⅳ相对的小一

点得到的结果也是比较准确的。

与变分不等式方法相比，对于氧气浓度的计算相差并不是非常明显，

可是对于自由边界的计算结果就要准确许多了。主要是由于用变分不等式

方法求解自由边界时，需要根据隐式的自由边界条件，利用所求得的关于

氧气的浓度的数值解，后验性的估计自由边界，因此误差就比较大。
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第4章美式期权定价问题

所谓的期权是指持有人在确定时问，按确定价格向出售方购(销)一

定数量和质量的原生资产的协议，但他不承担必须购入(销售)的义务【3¨。

期权持有人具有按协议条款在规定时间实施这个协议的权利，但不负

有必须实施这个协议的义务。在期权合约中，确定价格称为实施价格或敲

定价格(exercise price Or stril(o price)，确定日期为到期日(expi巧date)，按期

权合约规定执行购入或销售标的资产称为实施(exercise)。

期权按合约中购入和销售原生资产来划分为两种基本类型【32】：

看涨期权(call option)：持有者有权在某一确定时间以某一确定价格购买标

的资产。

看跌期权(put option)：持有者有权在某一确定时间以某一确定的价格出售

标的资产。

期权按合约中有关的实施条款来划分：

欧式期权(European option)：只能在合约规定的到期日实旌。

美式期权(American option),能在合约规定的到期日以前(包括到期日)

任何一个工作日实施。

4．1美式期权的模型

我们需要的符号有：s为标的资产的价格，C(t，s)为看涨期权价格，

P(t，回为看跌期权价格，K为期权的敲定价格，r为风险利率，q为红利率，

口为标的物价格的变动率，烈f)为最优执行价格(f时刻自由边界的位置)，

r为至U期日。

美式期权是一张具有提前实施条款的合约。从数学上来讲，美式期权
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的定价问题是一个自由边界问题，它的自由边界是这样的一条需要确定的

交界线，它把区域{0≤S≤OO，0≤f≤T)分成两个部分，一部分是继续持有区

域，另一部分是终止持有区域，这条自由边界在金融上被称为最佳实施边

界(optimal exercise boundary)。

显然对每个美式期权的持有人来讲，需要知道曲线的位置，以便制定

出最佳的实施方案。

4．1．1美式看涨看跌期权定价模型

期权作为一种衍生证券，它的定价决定于标的资产价格的变化。由于

标的资产是一种风险资产，因此它的价格变化是随机的。由此产生的期权

的价格变化亦必是随机的。但是，一旦标的资产价格确定下来，那么作为

它的衍生证券(期权)的价格亦将随之确定。这就是说，若在f时刻，标的

资产价格为S(t)，期权价格为函数C(t，S)(P(t，s))，我们的任务就是通过

建立偏微分方程模型去确定这个函数。

对于终止期为t=T的美式看涨期权，在未来的期权到期日若当标的资

产的价格S(T)大于敲定价格足，则合约赋予期权持有人利用敲定价格K购

入标的资产的权利，从而获得利益，否则期权就无意义。它存在两个区域

一个是继续持有区域zl，在这个区域中：

C(S，0>(S—K)+

另一个是终止持有区，在这个区域内：

c(s，0=(s-置)+

我们可以认为

∑l={(S，f)10≤S≤s(D，0sf≤n
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邑={(S，，)IS(f)≤S<oo，0<-t≤丁}

S(f)>K(o≤t<力

在到期日的任何时间，对于最优价格下的任何标的资产的价格均满足Black

--Seholes方程口31
t

LC=l^a2s2e簖+(r-q)SCs+c：一，c=O (邑)

期权只有在标的资产价格s大于敲定价格K时才执行。所以期权到期

时，期权价格满足

C(T，研=max(O，S一定)

很显然，如果标的资产价格为0，期权是无意义的，于是，

c(t，∞=0

通过最优执行价格定义我们知道，当标的资产价格达到踯)时，权利

被行使，即此时期权价值为

C(t，占(f))=B(t)-K

为了解决自由边界B(t)，我们还需要其他条件。

最优执行价格需要满足在任何瞬时时间中都最大化期权价格，即

M=argm"aJxC(t，s；厂(，” (4·1)

／V)是所有的可取函数。我们可以考虑满足，口)=占(D的连续函数厂(f)，

，O)=口(f)+铅(D，g(T)=0

我们定义

c：=c(t，s；，(f))=c(t，s；口(r)+昭O))

满足(4．1)的必要条件为
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坠l：o
钯}。=o

(4．2)

令U=ac,／a占，我们得剑

三盯2s2u嚣+(，一q)SW,+阢一ru=0,0<，<r，o<s<口(r)+sg(f)

．aC．,(t，印：冬(f，o)：o
o￡ o￡

根据链式法则

鲁以即)+sg(f))=Q瓴踯)+吲r))球)+石oc,ns os

另外，对e的边界条件微分得

皇呈p，Bp)+sg(，))：ff-= +sg(，)一K)：g(，)
d占 o(B(t)ac

所以，

tG(邶(f)+吲嘞g(，)_l】鲥)一鲁
定义

印鲁I。。
我们有，

委仃2s：【q。。】。+(，一g)s【c：，k+【c：，】f一，[c龟，】=o，o<，<r，o<s<口(f)

[q。】(r，印=o

【q．，】(f，o)=o

【c：。】(f，B(，))=【1一G(t，曰(f))】g(f)

由(4．2)知，对任意g(f)，[1-G(，，占(f))】g(，)=0。从而可以得到我们所需

要得另一个自由边界条件G(r，B(r))=1，对于美式看跌期权尸(，’印，类似地
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口仃)=max{K,rK}

三盯2s2％+(，一q)SCs+e=心，o<f<舢<s<B(f) (4．3)

三盯2s2％+(，训皿+只=坤，o<f<耶>即) (4．8)
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有相同期限T和相|一敲定价格K的夏付红利的芙式看苻长褶看跃明秘阴∞r

格与最佳实施边界，则

c(跏砌=要P等棚，，)
和

4‘S。。。。。。。。(。。t。。,。。r‘。。。,。‘q‘。。)。。。S。。。。p。。。(。‘t。。；。。。q。。。,。。—r—)=K

证明：设P和B(t)是以下定解问题(4．8)一(4．12)的解。令

形：-等c(s，o
L，

。7

K2

y。了

则区域{B(f)<S<oo}j区域∞sy≤丽92}。记∥=而92，利用条件(4．9)
得

郴．)-高c⋯∽忆毒“一K
(4．13)

詈I，r=案考，，，=c一等，卜等)|∥=t c4M，
万I，r 2卜万万’r，q一可舻歹1心=1

¨J训

由(4．10)得到边界条件

∥(o，f)=(参(K咽k。=o (4．15)

最后推导形@，t)在区域{O墨y≤∥)满足的方程。通过计算我们可以得到，

s罢：曼㈣罢+矿)剪K、7却
7

43
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s昙(s寻01'=iS陟万0(y矽OW匆詈堋
因此方程(4．8)转化成

三口2s昙s两01"+(，一g—i0．2)鼹+卑=，P，O<t<T,S>Bo)

要辱y万。杪万ow)+卜cr2一(，一g一手)】y詈+【，一g一了o．2+譬一g】即+彬=。
即

丢盯2)，2F‰+(g一，)J，％+形=qW，0<t<T，0<y<S’
而对于自由边界，

∥(斯)2丽K2 2鬲92=一(丘詈目
]EC(t，S；^q)=w(t，Y；q，，)得

去仃2S2￡嚣+(，一q)SCs+q=，1巴0<t<T，O<S<s。

c(s’)=∥一K

C(O，t)=0，C(tS)=max(O,S—x)

G(t，s’)=1，s’(r)=max(K,rK) ，

所以，定理结论成立。证毕。

定理4．1实际上描述的是美式看涨看跌期权价格的对称关系，这种关系

的另一种表示为咖，
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c(t，S；r，g)一S

K
：—P(t,S；q—,r)-K

S ，且型K=南B 9“)

利用这一关系我们在下面的讨论中，仅考虑美式看涨期权即可。

我们引入新的变量，

r=(T-t)产量砧力=芈以『)-警，
模型(4．3)一(4．7)变为

q=0-252气+(，一g)呜一阳，f>0,0<J<6(f)

c(O，s)=max(O，s-1)，6(0)=maxO，r／q)

c(r，0)=0 (4．16)

c(r，6(f))=b(r)-I，car，6(砌=1

4．2美式期权价格的性质

从定解问题(4．3)一(4．7)，我们给出美式看涨期权定价的变分不等

式模型【35]p61：

在区域∑：{o≤s<oo，O<t≤n上，寻求函数c(t，s)∈czl，其中

∑=∑lUx2，使得，

(1)在继续持有区域∑1上，

c(t，S)>(S-K)+，

工C=0

(2)在终止持有区域z：上，

c(t，D=(S一足)+

三C=，足>O
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(3)在终止时间t=T，

c(t，S)=@一K)+

(4)当S=0，

c(t，回=0

综合(1)一(4)，因此美式看涨期权定价的变分不等式口71模型为：

min(圭神2％+(，一q)SCs-I-e一，c，C一够一鳓=0
C(o，$=0 (4．17)

C疆，趵=s—K

如果令x=ins，f=，一f，v(r，力=C(f，研，则定解问题(4．17)转化为

噼(罢一了o-2萨／’2v一(，个争罢圳，v一(ex-K))_o
V口，x)=0 (4．18)

v(0，功=e。一x

仿照第二章，我们给出(4．18)问题的惩罚问题：

厶∽=尝一itr2丽02v一(r-q-一o-z．瓦av州+屈。一n。∥一置))=。
v(T，x)=0 (4．19)

v(o，力=n，(P。一K)

my->6

其中n，(力2{口，⋯<s，n。(力∈c。(R)，o≤Ⅱ，∽≤l’。liran。∽=y+。
【o，Ys-8

我们有以下结论：



中国石油大学(华东)硕士学位论文 第4章美式期权定价问题

定理4．2：设匕(f，z)是惩罚问题(4．19)的解，则当s寸O时，在研的任意

有界闭子区域上，vat，x)一致收敛到(4．18)I懈v(t，x)，其中

珥={(x，t)la<x<6，0<，≤n，Ⅷ≤a<b≤佃。

定理4．3：对于美式看涨期权定价，我们有，

(1)若S≥最，则

C(t，焉)≥c(，，岛) (4．20)

(2)若墨≥K，则

c(t，S；KI)≤C(f，S；K) (4．21)

证明：(4．20)与(4．21)的证明是类似的，我们仅证(4．20)。作函数

Fr(f，x)=vI(f，力一1t(r，功

其中，坼(f，功=vAt，x；S)(f=l，2)。将它代入(4．19)我们有，

等一了0"2罟-(，一一争詈+rWq +孱(H—n小。一鳓万一了万一【，一一一百"+以【H-11t∥《”
—尾(1_一Ⅱ。(j。一爱))=0

屈“一n。01一足))一尾(屹一n。p4一足))

=∥(f)(vl—v2—17；(P’-K)+H。(P毛一K))

=履(O(W-II',(r1)(e^一口“))

则我们有，

—OW—一妥善芋一(，一一要)罢+(，+∥(o)矿：∥(Dn：研)(萨一矿)≤oO—r一了可一(，一q一下)百+(7+∥【劲矽2形(吉)11：【玎)(8。矿)so
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W(0，x)=vl(o，工)一屹(o’力=Il。(驴一足)一Ⅱ。04一置)

=FI。’(力(矿一萨)≥0

由极值原理，我们知道∥(f，功=vz(r，功一v2(r，x)≥O，所以由定理4．2

知式(4．20)成立。

定理4．4：对于美式看涨期权定价，我们有 ．

(I)若‘>r2时，则

C(t，S；，i)≥C(t，S；乞) (4．22)

(2)若日l≥q2时，则

C(t，S,q1)sCp，S；q2) (4．23)

证明：(4．22)与(4．23)证明是相似的，我们只证(4．22)。作函数

W(r，工)：v2(Lx)一vl∽x)+延1进

其中，_(f，力--v,(r，x；r,Xi=l，2)。将它代入(4．19)得到：

瓦OW—百0"2万02玎7一以一争警+∥+D,(v2-I-I,q- re PAve。‘一鳓j7一—F万一∽一1-百_+∥+ №4一K))

咆“一lI。(“置))=华石+眨芭一H)一‘(冬一h)
吒 靠 靠

于是，我们可以得到，

罢一要害一一≯0．2(r2 q- 罢+也+尼’@”矽s(^训芭一vl+粤Ⅲ石一了万一一7i+也+以【鲫阢(吃一，i)嗜一vl+i】如

形∽o)：鱼遨so
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因此由极值原理我们知道，

形(f，x)≤0

即

v2(f'功一M(f，z)+!垒巫≤0
rzti

令占专0，由定理4．2知定理结论成立。证毕。

定理4．5：对于美式看涨期权定价，我们有

(1)若‘≥f2时，贝0

c“，回≤C(f2，$

(2)若巧≥乃，则当0<t≤五时，

c(t，s；五)≥c(t，S；T0

(4．24)

(4．25)

证明：我们令

tr(f，x)=O．v,

不难验证在珥上(研与定理5．2定义一样)，形适合如下定解问题，

—8iW一一_=cr_2_0i2丁W一(r—g一-=0--2)iaW+(，+孱’(口))∥=O—jF一下—jir一【，一g一—r)—石_+(7+以【口J)∥2u

rr(x，o)=矿@)

其中

盯=匕一Yl。∥一回

船)=剖_‘譬争+(，中了tr2．，iov,一他一展(v也∥一例，。



!璺互塑查堂!兰查!堡主兰垡垒奎 苎!童羞壅塑壑塞堕塑里．

=譬(n，锄e2"q-N'(咖M(r-g_譬瑚咖。_，Ⅱ朋咧o)
这里)，=矿一K·

由忽(x)及Ⅱ。的定义我们知道，

妒(功≥(r-q)l-I,'o)矿一，n。09+e

艺c：一r(n。(y)一yIIe'(y))-r(e。一K)Ⅱ?(y)+(，一q)n。’(y)P。

芝CE—rs+rK—q

rK—g≥o，我们取展(O)≥e---re，则妒(工)≥o；若暖一q<o，我

f『]取反(0)2e=re-rK+q，贝0妒(x)≥o。

由极值原理我们知道，缈(『，力≥。，即生Or≥o。当占斗o，o西c≤。，所以
(4．24)成立。

下证(4．25)。

我们令

W(r，功=匕(x，f；五)一KO，f；五)，(f=互一t)

在区域瓦上，矿满足如下定解问题：

百OW一譬罟一(r-q-争詈+(，+∥(鳓形一。百一i可一 7百+妒+以圳肛u

∥G，O)=妒@)

其中

妒(x)=％(矗O；TO-vAx，o；五)=屹@，o；五)一Ⅱ。(K一矿)

回到原来的时间变量t，我们有，
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妒(x)=匕(x，o；正)一FI。(世一e。)=匕(x，o；互)一心(x，墨；五)≥0

故有极值原理，我们知道

W(r，x)≥0

令占_0，(4．25)得证。证毕。

定理4．5说明，美式期权价格对于期权有效期r以及时间t的关系是确

定的，从金融意义上来讲，因为对于美式期权，由于有效期长的期权包含

了有效期短的期权的所有实施机会，因此它有更多的获利机会，从而人们

为此必须花出更高的代价(期权金)。对时间而言，由于f增加，T—t减小，

(与截止时间t=T更接近)，期权通过提前实施的机会就相对减少。

定理4．6：对于美式看涨期权定价，我们有，若q≥cr2，

c(t，8；trl)>-C(t，S；or2) (4．26)

证明：令

W(r，石)=v1(f，功一v2(f，劝

其中v，(f，x)=K0，x：q)，(i=1，2)。容易验证，在区域岛上，rV(r，x)满足

如下问题，

百0W一了0-2罟巾_trz．i0W+(，饱(助∥=三(q2-cr2q 2)蟹一》百一了万一(7一一一百+【H见(缈2互(q ‘)(茁一犁
(4．27)

rr(o，曲=0

如果令，F(L力=争一警，贝lJH(r,力满足如下问题：

iOF一要窖一(，一一了tC)．iOFq +(，+尼’(硼F：．厂(f，功石一丁荔7一(，一一了)面+【，+版⋯批．，(f，功
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p(o，功=妒(功

其中，

厂(f，力=—尼。(口)(等+e。Ⅱ。。‘一足))2+屈7@)Ⅱ。’(矿一目矿
妒(力=0。11'@’一足))’一01r／j(e’一／0)=e2XlIt"(e。一K)

由忍(·)与兀。(·)得，f(r，力---0，声(功≥0。应用极值原理，我们知道，

，(r，x)≥0，

婆一善≥0(4．28)
ax。6k

将(4．28)代入(4．27)我们知道，(4．27)的右端项非负，故对问题(4．27)

应用极值原理，我们可以得到，

v1(f，力≥v2(r，工)

当占--+0时，(4．26)成立。证毕。

由(4．20)一(4．26)，再根据美式看涨看跌期权的对称关系，对于

美式期权的价格变化，我们可得到如下表格：(这里“+”表示期权价格是

交数的增函数“一”表示期权价格是交数的减函数)

表4．1：美式期权价格与各参数的关系

变数 看涨期权 看跌期权

S +

发 +

， +

口 +

盯 + +

丁 + +

f
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4．3敲定价格的最优控制

有上述讨论我们可以知道，美式期权定价问题可以转化为抛物型变分

不等式的障碍控制问题，

min(一(尝一了0-2丽02v一(，一g一譬)罢+以V一∥一置”=o
v(r，功=0 (4．29)

v(O，x)=e。一五

这里障碍为≯=矿一K。由第二章对于障碍最优控制的讨论我们知道，根据

我们的目标效益可以得到最优的敲定价格K‘。

罢!一—0了,2万a2V一(r-q-_0-2)"i+Ⅳ+历(v一(P，一置))：o在G中 (4．30)瓦一百萨一 了)夏+Ⅳ+岛【”一心‘一式))2u征鲚甲
‘4’

记为丘【V】=(了0．2丽／32+(，一日一下0．2，瓦i3一，)v

下面我们讨论最优的敲定价格K+，其中K’=矿一≯+所要满足的必要条

件。

定理4．7：设v4是(4．30)的解，映射妒寸v5=乃(矿)。对于艿>0，则v5是

可微的即若给定矿∈U，，∈r(伤)，≯+“∈U，存在尹∈r(G)满足，当

占专。时，!壁兰塑盘与尹在r(G)中。
证明：定义矿4=兄(≯+讲)且矿=乃@)。我们有，

'夕一1f一巨【伊，一v5】+尼(v54一(≯+d))一磊(v5一妒)=0

“伊’一v5X，矿4—1，)一(云；p44一v5】，v54一va)
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=一砉(∥(V缸一(矽+叻)一尼∥一≯)，伊．-一V4)

=一吉(f彤湫矿'-一舻+奶)+(1一$∥一劝×【(妙一矿)一胡，∥一∥)
刍oP(eO'^‘一(矿+“))+(1一力(V5一庐))

=P’(O(va'-一◇+“))+(1一缈(v4一扔)(∥P一矿一c／)

我们可以得到：

((1，4--V8)t，伊’一v5)一(r，Ev5‘一1，5】，v跏一，，‘)

≤詈uf∥(口(．pS,s--舻+d))+(1一护)(伊一矿))dB(伊”一伊))
≤詈㈣b。臼，IIv最F—V58F。弭，

≤圭翱‰+j1￡(,VS,s--V8)2姗
Gronwall不等式：

L(产一矿)2姗≤翱‰G
所以

(-r；D,"-v'l，V如√)≤翱‰c2
则我们得到

降v8,a-v6L，一<CJ 0f|k，

对所有占均成立，则存在一个∥满足，

坐!!，∥
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4．4数值结果

美式期权合约中具有提前实施的条款，因此最佳实施边界(自由边界)

的确定，对于美式期权具有特殊的意义。因此解决美式期权定价问题时采

用的方法，必须能够相对精确的解出自由边界。从氧气扩散闯题的求解中，

我们可以看出，变分不等式方法对自由边界的确定存在很大的误差，因此，

美式期权定价问题的求解我们采用谱方法。

对于美式看涨期权价格模型(4．16)我们只考虑，>g的情形，即：

q：-；O'2S2Cu+(r—g)暇--rc,T>0,0(F<6∽
c(O，J)=max(O，s-1)，6(o)=r／q

c(r，o)=0

c(r，6(f))=b(r)-I，乞(f，6(f))==l

由于u(r，5)在S=1处有弱的间断，我们注意到，

鱼掣：罢ma)((o，加㈣出 出2
、’’ 、7

其中，万(力是Dirae 8一函数，Ⅳ(功是Hcavyside函数。根据定理4．2，我

们用三口芒)来近似万(x)，利用Chebyshev谱方法解此模型，参数为r=o．12，

g=0．08，or=0．2，K=1，T=l，F=0．001我们得到关于美式看涨期权的

最佳实施边界关于f和t的函数图象(图4．1)，以及在终止时刻f=T即t=0，

期权价格随标的资产价格的变化曲线(图4．2)。

从图4．1中我们可以看出，美式看涨期权的最佳实施边界对于时间t是

单调递减的函数，根据美式看跌看涨期权的对称关系，我们知道美式看跌



中国石油大学(华东)硕士学位论文 第4章美式期权定价问题

期权的最佳实旌边界对于时间t是单调递增函数。

图4．1美式看涨期权最佳实施边界的函数图象

“一一”是关于f，“一”是关于t

当，>g时由边界条件(4．7)我们可以得到它的下界即曰O)≥口(丁)=r_K。
g

同时我们可以得到它的上界即B(t)<召(m)(口@)是永久式美式看涨期权的

最佳实施边界)。我们在4．2中已经证明美式期权价格关于有效期丁是递增

的也就是说，在同一敲定价格的美式期权中，最贵的是永久美式期权(即

是一张没有终止期，在生效后任何时间都可以实施的美式期

C(t，罡D茎C(，，s；oo)。再根据自由边界条件(4．6)我们可以得到美式看涨

期权最佳实施边界的上界8(t)<觑呦，至此我们可以得出结论，美式看涨

期权中的最佳实施边界

， max(K，Kr)≤烈f)≤吃。
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图4．2在终止时刻f=T即t=0，期权价格随标的资产价格的变化曲线

图4．2再一次验证了，美式看涨期权中，期权价格是标的资产价格s的非减

函数。

4．5结论

美式期权的特征就是提前实施[39l，期权持有人在整个期权的有效期内

必须时刻注意是继续持有还是立即实施。根据期权的内在价值是大于还是

等于实施期权的收益，美式期权定价分成两个区域，继续持有区域和终止

持有区域，它们之间的交界面称为最佳实施边界。美式期权的持有人应该

根据这一“图像”确定自己的实施策略。

确定美式期权定价的数学模型实际上是求解一个偏微分方程自由边界

问题的障碍问题，这里的障碍是期权的收益函数，解与障碍的重合集是期

权的终止持有区域，重合集的边界称为自由边界，它是美式期权的最佳实

施边界。

美式期权定价问题是一个非线性问题，它的定价一般无法用显式表达

式给出，因此对于美式期权价格以及它的最佳实施边界的性态研究具有重
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要的意义。

通过利用美式期权定价惩罚问题的研究，我们知道了美式期权价格对

于股价、敲定价、无风险利率、红利率、波动率、有效期以及时间的依赖

关系；了解了美式看涨期权的最佳实施边界关于时间是单调递增的，美式

看跌期权的最佳实施边界关于时间是单调递减的。



中国石油大学(华东)硕士学位论文 第5章结论及展望

第5章结论及展望

5．1结论

本文主要研究的是一类一维一相的变系数抛物型自由边界问题(1．4)。

首先我们将自由边界模型改写成等价的抛物型变分不等式的障碍问

题，并且根据偏微分方程的控制理论研究了抛物型变分不等式的障碍的最

优控制问题。

对于模型(1。4)的求解本文采用了两种方法：一种是比较经典的变分

不等式法；另一种是Chcbyshev谱方法。

变分不等式方法的核心就是解自由边界问题的等价的变分不等式模

型，我们采用了有限元法。并对氧气扩散的实际问题作了数值实验，逶过

数值实验我们可以明显的看出区域固定法的优缺点：它的计算过程与自由

边界的实际的变化无关，进行计算的区域在任何时候都保持固定，并且有

非常稳定的格式；主要缺点就是求解自由边界的困难。所以对于需要精确

确定自由边界的问题来讲就不能直接采用这种方法(例如，美式期权定价

问题)。

Chebyshev谱方法，是一种特殊的前沿固定方法。本文结合区域分解法

将一般地Chcbyshev谱方法进行了修正，经数值实验证明，利用经过修正

了的谱方法求解自由边界问题时能够得到更加准确的数值解。对于初始条

件有弱奇性的自由边界问题(美式期权定价问题)，本文利用磨光函数给出

了它的近似模型，并且证明了近似模型的收敛性。 ． ．

对于这两种方法，我们都对氧气扩散问题做了数值实验，并且得出结

论：用谱方法求解自由边界问题中的自由边界时，要比用区域固定法精确

的多。
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为了用我们的理论解决实际问题，我们研究了带终止期的不附红利的

美式期权定价问题。这也是一种抛物型自由边界问题，它的初始条件含有

弱奇性。我们将这一问题的自由边界模型改写为变分不等式模型，利用抛

物型变分不等式的极值原理分析了美式期权定价问题中期权价格的性质，

得到了期权价格对各参数一股价、敲定价、无风险利率、红利率、波动率、

有效期以及时闯的依赖关系。我们利用Chebyshev谱方法解决了这一初始

条件带有弱奇性的问题，并且得到了最佳实施边界关于时间的函数图象，

得出结论：美式看涨期权的最佳实施边界关于时间是递减的。

5．2展望与设想

本文主要针对一维一相自由边晃问题展开讨论的，我们试着将得到的

结果推广到两相问题，或者多相问题中去。

文中，我们采用有限元法解变分不等式，实际问题中我们还可以采取

其它方法解变分不等式，有可能会得到更加有效的结果。

本文中的区域剖分技巧只是针对一维问题的，对于二维或更高维的闽

题，区域剖分要麻烦地多。我们可以试着去寻找适合高维问题的区域剞分

方法。

近年来，在金融领域衍生证券变的越来越重要，许多交易所正在进行

着大量的期货期权交易，因此对期权模型的研究也就显得更加重要了，本

文仅仅利用抛物型变分不等式的极值原理对期权的价格的性态进行了研

究。由于期权持有人在整个期权有效期内需要时刻注意是继续持有还是立

即实施，即需要知道继续持有区域和终止区域的交界线一自由边界。本文

中仅通过数值解知道了自由边界关于时间是递减的，我们在今后的工作中

其实还可以利用变分不等式的其它理论，对期权的最佳实施边界的性质(比

如凹凸性，光滑性，以及渐进性等)进行研究。
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