
结构动力学 
*本章讨论结构在动力荷载作用下的反应。 
**学习本章注重动力学的特征------惯性力。 
*结构动力计算的目的在于确定结构在动力荷载作用下的位移、内力等量值随时间变化

的规律，从而找出其最大值作为设计的依据。 
*动力学研究的问题：动态作用下结构或构件的强度、刚度及稳定性分析。 

一、本章重点 
1．振动方程的建立 
2．振动频率和振型的计算 
3．振型分解法求解多自由度体系 
4．最大动位移及最大动应力 
二、基础知识 
1．高等数学 
2．线性代数 
3．结构力学 
三、动力荷载的特征 
1．大小和方向是时间 t的函数 
例如：地震作用，波浪对船体的作用，风荷载，机械振动等 
2．具有加速度，因而产生惯性力 
四、动力荷载的分类 
1．周期性动力荷载 
例如：①机械运转产生的动力荷载，②打桩时的锤击荷载。 

           P（t）                             P（t） 

 

 

                                t                                  t 

 

            （机械运转荷载）                      （打桩荷载） 

2．冲击荷载 

例如：①爆炸力产生的动力荷载，②车轮对轨道连接处的冲击。 

 
          P（t）               P（t）                      P（t） 
 
 
                      t                       t                          t   
 
    （爆炸力动力荷载）      （吊车起吊钢索的受力）      （随机动力荷载） 
3． 突加常量荷载 
例如：吊车起吊重物时钢索的受力。 
4．随机动力荷载 

前 3类荷在是时间 t的确定函数，称为确定性动力荷载；而地震作用，波浪对船体的作



用，风荷载等其作用大小只能用统计的方法获得。 
五、动力荷载的计算方法 
1．原理：达朗贝尔原理，动静法建立方程 
2．计算工具：微分方程，线性代数，结构力学 
六、体系振动的自由度---------动力自由度 
    结构具有质量，有质量在运动时就有惯性力。在进行动力计算时，一般把结构的质量简
化为若干质点的质量，整个结构的惯性力就成为各质点的惯性力问题。 
1．质点简化的一般要求 
①简单，②能反映主要的振动特性 
例如：楼房；质量集中在各层楼板平面内 
      水塔：质量集中在水箱部分 
        梁：无限自由度 
            集中质量 
 
                                                                   mdx 
 
                                                               （无限自由度） 

 
 
                                                                （有限自由度） 
 
           （楼房质量集中）               （水塔质量集中）     （梁的质量集中） 
2． 位移 y（t） 

    即指质点的位移 y（t），其加速度为 y&& )(t  

3．动力自由度的确定 
   即质点位移数量的确定。方法：附加链杆法，即附加链杆的最少的链杆数（独立个数）
使所有质点不能发生位移。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     从以上确定动力自由度的例题中可以看出： 
①质点的个数与自由度的数目不一定相同 

②与结构是静定的还是超静定的没有确定的关系。 
4．从数学方面考虑振动位移 

   以 y（x，t）=∑
=

n

k
kk tx

1

),(ϕα 代表结构中位置 x处在时刻 t时的位移反应。 

式中， ),( txkϕ 为满足边界条件的一组正交函数， 

kα 为待定系数，称为广义坐标。 

振型分解法的思想即源出于此。 
 



一、 单自由度体系的振动方程 
本节概述单自由度体系振动方程的建立过程。基本原理是达朗贝尔原理，按动静法建立

振动方程。 

考虑图示单质点的振动过程。杆件的刚度为 EI，质点的质量为 m,时刻 t质点的位移 y

（t）。 

                                                            y(t)   

1.阻尼力                                      P(t)  

FD= - C )(ty&   ，称为粘滞阻尼力，阻尼力与运动方向相反。 

一切引起振动衰减的因素均称为阻尼，包括                 EI    

①材料的内摩擦引起的机械能转化为热能消失 

②周围介质对结构的阻尼（如，空气的紫力） 

③节点，构件与支座连接之间的摩擦阻力 

④通过基础散失的能量 

2．弹性恢复力 

FE= - K y(t)  ，K为侧移刚度系数，弹性恢复力与运动方向相反。 

3．惯性力 

FI= )(tym &&−  ， )(ty&& 为质点运动加速度，惯性力与运动方向相反。 

4．动力荷载 

P(t)，直接作用在质点上，它与质点运动方向相同。 

5．振动方程的建立 

根据质点的受力平衡，写出平衡方程如下：            FD     FE     FI     P(t)  

FD+ FE+ FI+ P(t) = 0       即， 

m )(ty&& + C )(ty& + K y(t) = P(t)     ------------------（1） 

此方程为二阶常系数非齐次微分方程。 

二、建立单自由度体系的振动方程举例 
    本节主要学习微分方程的建立方法、各系数的求法。 

例题 1 

建立下列结构振动体系的振动方程。横梁具有无限刚性，EI=∞。 

已知， 31
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L
EIK =   ，

L
EIK 4

2 =   ，阻尼系数为 C ，横梁具有分布质量
L
mm =   。 
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解：1）动力自由度为 1，设 E处的竖向位移是 y(t)  

                       x                     x  

       E      dxm         G           A        dxm                   E  

y(t)                                                                       y(t)  

 

  

         R        K1y(t)/2                                               R  

                                                      C )(ty& /3   2K1y(t)/3 

             图（a）                                         图（b） 

2)考虑 EFG部分的受力，取研究对象如图（a）所示； 

由∑MG=0  得： 

        R• 2L + K1 Lty
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3）考虑 ABDE部分的受力，取研究对象如图（b）所示 

由∑MA=0  得： 
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 = 0 --------（b） 

由（a），（b）两式消去 R后整理得： 

15L
4 )(tym &&  + CL

3 )(ty&  + 79EI )(ty  = 0  

注意：振动方程中的 )(ty 仅仅是动力作用下产生的，不包括静位移。可人为 )(ty 是从静平

衡位置算起的。以后，我们也只计算动位移。 

   如下图所示的振动 

                                    m  
                                            ys 

 

                                            yd  

             y(t)  

则，质点 m上， 

1）重力 W 

2）弹性力 – K y(t)= - k（ys+yd） 

3）惯性力 - m )(ty&& = - m（ )ds yy &&&& +  

平衡方程：m（ )ds yy &&&& +  + k（ys+yd）= W  

注意到：ys为静位移，则 W= kys 及 sy&& = 0   ，上式为 m dy&& + kyd = 0 

这表明：以静平衡位置作为计算位移的起点，所得的方程与重力无关（对有阻尼振动及强迫

振动也适用。 



例题 2 

试建立图示结构的振动方程，质点的质量都是 m  
                                                     y              y   

Psinθt        

 

                  EI=常数            L  

 

 

 

                     L 

 

解：1）动力自由度为 1，即质点（两个）的水平位移（忽略转动惯量及杆件的轴向变形） 

2）惯性力：- 2 m )(ty&&   ；弹性力：- K )(ty  

3）侧移刚度 K的求法 

用位移法计算质点有侧移为 1时的力 K ，取半结构如图示，用剪力静定杆办法求解 

                    1 

K/2                                 6i/L              i    r11  

                               RP    

                                                           6i   

 

 

 

 

如图，RP= -
L
i6
 ，r11=7i   位移法方程：r11θ+ RP = 0  ，解得：θ=

L7
6

 

作出弯矩图如下： 
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取横梁为研究对象，ΣX=0，得：K= 3

24
L
EI

 

4）振动方程 

- 2 m )(ty&&  - K )(ty  + Psinθt = 0  即， 

     2 m )(ty&&  + 3

24
L
EI )(ty  = Psinθt  

 

 



一、 无阻尼的自由振动 
振动方程   )(tym && +K )(ty  = 0 ，   写作： 

             )(ty&&  + 
m
K )(ty  = 0   ，记ω2 = 

m
K

  又可写作： 

              )(ty&&  +ω2 )(ty  = 0       ---------------------------------------------（1） 

方程的解的形式为： 

             )(ty =Acosωt +Bsinωt    ---------------------------------------------（2） 

初始条件为： 00
)( yty

t
=

=
  ， 00

)( vty
t

=
=

&    ，代入方程的解（2）中，得： 

            )(ty = 0y cosωt + 
ω

0v
sinωt  ---------------------------------------------（3） 

二、 有阻尼的自由振动 
振动方程  )(tym && + C )(ty&  + K )(ty  = 0 ，   写作： 

           )(ty&&  + 
m
C )(ty&  + 

m
K )(ty  = 0   ，记ω2 = 

m
K

  ，2n = 
m
C

 ，又可写作： 

            )(ty&&  + 2n )(ty&  +ω2 )(ty  = 0   ---------------------------------------------（4） 

利用常数变易法，令 )(ty = )(tSe nt−  代入方程（4）中 得： 

             )(tS&&  + （ω2 – n2 ）S (t) = 0  --------------------------------------------（5） 

1．当 n >ω时（强阻尼） 

方程（5）的解为： 

S (t) = A1sh tn 22 ω− +A2ch tn 22 ω−  

从而，方程（4）的解为： 

)(ty = )(tSe nt− = nte−
（A1sh tn 22 ω− +A2ch tn 22 ω− ）   ---------------------（6） 

2．n = ω时（称为临界阻尼） 

 由（5）式得：  )(tS&& = 0 

                 S (t) = B1+B2t    

)(ty = )(tSe nt− = nte−
（B1+B2t）               -------------------------------------（7） 

此时，令 nc r= ω= 
m

Ccr

2
  ，Cc r= 2mω（此式为确定临界阻尼的公式） 



当为一般情况时，n =
m

C
2

= 
m

C
C
C cr

cr 2
⋅  = ξω 

式中，ξ= 
crC

C
 称为阻尼比。 

对钢筋混凝土结构ξ< 5% ，一般取 3%  

        对钢结构ξ= 1% — 2%  

3）当 n <ω时（弱阻尼） 

此时，记
2
dω =

22 n−ω  ，则（5）式可写成： 

         )(tS&&  + 2
dω S (t) = 0 

则，其解可仿（1），（2）式的形式，得： 
          S (t) = Acosωdt +Bsinωdt 

从而， )(ty = nte−
（Acosωdt +Bsinωdt） 

      )(ty = te ξω−
（Acosωdt +Bsinωdt）      -----------------------------------（8） 

初始条件： 00
)( yty

t
=

=
  ， 00

)( vty
t

=
=

&    ，代入方程的解（8）中，写成简洁的形式： 

       )(ty =A te ξω− sin（ωdt + φ） 

三、 无阻尼的强迫振动 
振动方程： 

         )(tym && + K )(ty  = P（t） 

1．瞬时冲击荷载作用时的强迫振动 
特点：①作用时间与系统的自振周期相比很小          P（t） 
      ②Δt时间内 P（t）可视为常数 
设干扰力 P（t）作用于系统的时间为Δt                                    t  
由动量定理：                                      Δt 
m（v-v0）= P（t-t0） 

若 t0=0 时 v0=0 则 ，v =
m
pt

  于是，在（0，t）时间内系统产生的位移反应 )(ty 为： 

)(ty = dt
m
ptt

∫0
 = 

m
pt
2

2

 

由假设，干扰力作用的时间为Δt ，则Δt时间内系统产生的速度反应和位移反应分别为： 

 )(tv =
m

tp∆
    ， )(ty =

m
tp

2
)( 2∆

 

)(ty 和 )(tv 比较是高阶无穷小量，故可认为： 



Δt 时间内，干扰力的作用近似的看作是初速度为 )(tv =
m

tp∆
，初位移为 )(ty =

m
tp

2
)( 2∆

=0

的自由振动。 
由（3）式可知： 

             )(ty = 0y cosωt + 
ω

0v
sinωt = 

ωm
tp∆

 sinωt     ---------------------（9） 

若时间 t不是从 0开始，而是从τ开始的，则（9）式写为： 

             )(ty  = 
ωm
tp∆

 sinω（t-τ）     ---------------------------------------（10） 

2．一般性动力荷载 P（t）作用于系统时 
考虑 P（t）在（0，t）时间内作用于系统，             P（t） 
认为是由无数个瞬时冲击荷载的叠加，如图。 
考虑由时刻τ开始，在 dτ时间内的位移反应， 
由（10）式可得：                                0        ττ+dτ    t 

            d )(ty  = 
ω

ττ
m

dp )(
 sinω（t-τ）  

则，在（0，t）时间内作用于系统，系统所产生的位移反应为： 

            )(ty  = ∫
t

m
dp

0

)(
ω

ττ
sinω（t-τ） ----------------------------------------（11） 

此式称为杜哈美积分（卷积、褶积） 
如果叠加自由振动部分，可得位移反应： 

)(ty  = 0y cosωt + 
ω

0v
sinωt + ∫

t

m
dp

0

)(
ω

ττ
sinω（t-τ） ---------------------------（12） 

但，通常情况下，自由振动部分由于阻尼的存在，一段时间后会消失而仅剩下特解部分。 
3．突加长期常量荷载 
   以 P（t）= P代入（11）式可得： 

)(ty = 2ωm
p
（1-cosωt）= 

K
p
（1-cosωt）              P（t）= P 

  = δ⋅p （1-cosωt）= sy （1-cosωt）--------（13）                             t 

式中， sy = δ⋅p  为静位移。显然， maxy =2 sy  

定义：μ=
sy

ymax 为动力系数。故，突加长期常量荷载的动力系数为 2 

4．突加短期常量荷载 
         P（t） 
 
 
              t1        t    
 



10 当 0≤t≤t1时，由（13）式得： )(ty = sy （1-cosωt）  ------------------（14） 

20 当 t1≤t时，可看作是一个叠加的过程。由（13）式得： 

)(ty = sy （1-cosωt）- sy [1-cosω（t-t1）] 

     = 2 sy sin
2

1tω
sin )

2
( 1tt −ω                       --------------------（15） 

讨论： 

①当 maxy 发生时，sin
2

1tω
=1  ，得：t1=

2
T

 （T为系统的自振周期）。故，当 t1≥
2
T
时，最

大位移（此时，t1=
2
T
） maxy =2 sy  

②当 t1<
2
T
时，最大位移 maxy =2 sy  sin

2
1tω

 

5．简谐动力荷载 
    
   以 P（t）= Psinθt代入（11）得： 

)(ty =
ωm
1

∫ −⋅
t

dtP
0

)(cossin ττωθτ  

= ⋅2ωm
P

2)(1

1

ω
θ

−
(sinθt - 

ω
θ

sinωt) 

= µ )(tys  (sinθt - 
ω
θ

sinωt)                    -----------------------------（16） 

式中， )(tys = ⋅2ωm
P

 为静位移；µ  =
2)(1

1

ω
θ

−
为动力系数 

（16）式由两部分组成： 

①µ )(tys ω
θ

 sinωt---------由 P（t）引起，由振动系统产生，称为生态振动。 

②µ )(tys  sinθt ----------------------------------由 P（t）自身产生，称为稳态振动。 

生态振动由于阻尼的影响，较长时间后振动会消失，故，（16）式的稳态解为： 

        )(ty = µ )(tys  sinθt                        -------------------------------（17） 

显然，最大位移反应仍然为动力系数与静位移的乘积。 

如果把
ω
θ
当作横坐标， µ 当作竖坐标，可画出动力系数谱曲线如下： 

 



                                µ   

                             3 
 
                         2 
 
                         1 

                                                     
ω
θ  

ω
θ

< 1 ，称为共振前区，为减小动力系数，可采取增大ω的方法--------刚性方案 

ω
θ

> 1 ，称为共振后区，为减小动力系数，可采取减小ω的方法--------柔性方案 

工程中，把 0.75 < 
ω
θ

 < 1.25 的区域称为共振区，设计时应避开。 

四、 有阻尼的强迫振动（弱阻尼） 
振动方程： )(ty&&  + 2ξω )(ty&  + ω2 y(t) = 

m
tp )(

 

   与前节的讨论类似，也考虑如下的问题。 
1．瞬时冲击荷载作用下的位移反应 
   在有阻尼的自由振动中我们得到其位移反应，即（8）式 

             )(ty = te ξω−
（Acosωdt +Bsinωdt） 

对作用时间为Δt的瞬时冲击荷载作用下的位移反应可认为是初速度为
m

tp∆
，初位移为 0的

自由振动，以此初始条件代入（8）式（上式），得： 

             )(ty  =  
dm
ttp

ω
∆)(

 te ξω−  sinωdt 

若 t从τ开始，则上式写成 

             )(ty  =  
dm

tp
ω
τ ∆)(

 )( τξω −− te sinωd（t-τ）------------------------（18） 

2．任意动力荷载 p（t）作用时的位移反应 
考虑从τ时刻开始，作用时间为 dτ的瞬时冲击荷载产生的位移反应，由（18）式， 

            d )(ty  =  
dm
dp

ω
ττ )(

 )( τξω −− te sinωd（t-τ） 

任意动力荷载 p（t）在（0，t）时间上作用时的位移反应可看作是上式的叠加 

           )(ty  = 
dmω

1
∫ −⋅−−t

d
t dtpe

0

)( )(sin)( ττωττξω   ---------------（19） 

3．有初速度、初位移的强迫振动 
自由振动的位移反应叠加（19）式即可 



)(ty  = te ξω−
（Acosωdt +Bsinωdt）+

dmω
1

∫ −⋅−−t

d
t dtpe

0

)( )(sin)( ττωττξω  

4．特例 
   10 突加长期常量荷载 
以 p（t）= P 代入（19）式得： 

  )(ty = µ )(tys  

式中， )(tys = ⋅2ωm
P

，µ =1- te ξω−
（cosωdt +

dω
ξω

sinωdt） 

当 t=
dω

π
时， maxµ = 1+ de ω

ξωπ
−

≈1+ ξπ−e  

  20 简谐动力荷载 Psinθt  
 
以 p（t）= Psinθt代入（19）式，或直接解下面的方程 

          )(ty&& +2ξω )(ty& +ω2y（t）= 
m
P

sinθt 

      **齐次解： )(ty = te ξω−
（Acosωdt +Bsinωdt） 

**特解（稳态解）：y*（t）= B1cosθt  +  B2 sinθt   
       把特解代入（19）式，得系数 B1及 B2  

             B1= - 
m
P

222222 4)(
2

θωξωθ
ξωθ

+−
 

             B2= m
P

22222

22

4)( θωξωθ
θω

+−
−

 

***现讨论其稳态振动**** 
 
令 B1= - Csinε ，B2= Ccosε  ，则： 

       )(ty = Csin（θt-ε） 

式中，C为振幅，ε为相位角。ε=tg
-1

22

2
θω

ξωθ
−

 ，C =µ )(tys   即， 

        )(ty = µ )(tys sin（θt-ε）                  ---------（*） 

式中， )(tys = ⋅2ωm
P

 ，µ =
2

2

22

41

1







+


















−

ω
θ

ξ
ω
θ

 = f（
ω
θ
，ξ） 

给出不同的阻尼比ξ，画出位移反应谱示意图如下： 



                      μ  
                       5 
 
                       4 
 
                       3                                         ξ=0.05 
 
                       2                                        ξ=0.2 
 
                       1                                      ξ=0.25 
                                        
                                                                θ/ω 
                               0.5    1.0    1.5    2.0 
由示意图可见： 

①μ随阻尼比ξ的增大而下降较快，特别是在
ω
θ

 = 1附近 

②共振时
ω
θ

 = 1，此时μ=
ξ2
1
（不是最大值），μmax=

212
1

ξξ −
，在

ω
θ

 = 1的左侧。 

③当θ=ω时，ε=
2
π

  （*）式可写成共振时的位移反应 

  )(ty = -µ )(tys cosθt 

此时， 

       惯性力：FI= - )(tym && = m− θ
2 µ )(tys  cosθt 

                         = m− 2ω µ )(tys  cosθt  （以ω换θ） 

                         = 11K− µ )(tys  cosθt 

        弹性力：FE= 11K− )(ty = K11 µ )(tys  cosθt 

        阻尼力：FD= - C )(ty& = - Cθµ )(tys sinθt = - Cωµ )(tys sinθt 

                           = -2ξωωm µ )(tys sinθt 

                           = -2ξωωm
ξ2
1 )(tys sinθt 

                           = -mω2 )(tys sinθt = -mω2
2ωm

P
sinθt  

                           = -P sinθt 

可见，共振时惯性力与弹性力平衡；阻尼力与外力（干扰力）平衡。若无阻尼，则无任何力

与外力（干扰力）平衡，以致出现 y(t)趋于∞，产生共振。 



  30 地震地面运动 
如图，质点的绝对位移为 yg(t)+y(t)，则                             y(t) 

惯性力 FI = - m（ )()( tytyg &&&& + ） 

弹性力 FE = - K11 y(t) 

阻尼力 FD= - C )(ty&                                 

振动方程：m（ )()( tytyg &&&& + ）+ C )(ty&  + K11 y(t)  = 0         yg(t) 

整理：m )(ty&&  + C )(ty&  + K11 y(t)  = - )(tym g&&  

或写成： )(ty&&  + 2ξω )(ty&  + ω2 y(t) = - )(tyg&&  

此式的解的形式为（19）式。 
 



例题 1 

图示体系，不计梁重，弹簧的刚度 KN = 3

12
L
EI
，梁的抗弯刚度为 EI，求自振频率。 

 
                  EI  
 
                       KN  
 
                       m   
            L/2           L/2            
 
解：这是无阻尼的自由振动。                                  P=1  

振动方程： )(ty&&  + ω2 )(ty  = 0  ，其中ω=
m
K

= 
δm

1
就是所求的频率。 

因而，只要求出质点振动的刚度 K或柔度δ即可。本题求δ是方便的。 

在质点处作用单位力 P=1（惯性力为 1），则质点产生的竖向位移δ=
NK

1
+

EI
L

48

3

 

即，δ=
EI
L

48
5 3

 ，从而，ω= 
δm

1
= 35

48
mL

EI
      

例题 2 

图示结构，梁的刚度为 EI，弹簧的刚度 KN = 3

6
L
EI

 ，不计梁的自重，求自振频率。 

                 m  
 
                 KN  
 
 
         L/3            2L/3 
 
解：本题与例题 1不同的是，质点作用单位力时不易求出位移δ，因为不易确定梁和弹簧各
自的受力。故，本题采用刚度法求解。 
在质点施加力 K，使质点有单位位移。求出 K即可。 
①梁有单位位移时需施加的力 K1 （用位移法求解） 

    A                              C                  RΔ  

             B 

                                                    27EI/4L2 

              K1                                           27EI/L
2
 

             变形图                                MΔ图（竖向位移为 1） 

计算出 RΔ= - 2

27
L
EI

 + 24
27

L
EI

 = - 24
81

L
EI

 

 



             9EI/L 
 
                  r11                     A          B                    C  
 
              9EI/2L                                27EI/2L2  
           m 图（转角为 1时）                          M图 

计算得 r11 = 
L
EI9

+ 
L

EI
2

9
 = 

L
EI

2
27

  

位移法方程 r11θ+ RΔ = 0   ，解得：θ=
L2
3
。作出 M图如图。 

取图示研究对象，算得 K1= 34
243

L
EI

                            VBA        VB C  

②单位位移时弹簧的反力 K2= KN = 3

6
L
EI

                            K1  

③  K = K1 + K2 = 34
267

L
EI

 

圆频率ω=
m
K

= 34
267

mL
EI

 

例题 3 
    图示结构，AB和 DE杆的刚度均为 EI，而 BD杆的刚度为无限刚性。B和 D处各有集中

质量 m ，试求结构的自振频率。 
 
            A             B            D             E 
                               C      
 
                  3L/4        L/4  L/4      3L/4  
 
解：1）动力自由度为 1 
画出振动变形图如下： 
 
 
 
 

以刚性杆 BD的转角 )(tθ 为变量建立振动方程。质点位移 )(ty =
4

)(tLθ
 

2）求转角 )(tθ 时需在 C处施加的力矩。 

①AB杆的杆端弯矩和杆端剪力 

MBA = -4i )(tθ - 

4
3
6
L
i

4
)(tLθ
= - 

L
EI

3
16 )(tθ - 

L
EI

3
8 )(tθ  = -

L
EI8 )(tθ  

VBA= 29
160

L
EI )(tθ  



②DE杆的杆端弯矩和杆端剪力 

MDE = - 3i )(tθ - 

4
3
3
L
i

4
)(tLθ
= - 

L
EI

3
16 )(tθ        

VDE = 39
64

L
EI )(tθ                                 VBA         C           VDE  

3）取 BD为研究对象，如图                            MBA      MDE   

∑MC=0 ，K + MBA + MDE - VBA
4
L

 - VDE
4
L

 = 0 

解得：K=
L
EI

36
704 )(tθ  ，这便是弹性恢复力。 

4）振动方程： 

2m
4

)(tLθ&&

4
L

 + 
L
EI

36
704 )(tθ  = 0  ，整理得：             FI               FI  

)(tθ&&  + 39
1408

mL
EI )(tθ  = 0  

5）由振动方程知，ω= 39
1408

mL
EI

=
L3
8

mL
EI22

 

例题 4 
如图，不计杆的自重，求自振频率。 
 
 
       L      EI=常数 
 
          m   
       L 
 
 
                L                       变形图 
 
解：1）动力自由度为 1，质点的水平振动。 
2）结构为超静定结构，求刚度宜用位移法，即求质点的侧移刚度。 
3）方法是先作出弯矩图。 
 
 
            RΔ= 3i /L              i                         3EI /7L 
                                   r11=7i         K       
            3i /L         3i                        9EI /7L   12EI /7L 
                                3i 
 

       MΔ图                    M 图                   M图 



4）解位移法方程可得θ=
L7
3
，作出 M图如图。取水平梁的水平受力分析 

            0     
                             K 
               V=12EI /7L3  

得：K= 37
12

L
EI

  ，从而：ω= 37
12

mL
EI

 

例题 5 

已知，K1= 3

6
L
EI

 ，K2=
L
EI3

 ，EI=常数。求自振频率。 

 
 
                                K1       L    
     K2                           
                                 m  
 
                   L                              MP图           P=1  
 
解：1）是超静定结构，本题用力法较简单，作MP图如图示。 
                                         4L/ 7 
           X=1  
 
       1                                  3L/ 7                    4/ 7 
 
 
              M1图                                  M图 

2）δ11= EI
L

3
2

+
LLEI

L 11
6

3

⋅⋅  + 11
3

⋅⋅
EI
L

=
EI
L

6
7

  ， 

Δ1P=
EI
L

3

2

+ 1
3

⋅⋅ L
EI
L

 = 
EI
L

3
2 2

 

解力法方程得：X= -
7

4L
 ，画出 M图如图示。 

3）用 M图与 MP两图图乘，（或M图自己与自己图乘）可得： 

δ=
EI
L

7
2 3

 ,从而 

ω=
δm

1
= 32

7
mL
EI

 

 
 



例题 6 
图示简支梁跨中有质量 m，支座 A 受动力矩 Msinθt 作用，不计梁的质量。求质点的动位
移和支座 A处的动转角。 
 
        A    Msinθt     m            B 
                         C  
 
               L/2             L/2  
 
解：动荷载不作用在质点上，不能直接用公式，需建立振动方程。 

建立方程的依据：质点的位移由动力矩 Msinθt和惯性力 )(tym &&− 共同产生。 

              A端的转角也由动力矩 Msinθt和惯性力 )(tym &&− 共同产生。 

为此， 
①求出动力矩为 1及惯性力为 1时在质点及 A端处产生的位移及转角。 

                       P=1                      M=1 

 

 

                        L/4                  1    

                     M1图                                  M2图   

δ11 = 
EI

L
48

3

  ，δ12 =δ21 = 
EI

L
16

2

  ，δ22 = 
EI
L

3
 

②由叠加原理可得振动方程 

)(ty =δ11（ )(tym &&− ）+δ12 Msinθt             -----------------------（1） 

)(tAθ  =δ21（ )(tym &&− ）+δ22 Msinθt           ------------------------（2） 

③由（1）式得： 

)(ty&&  + 2ω )(ty = 
m
P*

sinθt   ，式中 2ω = 3

48
mL

EI
  ，P*=

L
M3

 

其稳态解： )(ty = 2

*

ωm
P

2

1

1







−

ω
θ

 sinθt = µ Sy  sinθt  ----------------（3） 

式中，µ = 2

1

1







−

ω
θ

为动力系数。 Sy =
EI

ML
16

2

 为由 M引起的质点静位移。 

④把（3）式代入（2）中，得： 
 
 



)(tAθ = ϕµ
EI

ML
3

 sinθt = ϕµ Sϕ sinθt                ---------------（4） 

式中， ϕµ = 2

2

1

16
71







−







−

ω
θ

ω
θ

   ， Sϕ  = 
EI

ML
3

 为由 M引起的 A端静转角。 

例题 7 

图示结构，梁的刚度为 EI，弹簧的刚度 KN = 3

6
L
EI

 ，不计梁的自重，θ= 34
89

mL
EI

 。 

 求 B点的最大动力位移反应。                  P sinθt 
                       A           B       C        D  
 
                                    KN   
 
 
                             L/3       L/3      L/3 
 
解：在例 2 中，我们用刚度法求得 B 处的竖向刚度，这里再用力法求其柔度，并求动力荷
载为 1时在 B处产生的竖向位移。 
1）求 B处的柔度 
                 P=1                                     2L /9 
 
 
                  2L /9                                   X=1 
 

                   MP图                                      M 图 

“切断”弹簧后的结构作为基本结构，画出 MP图及M 图。 

则，δ11 = EI
L

486
89 3

   ，Δ1P =
EI

L
243

4 3

−    ，解力法方程的 X=
89
8

 ，作出M图如下： 

                 P=1  
 
 
                   18L /89 
 
                    M图  

M图与 MP图图乘即为所求的柔度
*

11δ = 
EI

L
267

4 3

  

2）求动力荷载为 1时在质点出产生的位移 



即求解如下问题 
                        P=1                             2L /9 
 
 
                                                          X=1 
                       2L /9 

                    MP图                                      M 图 

δ11= EI
L

486
89 3

   ，Δ1P =
EI

L
1458

21 3

−   ，解力法方程得：X=
89
7

 ，得 M图如下： 

 
 
 
         75L /801 

                          171L /801                       2L /9  
 

                     M图                                  M 图 

上 M图与其右侧的M 图图乘即得求动力荷载为 1时在质点出产生的位移 *
21δ  =

EI
L

534
7 3

 

3）振动方程 

)(ty = -m )(ty&& *
11δ  + *

21δ  P sinθt 

代入
*
11δ  ， *

21δ  得： 

)(ty&& +ω2 )(ty  = 
m
P*

 sinθt 

式中，ω2 = 34
267

mL
EI

   ， *P =
8

7P
 

方程的解： 

)(ty = µ Sy  sinθt  

式中，µ = 2

1

1







−

ω
θ

 = 
2
3
 为动力系数， Sy = 2

*

ωm
P

 = 
EI

PL
534
7 3

 

)(max ty = µ Sy =
EI

PL
356
7 3

 

 



多自由度体系的自由振动 
本节讨论多自由度体系的自由振动，主要讨论其振动方程、振型方程、频率方程及振型

图的画法。 
一、柔度法建立振动方程                                          m2    y2(t)    
（一）、两个质点的振动                                                    
考虑图示两自由度体系的自由振动， 
设时刻 t质点 m1与质点 m2的位移                                  m1       y1(t) 

反应分别为 )(1 ty 与 )(2 ty ，则它们 

都是由质点 1与质点 2的惯性力共同产生，依此建立柔度法方程如下： 

)(1 ty = - m1 )(1 ty&& δ11 - m2 )(2 ty&& δ12      ----------------------(1) 

)(2 ty = - m1 )(1 ty&& δ21 - m2 )(2 ty&& δ22      ----------------------(2) 

式中，δi j 为 j质点的惯性力为 1时在 i质点处产生的位移。i ，j = 1，2  
设方程（1），（2）的解的形式为： 

)(1 ty = A1sin（ωt + φ）              ----------------------(3) 

)(2 ty = A2sin（ωt + φ）              ----------------------(4) 

把（3），（4）代入（1），（2）式中，并记：λ = 2

1
ω

 得： 

             
( )

( )



=−+
=+−

0
0

22221211

21221111

AmAm
AmAm

λδδ
δλδ

   --------------------（5） 

（5）式称为振型方程。考虑（5）式有非零解（否则，体系不振动），则需使， 

             0
222211

122111 =
−

−
λδδ

δλδ
mm

mm
       --------------------（6） 

（6）式称为频率方程，方程（6）有两个不同实数根λ1与λ2  。记， 

ω1=
1

1
λ

 < ω2 =
2

1
λ

 ，则ω1称为第一频率或基本频率；则ω2称为第二频率， 

T1 =
1

2
ω
π

  ，T2 =
2

2
ω

π
 则 T1称为第一周期或基本周期；T2称为第二周期。 

将λ=λ1 代入方程（5）中的任意一个方程，得到由于λ1而得的 A2与 A1的比值，记为： 

 
11

21

A
A

= 
222

111

δ
δλ

m
m−

  ，相应与λ1（或ω1）的解可写作： 

 
 
 



)(1 ty = A11sin（ω1t + φ）              

)(2 ty = A21sin（ω1t + φ）              

显然，
)(
)(

1

2

ty
ty

= 
11

21

A
A

= 
222

111

δ
δλ

m
m−

 = 常数，这表示 )(1 ty 与 )(2 ty 是相关的，故把 

{ }1A = { }TAA 2111 称为第一振型，或主振型。 

同理， 
把λ=λ2 代入方程（5）中的任意一个方程，得到由于λ2而得的 A2与 A1的比值，记为： 

 
12

22

A
A

= 
222

1112

δ
δλ

m
m−

  ，相应与λ2（或ω2）的解可写作 

)(1 ty = A12sin（ω2t + φ）              

)(2 ty = A22sin（ω2t + φ）              

显然，
)(
)(

1

2

ty
ty

= 
12

22

A
A

= 
222

1112

δ
δλ

m
m−

 = 常数，同样，称{ }2A ={ }TAA 2212 为第二振型。 

从数学上讲，两个不同实数根（特征根）λ1与λ2对应的两个振型（特征向量）{ }1A 与

{ }2A 是线性无关的，故，体系自由振动在任意时刻 t 的位移反应可写作两个振型的线性组

合，亦即方程（1）与（2）的一般解。 

)(1 ty = A11sin（ω1t + φ）+ A12sin（ω2t + φ） 

)(2 ty = A21sin（ω1t + φ）+A22sin（ω2t + φ） 

（二）、n个自由度体系的振动及其矩阵表示 
    振动方程可表示为： 

)(tyi = -∑
=

n

j
ijjj tym

1

)( δ&&   ，i =1，2，...，n  

即，第 i质点的位移是由所有质点的惯性力在第 i质点产生位移的叠加。写成矩阵的形式为： 
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⋅⋅⋅
⋅

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

n&&

&&
&&

   --------（7-1） 

简写为： 
 

              { })(ty = - [ ]δ [ ]M⋅ { })(ty&&⋅        -------------------------------（7-2） 



[ ]δ 称为柔度矩阵，[ ]M 称为质量矩阵，{ })(ty 称为位移列向量，{ })(ty&& 称为加速度列向量。 

方程（7）的解设为： 

               { })(ty ={ }A  sin（ωt + φ）    ----------------------（8） 

式中，{ }A = { }T
nAAA ⋅⋅⋅⋅⋅⋅21  

把（8）式代入（7）式，得： 

               { }A =ω2 [ ]δ [ ]M⋅ { }A            --------------------------------（9） 

或写成， 2

1
ω

 { }A = [ ]δ [ ]M⋅ { }A   ，记：λ = 2

1
ω

 得： 

               [ ] [ ]( )EM λδ −⋅ { }A = { }0          ------------------------------（10） 

式中 E为单位矩阵，{ }0 为零列向量，（10）式称为振型方程。 

同样，（10）式有非零解（否则将不产生振动）的条件是： 

               [ ] [ ] EM λδ −⋅  = 0                -----------------------------（11） 

（11）式称为频率方程。 
频率方程有 n个互不相同的实数根λ1，λ2，...，λn ，对应着 n个互不相同的圆频率；

代入（10）式可得到 n个线性无关的振型。记， 

{ }jA = { }T
njjj AAA ⋅⋅⋅⋅⋅⋅21  ，称为第 j振型。 

[计算举例] 
图示体系，EI=常数，质点的质量为 m，各杆的长度都是 L，求各频率和振型，画振型图。 
 
 
 
 
 
 
解：1）2个动力自由度，质点的水平位移和竖向位移 
2）求柔度系数                                          P=1  
           P=1 
 
                                          L/4                   L/4  
             L       L/2  
 
       L/4       L/4                                     L/4  
 
                M1图                                M2图 

分别作出惯性力在两个方向为 1时的M1图与 M2图，求得： 



δ11 =
EI
L

24
11 3

  ，δ12 =δ21 = 0  ，δ22 =
EI

L
12

3

 

3）求解频率方程 

    记，λ = 2

1
ω

  ，由（6）式得频率方程： 

               
λ

λ

−

−

EI
mL

EI
mL

12
0

0
24

11

3

3

 = 0 

解得：λ1=
EI

mL
24

11 3

  ，λ2=
EI

mL
12

3

  ，从而，ω1= 311
24

mL
EI

  ，ω2= 3

12
mL

EI
 

4）求振型 

把λ1（或ω1）代入振型方程（5）中的任意一个得{ }1A ={ }T0.00.1  

把λ2（或ω2）代入振型方程（5）中的任意一个得{ }2A ={ }T0.10.0  

5）画振型图 

 

 

 

 

 

 

 

二、刚度法建立振动方程 

（一）、两个质点的振动 

图示简支梁，质量集中在跨中两个质点，如图，具有两个动力自由度。用刚度法建立振动方

程时，考虑每个质点的受力平衡。 

 

                            m1       m2        
 

                          1        2 

质点 1的受力平衡方程： 1m− )(1 ty&& 01 =− EKF      -----------------（1） 

质点 2的受力平衡方程： )(22 tym &&− 02 =− EKF      -----------------（2） 

式中， 1EKF− 及 2EKF− 分别是质点 1和质点 2的弹性恢复力，其求法如下 

 

 

              1        2                           1        2  



 

 

 

                K11       K21                          K12      K22    

在质点 2处附加支杆，使质点 1有单位竖向位移，则在质点 1和质点 2分别有力 K11和 K21 ； 

在质点 1处附加支杆，使质点 2有单位竖向位移，则在质点 1和质点 2分别有力 K12和 K22 

当上述两个质点同时产生位移 )(1 ty 及 )(2 ty 时，依叠加法可得： 

1EKF =K11 )(1 ty +K12 )(2 ty      -----------------（3） 

2EKF = K12 )(1 ty +K22 )(2 ty     -----------------（4） 

由式（1），（2），（3），（4）可得两自由度体系的振动方程： 





=++
=++

0)()()(
0)()()(

22212122

21211111

tyKtyKtym
tyKtyKtym

&&
&&

     -----------------（5） 

（二）、n个质点的振动及其矩阵表示 

一般方程可写为： 

        0)()(
1

=+ ∑
=

n

j
jijii tyKtym &&      ， i = 1，2，...，n 

写成矩阵的形式为： 

        [ ] { })(tyM &&⋅ +[ ] { })(tyK ⋅  = { }0    ------------------（6） 

式中， 

[ ]M =



















⋅⋅⋅

nm

m
m

0

0

2

1

为质量矩阵，[ ]K =



















⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

nnnn

n

n

KKK

KKK
KKK

21

22221

11211

为刚度矩阵， 

{ })(ty&& ={ }T
n tytyty )()()( 21 &&&&&& ⋅⋅⋅⋅⋅⋅  ，{ })(ty ={ }T

n tytyty )()()( 21 ⋅⋅⋅⋅⋅  

    设方程的解的形式为： 

               { })(ty ={ }A  sin（ωt + φ）    ---------------（7） 

式中，{ }A = { }T
nAAA ⋅⋅⋅⋅⋅⋅21  

代入（6）式可得： 

              [ ] [ ]( ) { } { }02 =⋅− AMK ω         -----------------（8） 

此式就是刚度法的振型方程。 

（8）式有非零解的条件是其系数行列式等于零（否则，体系不振动） 

即， 



       0

2
21

2
2

22221

112
2

111

=

−⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅−
⋅⋅⋅−

ω

ω
ω

nnnnn

n

n

mKKK

KmKK
KKmK

   --------------（9） 

（9）式便是刚度法的频率方程。 

     实际上，在（6）式 [ ] { })(tyM &&⋅ + [ ] { })(tyK ⋅  = { }0 的两边左称 [ ] 1−K ，并注意到：

[ ] 1−K = [ ]δ 就得到柔度法方程{ })(ty = - [ ]δ [ ]M⋅ { })(ty&&⋅  

[计算举例] 

图示结构弹簧的刚度 KN= 32
13

L
EI
，杆长都是 L，求振动频率和振型，作出振型图。 

                 EI         m                               1 

 

                                                                    2    

           EI              EI1=∞ 

 

 

 

                            KN  
               图 1                                     图 2      

 

 

解：1）2个动力自由度，质点的水平位移和竖向位移，如图。 

2）求刚度系数 

①求图 2所示结构在支杆 1有单位竖向位移时的 K11及 K21  

画出变形图如图 3所示。求 K11及 K21就要作出其弯矩图。 

                        K11                 6EI/L
2
  

 

      B                           K21  

                                             RΔ            6EI/L
2
  

 

 

      A 

 

 

 

 

               图 3                                 图 4   

位移法变量为θB ，作出 MΔ图如图 4所示。 

再作出M 图如图 5所示。 

 



 

 

                                                            K11 

 

            r11            2i           3i/L 

   4i                                                                   K21  

           4i                                                9i/2L 

 

 

            2i                                   3i/2L 

 

 

                图 5                                图 6 

 

r11=8i  ，RΔ=
L
i6

−  ，得：θB=
L4
3
，作出M图如图 6所示。 

为求 K11及 K21 ，作图示研究对象。 
             K11  

 

 

                                                                  K21  

      VCB                                VBA               VCD  
 

 

 

             KN  
 

 

由∑Y=0 得 K11= 2

14
L

i
  ，由∑X=0 得 K21= 2

9
L

i
−  

②类似的方法求图 2所示结构支杆 2有水平侧移Δ=1时的 K12及 K22 。 

                                       K12  

 

 

                                                       K22  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3）求频率和振型 

振型方程写为：
( )

( )



=−+
=+−

0
0

2
2

22121

2121
2

11

AmKAK
AKAmK

ω
ω

 

频率方程写为： 02
2221

12
2

11 =
−

−
mKK

KmK
ω

ω
  

记，λ=
EI

Lm 32ω
，由频率方程可得： 

( ) 08114 2 =−− λ   

解得：λ1=5  ，λ2=23 

从而，ω1= 3236.2
mL
EI

  ，ω2= 3796.4
mL
EI

 

把λ1=5  ，λ2=23分别代入振型方程可得两个振型为： 

{ } { }TA 0.10.11 =     ，{ } { }TA 0.10.12 −=  

4）振型图 

 

 

                            1                            1 

 

                                    1                               1 

 

 

 

 

 

 

 

 

               第一振型                            第二振型 

 

 

 

 

 

 



主振型的正交性 
在刚度法表示的振型方程 [ ] [ ]( ) { } { }02 =⋅− AMK ω 中，考虑第 j振型方程： 

                   ( ) { } { }0][][ 2 =⋅− jj AMK ω    即，  

                    { }jAK ⋅][ -
2
jω [ ]M { }jA⋅ = { }0           

在上式中左乘{ }T
iA ， 

                   { }T
iA  { }jAK ⋅][ -

2
jω { }T

iA [ ]M { }jA⋅ =0     -----------（1） 

再考虑第 i振型，i ≠ j 

                   [ ]K { }iA - [ ] { }ii AM ⋅2ω = { }0  

求此式的转置，得： 

                  { }T
iA [ ]K -

2
iω { }T

iA [ ]M = { }0  

在上式中右乘 { }jA⋅ ，得： 

                  { }T
iA  { }jAK ⋅][  - 

2
iω { }T

iA [ ]M { }jA⋅  = 0  -----------（2） 

由（1），（2）两式相减，得： 

                （ 2
iω -

2
jω ）{ }T

iA [ ]M { }jA⋅  = 0 

由于 iω ≠ jω  ，所以有： 

                 { }T
iA [ ]M { }jA⋅  = 0                         ----------（3） 

此式称为振型关于质量矩阵的正交性，又称为第一正交性 

由（1）或（2）式，显然有： 

                 { }T
iA  { }jAK ⋅][  = 0                         ----------（4） 

此式称为振型关于刚度矩阵的正交性，又称为第二正交性。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



强迫振动，振型叠加法 
一、振动方程 
（一）柔度法 
    由动静法，考虑第 i质点的位移是由各质点的惯性力及各干扰力共同引起，写出振动方
程如下： 
                            pn(t)                 yn(t) 
 
                            pi(t)               yi(t) 
 
                             p2(t)            y2(t) 
 
                             p1(t)          y1(t) 
 
 

)(tyi = ∑
=

−
n

j
jjij tym

1
)(&&δ  + ∑

=

n

j
jij tp

1
)(δ = ∑

=

−
n

j
jjij tym

1
)(&&δ  + )(tip∆  

式中， ijδ 为第 j质点有力 1时在第 i质点产生的位移， )(tip∆ = ∑
=

n

j
jij tp

1

)(δ   

        i =1，2，...，n 
写成矩阵的形式为： 

                  [ ] [ ]{ })(tyM &&⋅δ  + { })(ty  = )(tip∆         -------------------（1） 

（二）刚度法 
    由动静法，考虑第 i质点的受力平衡， 

                  ∑
=

n

j
jij tyK

1

)(  + ii ym &&  = pi (t) 

写成矩阵的形式为： 

                  [ ] { })(tyM &&⋅  + [ ] { })(tyK ⋅  = { })(tp         -------------------(2) 

（三）振动方程的解 
     非齐次方程的解（1）或（2）的特解是稳态振动解，亦即动力位移反应。其形式为 

                  { })(ty ={ }A sin（θt + φ）                ------------------（3） 

 
 
 
 
 
 
 



二、振型叠加法 
n个质点的振动具有 n个振型，这 n个振型是线性无关的，在数学上构成 n维空间的一

组基底。故，n个质点的振动的位移反应可写作： 

                   { })(ty  = [ ]A { })(tq                  ----------------(4) 

式中， 

[ ]A =
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⋅⋅⋅
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21

22221

11211

= { } { } { }[ ]nAAA ⋅⋅⋅⋅⋅⋅21   称为振型矩阵。 

{ })(tq ={ }T
n tqtqtq )()()( 21 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ，称为广义坐标。 

即，（4）式又可写作： 

                   { })(ty  = { }∑
=

n

j
jj Atq

1
)(                 ------------------（5） 

    现考虑有阻尼的强迫振动，其振动方程为： 

              [ ] { })(tyM &&⋅  + [ ] { })(tyC &⋅  + [ ] { })(tyK ⋅  = { })(tp   -----------------（6） 

式中， 

[ ]C =



















⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

nnnn

n

n

CCC

CCC
CCC

21

22221

11211

  称为阻尼矩阵。其意义如下： 

FD i = ∑
=

−
n

j
jij tyC

1

)(&   ，i =1，2，...，n  为。它是由各质点的速度引起的在 i质点的阻尼

力的叠加。 
方程（6）是藕合的，为了解藕，令： 

                  [ ]C =α [ ]M  + β [ ]K                       ----------（7） 

式中，α，β为两个常数，可由前两个振型获得。 

依上述各项，方程（6）可写为： 

[ ] { })(tyM &&⋅  + （α [ ]M  + β [ ]K ）{ })(ty&  + [ ] { })(tyK ⋅  = { })(tp    ----- -------（8） 

把（4）式代入（8）式，得： 

[ ]M [ ]A { })(tq&&  + （α[ ]M  + β[ ]K ） [ ]A { })(tq&  + [ ]K [ ]A { })(tq  = { })(tp   -----（9） 

以{ }iA T 左乘（9）式，先考虑其第一项的系数 

 
 



{ }iA T [ ]M [ ]A ={ }iA [ ]M { } { } { }[ ]nAAA ⋅⋅⋅⋅⋅⋅21  

={ }iA T [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }[ ]nji AMAMAMAMAM ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅21  

=

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ } { } [ ]{ }[ ]n
T

ii
T

ii
T

i
TT

i
T

i AMAAMAAMAAMAAMA ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅21

= { } [ ]{ }[ ]00000 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ i
T

i AMA  

同理，方程（9）左边第三项的系数变成 

  { } [ ]{ }[ ]0000 i
T

i AKA  

记，
*
iM = { } [ ]{ }i

T
i AMA    ，

*
iK  ={ } [ ]{ }i

T
i AKA  ，

*
iC =

**
ii KM βα +  

则，方程（9）左边第二项的系数变成 

[ ]0000 **
ii KM βα +  

记，{ } { })(tPA T
i = )(* tPi   ，则（9）式就解藕成为： 

 
*
iM )(tqi&&  + 

*
iC )(tqi&  + 

*
iK )(tqi  = )(* tPi  

两边同除以
*
iM   ，并记：

2
iω = *

*

i

i

M
K

  *

*

i

i

M
C

= iiωξ2   ，则方程（9）变为： 

 )(tqi&& + iiωξ2 )(tqi&  + 
2
iω )(tqi  = *

* )(

i

i

M
tp

                     --------------（10） 

方程（10）可由杜哈美积分求得其解。这在单自由度体系中已讨论过。 

)(tqi =
idiM ω*

1
ττωτ τωξ dtep id

tt

i
ii )(sin)( )(

0

* −−−∫  

若 )(* tPi 是简谐荷载，则 

)(tqi =
idiM ω*

1 P
2

22
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41
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−

i
ii

i ω
θ

ωξ
ω
θ

sin（θt + εi） 

    依（10）式求的 )(tqi （i =1，2，...，n）后，可由（4）式确定任意时刻 t的位移反

应。 

 
 
 



[计算举例] 

1．求图示结构的最大动位移反应，并作最大动力弯矩图。已知，各杆长 L， 3

9
mL

EI
=θ  ，

不计阻尼。 
                                                 1    
 
             EI  
     Psinθt     EI1=∞                                      2   
 
             EI         EI  
 
               图 1                               图 2  
解：1）两个动力自由度 
2）求刚度系数，用刚度法建立振动方程。 
求图 2所示支座 1有侧移Δ=1时在支杆 1处的力 K11 及在支杆 2处的力 K21 和 
图 2所示支座 2有侧移Δ=1时在支杆 1处的力 K12 及在支杆 2处的力 K22 
           1              K11                                K12   
 
 
          2                         K21                                K22   
 
 
 
                M1图                                 M2图 

K11= 2

3
L

i
  K12=K21= 2

3
L

i
−    ，K22= 2

27
L

i
 

3）振动方程 

[ ] { })(tyM &&⋅  + [ ] { })(tyK ⋅  = { })(tp       

 其解的形式为 

 { })(ty = { }A sin（θt + φ）             
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解得： 
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  此解就是最大动力位移。 



4)最大动力弯矩图 
最大弯矩图看作是两个最大位移弯矩图的叠加，即 
M=M1A1 +M2A2  
 
 
 
                                           4PL/13 

                       PL/13       4PL/13               
 
 
                    4PL/13         4PL/13             

 
                                Mmax图          
注意：此图为相应与简谐荷载方向向右时的情况；若简谐荷载方向向左时，弯矩图的受拉侧

相反。 
例 2 
求图示结构 B点的最大竖向位移ΔBV ，并绘最大动力弯矩图。已知，EI=常数，不计阻尼，

3mL
EI

=θ  ，弹簧的刚度 KN= 3L
EI

 

qsinθt    C 
 
                                    L   
 
      A               D    m      B           qL2/2 
             L              L   
                                                               MP图  
                                                                         qL/4   

解：1）动力自由度 1 ，D点的竖向位移 )(ty  

2）B点的最大位移应由静位移 + 动位移组成。用柔度法建立振动方程。 
求动力荷载幅值在 B和 D处产生的位移ΔBP 及ΔDP及 
惯性力为 1时在 B和 D处产生的位移δB  ，δDD   
 

 

                                P=1                          p=1 

 

 

                                                         L/2 

              M 1图           1                           2M 图         1/2  

ΔBP=
EI
L3

1
4

⋅
qL

=
EI

qL
4

4

    ，  ΔDP=
EI

qL
4

4

 



δB=
EI
L3

1
2
1

⋅ =
EI
L

2

3

  ，δDD=
EI
L

12
5 3

 

3）振动方程 





∆+⋅−=
∆+⋅−=

ttymty
ttymty

DPDDDD

BPBDB

θδ
θδ

sin)()(
sin)()(

&&
&&

                     -------------------（1） 

先解第二个方程,以 tAty θsin)( = 代入方程，得： 

( ) DPDD Am ∆=− δθ 21  

A=
DD

DP

m δθ 21−
∆

=
EI

qL
7
3 4

 

以 )(ty =
EI

qL
7
3 4

tθsin 代入第一个方程，解得： 

)(tyB =
EI

qL
28
13 4

tθsin    ， )(tyB mzx= EI
qL

28
13 4

 

4）质点惯性力幅值 

I=mθ2A=
7

3qL
，以 M=MP+ IM ⋅2      得最大动力弯矩图如下： 

 
 
 
 
 
                     qL2/2             D              B  
 
 
                                      13qL2/28 
 

例如，MD= ⋅
2
1

2

2qL
 + 

7
3

2
qLL

⋅  = 
28

13 2qL
 

 
 
 
 
 
 
 



多自由度振动习题课 
例题 1 

求图示结构体系的自振频率和振型，已知 K= 3L
EI

 ，EI=常数。 

              m    
 
                         K       m 
 
          L       L        L       L 
 
解：1）两个动力自由度 

2）柔度法求解。求单位力作用于质点时在质点处产生的位移δij
 
，作出 1M 图及 2M 图。 

            P=1  
   L                                     L   
                                                                    P=1  
 
 

              1M 图                            2M 图               L /2 

δ11=
EI
L3

  ，δ12=δ21=
EI
L

12
5 3

  ，δ22=
EI
L

12
13 3

 

3）振动方程 

)(1 ty = - m )(1 ty&& δ11 - m )(2 ty&& δ12      ----------------------(1) 

)(2 ty = - m )(1 ty&& δ21 - m )(2 ty&& δ22      ----------------------(2) 

设方程（1），（2）的解的形式为： 

)(1 ty = A1sin（ωt + φ）             ----------------------(3) 

)(2 ty = A2sin（ωt + φ）             ----------------------(4) 

把（3），（4）代入（1），（2）式中，并记：λ = 2

1
ω

 得振型方程： 

      
( )

( )



=−+
=+−

0
0

222121

212111

AmmA
mAAm
λδδ

δλδ
    --------------------（5） 

频率方程 

           0
2221

1211 =
−

−
λδδ

δλδ
mm

mm
 

代入δij
 
，得： 



051172 =+− λλ  

解得：λ1=13.11  ，λ2=3.89  ，从而， 

31 96.0
mL
EI

=ω     ， 32 76.1
mL
EI

=ω  

把λ1代入振型方程得第一振型{ } { }TA 11.90.11 =  

把λ2代入振型方程得第二振型{ } { }TA 11.00.12 −=  

4）振型图 

 

     1.0                                           1.0 

                                                                     0.11 

                               9.11 

 

 

                    第一振型                           第二振型 
例题 2 

求图示结构的频率和振型，已知 K1= 3

12
L
EI

 ，K2= 3

6
L
EI

 ，无穷刚性杆具有分布质量m 。 

 
 
 
                   m   EI1=∞            L  
 
 
          K1   EI           EI         K2  
 
 
                L            L  
 
                   图 1                                         图 2  
解：1）两个动力自由度，无穷刚性杆质心的竖向位移和转动，变形图如图（2）所示。 

2）柔度法求解。求单位力作用于质点时在质点处产生的位移δij
 
，作出 1M 图及 2M 图。 

                   P=1  
                                                   1        M=1  
                                                         1/2 
 
                   L/2                                  1/2  

          1/2   1M 图        1/2           1/2L        2M 图       1/2L  

 



EI
L

48
11 3

11 =δ   ，
EI
L

48
11

22 =δ   ，
EI

L
96

2

2112 == δδ  

3）振动方程及其解 
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)()()(
)()()(

2221

1211

tJtymt
tJtymty

θδδθ
θδδ
&&&&

&&&&
 

式中，J=
12

2mL
 

设方程的特解为： 

           




+=
+=

)sin()(
)sin()(

ϕωφθ
ϕω

tt
tAty

 

代入振动方程中，整理得振型方程： 

           
( )

( )







=−+

=+−

0116

0
2

132

φλ

φλ

A
L

LA
 

式中， 32

576
Lm

EI
ω

λ =  

解频率方程：λ2 - 143λ+1449 = 0  得： 

λ1≈132  ，λ2≈11 从而， 

ω1=2.09 3mL
EI

  ，ω2=7.24 3mL
EI

 

4）振型 

{ } { }TA 0.00.11 =   ，{ } { }TA 0.10.02 =  

 
例题 3 

求图示结构的频率和振型，已知 K= 3

2
L
EI

 

 
                            m    EI1=∞    2m    
                       EI 
           K      
                                EI                     L  
 
 
 
                       L          L/2  
 
 



解：1）两个动力自由度，两质点的共同水平位移及 2m质点的竖向位移。 

2）柔度法求解。求单位力作用于质点时在质点处产生的位移δij
 
，作出 1M 图及 2M 图。 

                        L                                  L/2      P=1  
                                        P=1  
 
 
 
 
 
 

                    1M 图                                 2M 图 

δ11= EI
L

6
7 3

  ，δ22= EI
L

24
5 3

  ，δ12=δ21= EI
L

12
5 3

 

记，λ= 32

24
Lm

EI
ω

  可得频率方程 

( ) ( ) 06001084 =−−⋅− λλ  

解得：λ1=91.375  λ2=2.625 ，从而 

ω1=0.5125 3mL
EI

  ，ω2=3.024 3mL
EI

 

3）振型 

{ } { }TA 712.20.11 =    ，{ } { }TA 2458.00.12 −=  

4）振型图 
 
 
                      1                                    1 
                                                                         -0.246  
 
                              2.712  
 
 
 
 
              第一振型                           第二振型 
 
 
 
 
 



例题 4 
求图示结构的频率和振型，EI=常数。 
 
 
 
                                              L/2  
        m/2           m              m/2  
 
                                              L/2   
 
              L             L   
 

解：1）两个动力自由度，三个质点的共同水平位移 )(1 ty 和质点 m的竖向位移 )(2 ty 。 

2）用刚度法。 
 
 
                               Δ=1  
 
                                     K11                                    K12  
 
 
                                                          Δ=1  
 
                  K21                                K22  
 

由对称性，K11= 3

48
L
EI

 ，K22= 3

6
L
EI

  ，K12=K21 = 0  

3）振动方程 

        




=++
=++

0)()()(
0)()()(

22212122

21211111

tyKtyKtym
tyKtyKtym

&&
&&

 

式中，m1= mmmm 2
22

=++   ，m2= m 

设其解的形式为： 

)(1 ty = A1sin（ωt + φ）            

)(2 ty = A2sin（ωt + φ）            

得频率方程： 

              0
2

2
2221

12
2

11 =
−

−
ω

ω
mKK

KmK
 

 



解得： 

ω1=2.45 3mL
EI

  ，ω2=4.90 3mL
EI

 

4）振型 

    { } { }TA 0.00.11 =   ，{ } { }TA 0.10.02 =  

 
例题 5 

求图示结构的频率和振型，K= 3L
EI
，杆长 L，EI=常数。 

 
                                 m 
                                 K 
                                 m   
 

解：1）两个动力自由度，两个质点的竖向位移 )(1 ty 和 )(2 ty 。 

2）用刚度法。              K21  
                                                               K22  
                                                                     Δ=1  
 
  3i/L                                3i/L    
 
                               Δ=1 
                           K11  
 
                                                                K12  

K11= 3

3
L
EI

+ 3L
EI

= 3

4
L
EI

  ，K12=K21= 3L
EI

  ，由对称性，K22= 3

3
L
EI

+ 3L
EI

= 3

4
L
EI

 

3）频率方程 

       0
2

2221

12
2

11 =
−

−
ω

ω
mKK

KmK
 

记，λ=
EI

L32ω
 得： ( ) 014 2 =−− λ  ，得： 

ω1=1.732 3mL
EI

  ，ω2=2.236 3mL
EI

 

4）振型 

{ } { }TA 0.10.11 =    ，{ } { }TA 0.10.12 −=  

即，发生对称振动及反对称振动。振型图如下： 



 
                                1 
                                                                     -1 
 
                                1                                     1 
 
 
       正对称振动，第一振型                   反对称振动，第二振型 
 
例题 6 
求图示结构的频率和振型，杆长都是 L，EI1=∞，EI=常数。 
                                                         2         
 
 
                         EI1=∞ 
 
 
               EI        m                                     1     
 
         EI  
 
 
              图 1                                    图 2  

解：1）两个动力自由度，质点的水平位移 )(1 ty 和竖向位移 )(2 ty 。 

2）用刚度法。 
①刚度法求图 2所示结构在支座 1产生水平位移时在支座 1和支座 2处产生的 K11及 K21                     
用位移法求解 
 
 
 
 
                                                2i/L  
                                                    RΔ  
                                       K11           6i/L         4i/L 
 
 
 
                                         6i/L 
 
             结构变形                                    MΔ图 

 
 
 



 
 
 
 
 
  4i/L    r11             2i/L  
 
        4i/L  
 
 
          2i/L  

              M 图                         附加刚臂后变形图 

r11=8i   ，RΔ=
L
i8

−   ，r11θ+ RΔ=0 ，解得：θ=
L
1
 ，作出M图如图所示。 

 
                        D                                              VBD  
                                                                           K11  
                                                      VAC  
 
             2i/L  
        A              B                           K21  
                            2i/L  
 
 
  4i/L       C  
                                        VBA=0         
             M图  

取 AB杆为研究对象，考虑水平方向的受力平衡，如图，得：K11= 2

8
L

i
 

取 BD杆为研究对象，考虑竖向的受力平衡，如图，得：K21= 0  
②同理，刚度法求图 2 所示结构在支座 2 产生竖向位移时在支座 1 和支座 2 处产生的 K12

及 K22 

（过程略）得：K22= 2

5.7
L

i
  ，K12= 0  

3）由于 K12=K21=0 ，故， 

m
K11

1 =ω = 3

8
mL

EI
  ，

m
K 22

2 =ω = 32
15

mL
EI

 

4）振型 

      { } { }TA 0.00.11 =   ，{ } { }TA 0.10.02 =  

 



例题 7 

求图示结构的频率和振型，已知 A= 2L
I

 ，杆长都是 L，m =
L
m

 

                    B      A        m  
                                     C    
                  ∞  m         EI        L 
 
   m        ∞ 
             m   
              L             L  
 

解：1）两个动力自由度，质点 C的水平位移 )(1 ty 和质点 B的水平位移 )(2 ty ，如图。 

2）用刚度法。 
                y2(t)              y1(t)                          
 
                                                         m dx 
                                                m dx 
                                                         O  
 
 

质点 C的的平衡： 3

3
L
EI )(1 ty  + 

L
EA ( ))()( 21 tyty +  + m )(1 ty&&  = 0      ---------（1） 

再取图示研究对象，∑MO=0 ，得： 

L
EA ( ))()( 21 tyty + L + m )(2 ty&& L + 2 xx

L
tydxm

l
⋅⋅⋅∫0

2 )(&&
 = 0           ---------（2） 

代入 A= 2L
I

 ，并设 )(1 ty =A1sinωt  ， )(2 ty =A2 sinωt  代入方程（1）、（2）的振型方程： 

              










=





 −+

=+





 −

0
3
5

04

2
2

313

231
2

3

Am
L
EIA

L
EI

A
L
EIAm

L
EI

ω

ω
 

记，
EI

Lm 32ω
λ =  ，振型方程的系数行列式等于零可得频率方程： 

    5λ2 - 23λ + 9 = 0  
解得：λ1=4.168  ，λ2=0.432 从而， 

         ω1=2.042 3mL
EI

 ，ω2=0.657 3mL
EI

 

3）振型 
把λ1=4.168代入振型方程得第一振型 



       { } { }TA 168.00.11 =  

把λ2=0.432代入振型方程得第二振型 

       { } { }TA 368.30.12 −=  

4）振型图 
 
                  0.168                   1。0                                3。368              1。0 

 
 
 
 
 
 
                    第一振型                                  第二振型 
 
例题 8 

求图示结构的频率和振型，已知 A= 22L
I

 ，杆长都是 L ，质点的质量都是 m  

 
              EI           EI                            1     
 
                      A   
 
 
              EI         EI1=∞ 
                                                         2         
解：1）两个动力自由度， 附加支杆 1与 2 ，如图。 
2）用刚度法。 
                       K11                                       
 
                   1                                            6EI/L2   
 
                                                                 RP  
 
 
 
 
                   2      
                       K21  
 
              K11  、K21 的意义                             MΔ图 

 



①位移法：附加刚臂，支杆 1发生单位位移时作出 MΔ图，RP= - 2

6
L
EI

 

再作出M 图，r11= L
EI5

 ，解出θ=
L5
6

 ，作出 M图如下： 

                                                             K11  
                                  2EI/L  
                       EI/L                                   6EI/5L2        1  
                         r11 

                                                                   
                       4EI/L                                         18EI/5L2   
 
 
 
 
                                                              K21  

                    M 图                                   M图  

取质点 1为研究对象，作出受力图如下： 
 
                 K11  
 
           0        24EI/5L3  
 
               EI/2L3  
 

     K11= 310
53

L
EI

 ，显然，K21= 32L
EI

  

②当支杆 2发生单位位移时，作出 M图如下，并取质点 2为研究对象。 
 
                         K12  
                                                               EI/2L3  
 
                                                    6EI/L3        -6EI/L3  
 
                                                               K22  
 
 
                          3EI/L2 +3EI/L·1/L  
 
 
                          K22  

K22= 32L
EI

+ 3

6
L
EI

+ 3

6
L
EI

= 32
25

L
EI

  ，显然，K12= 32L
EI

  

 



3）频率方程 

         02
2221

12
2

11 =
−

−
ω

ω
mKK

KmK
 

代入 Kij ，并记 λ=
EI

Lm 32ω
 得： 

5λ
2
 - 89λ + 330 = 0  解得： 

λ1=5.625  λ2=12.535  从而 

ω1=2.296 3mL
EI

  ，ω2=3.54 3mL
EI

 

4）振型 

{ } { }TA 07.00.11 −=   ，{ } { }47.140.12 =A T  

5）振型图 
（略） 
 
例题 9 

求图示框桁结构的频率和振型，已知 A= 2a
I

 ，图中粗线为无穷大刚性杆件。 

 
                   m   ∞                                       1   
 
         4a    EI   A   A    EI   
                  m       ∞                                    2   
                                                                
         4a    EI   A   A    EI   
 
                  3a       3a   
 

解：1）两个动力自由度，上梁质量 m的水平位移 )(1 ty 和下梁质量 m的水平位移 )(2 ty  

2）求刚度系数 
 
                                       K11                               K12  
 
 
                                    K21                                    K22  
 
 
 
             图 1                                    图 2   
Kij的意义见图 1和图 2所示。 



图 1中，当支杆 1发生水平位移时，上层内的两个二力杆中，一个伸长；一个缩短。 

K11= ( )34
24

a
EI

 + αα coscos
5

⋅⋅
a

EA
 + αα coscos

5
⋅⋅

a
EA

= 3519.0
a
EI

 

K21= -K11 = - 3519.0
a
EI

 

                                1    
                                                                         K11  
                                   α 
 
                       α   
 
图 2中，当支杆 2发生水平位移时，上、下两层内的四个二力杆中，两个伸长；两个缩短。 

K22= ( )34
48

a
EI

 + αα coscos
5

⋅⋅
a

EA
×4 = 2K11 = 3038.1

a
EI

 

3）频率方程 

记，
EI

am 32ω
λ =  ，则频率方程为 

         0
038.1519.0

519.0519.0
=

−−
−−

λ
λ

 

解得：λ1= 19824.0   ，λ2= 35876.1     从而， 

ω1= 4452.0 3ma
EI

  ，ω2= 1657.1 3ma
EI

 

4）振型 

{ } { }TA 618.10.11 =   ,{ } { }TA 618.00.12 −=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



多自由度强迫振动习题课 
例题 1 

试绘制图示结构最大动力弯矩图，EI=常数， 34
mL
EI

=θ   ，ξ=0 

 
                        qLsinθt 
        qsinθt 
                    1     
                                    L/2 
                2     
                                    L/2  
 
                  L/2     L/2     
 
解：1）两个动力自由度 
2）计算质点 1、质点 2处的柔度系数。用力法 
                  P=1                   P=1  
                                                          L           p =1  
                 δ11        
                                        L/4  
 
      δ21   
 

     δ11、δ21的意义                MP1图                   M 图 

依 MP图及M 图作出 P=1作用于质点 1时产生的弯矩图 1M 图如下： 

                 P=1  
   3L/32  
 
                13L/64                               L/4  
 
 
 

           1M                                     MP2图 

1M 与 MP1图图乘得
EI

L
1536

23 3

11 =δ  ， 1M 与 MP2图图乘得
EI

L
1536

9 3

21 −=δ  

由对称性 22δ =
EI

L
1536

23 3

 



3）求简谐荷载幅值在 1，2两质点处产生的静位移Δ1P及Δ2P  
 
                    qL                         3qL2/16   
                                    qL2/8 
                   1                              R1P      
    q         2       
 
 
 
                                              MP图 

用位移法作出 M图。作出MP图，求得 R1P=
16

2qL
− ，再作出M 图及求出 r11= L

EI6
 

    3EI/L                           5qL2/32     
            r11  
          3EI/L   
 
 
 

            M 图                               M图  

r11 θ⋅ + R1P=0 ，求出θ =
EI

qL
96

3

 

M= MP+ M θ⋅   作出 M图。 

为求简谐荷载幅值在 1，2两质点处产生的位移，作出如下两图。 
                 P=1  
 
                  1           
 
               L/4              P=1        2  L/4  
 
 
 

M图与上两图图乘，可得：Δ1P=
EI

qL
1536
17 4

   ，Δ2P=
EI

qL
1536

5 4

 

4）写出振动方程，求出质点的振幅 

       




∆+−−=
∆+−−=

ttymtymty
ttymtymty

P

P

θδδ
θδδ

sin)()()(
sin)()()(

22221212

12211111

&&&&
&&&&

 

设方程的特解为： 
 



            




=
=

tAty
tAty

θ
θ

sin)(
sin)(

22

11  

代入振动方程，得振型方程： 

            ( )



∆=−+
∆=+−

P

P

AmAm
AmAm

22
2

22121

12
2

121
2

11

1
)1(

θδδ
θδθδ

 

式中，δij  ，θ ，Δi p 已知，代入振型方程，整理得： 

            










=++

=++

0
16
17973

0
16
5739

4

21

4

21

EI
qLAA

EI
qLAA

 

解得两质点的位移幅值： 

            










⋅−=

⋅−=

EI
qLA

EI
qLA

4

2

4

1

0025.0

01424.0
 

5）质点的惯性力幅值 

  依惯性力 I= )(tym &&− = tAm θθ sin2   得： 

              ( )max1I = 2
1θmA = qL2278.0−  

              ( )max2I = 2
2θmA = qL0404.0−  

负号表示惯性力方向与所设的单位力方向相反。 
6）最大动力弯矩公式 

   M max= MP + ⋅1M ( )max1I + ⋅2M ( )max2I   

即如下三个图的叠加 
                                           P=1  
   5qL2/32                         3L/32                          3L/32  

 
 
                                                    P=1  
 
 

    MP图（静荷载幅值产生）            ⋅1M 图                            ⋅2M 图 

需注意的是，振动中体系的振动频率为θ，稳态振动。故，叠加公式中的 ( )max1I 与 ( )max2I

应取绝对值计算。最大动力弯矩图如下： 
 



                   0.1814qL2  
 
 
                                            0 .294qL2 
  
                                  0.0444 qL2 
   
 
 
                                    最大动力弯矩图 
例题 2 
求图示结构 B 点最大竖向位移ΔBV  ，并绘最大动力弯矩。已知，EI=常数，不计阻尼，

3mL
EI

=θ   ，K= 3L
EI

 

     qsinθt   
            C  
                                                 L 
 
            A             m           B 
                          D            K 
                  L            L      
 

解：1）动力自由度为 1，D点的竖向位移 )(ty  

2）B点的最大位移应由静位移和动力位移的叠加。用柔度法建立振动方程 
①先求动力荷载幅值在 B点和 D点产生的位移ΔBP 及ΔDP  
 qL  
 
 
 
                                       qL2/2 
 
             动力荷载幅值                            MP图         qL/4 
 
                                  P=1                      P=1  
 
 
                        D            B                     D            B 
                                                            L/2   
                                      1                                   1/2  
                  M1图                                   M2图 
 



ΔBP= 1
4

1
⋅⋅

qL
K

 = 1
4

3

⋅⋅
qL

EI
L

= 
EI

qL
4

4

 ， 

ΔDP=
2
1

4
1

22
1

2
2

2
11 2

⋅⋅+







⋅⋅⋅⋅⋅

qL
K

qLLL
EI

 = 
EI

qL
4

4

 

②再求质点的惯性力为 1时在 B和 D点产生的竖向位移δDD及δBD  
M1 与M2图乘得δBD  ，M2自图乘得δDD  

δDD=
EI
L

12
5 3

 ，δBD=
EI
L3

 

3）振动方程 

           




∆+−=
∆+−=

ttymty
ttymty

BPBDB

DPDD

θδ
θδ

sin)()(
sin)()(

&&
&&

 

先解第一个方程，令 tAty θsin)( =  ，代入第一个方程得： 

      A=
DD

DP

m δθ 21−
∆

=
EI

qL
7
3 4

 

以 )(ty =
EI

qL
7
3 4

sinθt 代入第二个方程得： 

     
EI

qLtyB 28
13)(

4

=  sinθt 

     ( )max)(tyB =
EI

qL
28
13 4

 

4）质点惯性力幅值 

  I=mθ2A=m 3mL
EI

EI
qL

7
3 4

=
7

3qL
 

5）最大动力弯矩图 

      依 Mmax=MP + IM ⋅2  画出最大动力弯矩图如下 

 
 
 
 
         qL2/2   
 
                              13qL2/28 
                      最大动力弯矩图    



例题 3 

求图示结构的质点的最大动力位移，并绘最大动力弯矩图。已知，EI=常数，ξ=0，

3

4
mL

EI
=θ  ，弹簧刚度 K= 3L

EI
 ，质点的质量都是 m 。 

 

 

                       K  

 

                       Psinθt     

                L          L   

 

解：1）两个动力自由度 

2）宜用刚度法求解 

①图 1所示结构当支座 1产生单位位移时，求 K11及 K22 。用位移法 

                    K11  

 

                    1                                 6i/L  

                                                        

                                                         RΔ  

                                         6i/L 

 

                    2   

 

                    K21  

                 图 1                               MΔ图  
 

作出 MΔ图，求出 RΔ= 2

3
L
EI

 ，再作出M 图，求出 r11= L
EI7
，解位移法方程作出 M1图。 

                                                   30EI/7L2
  K11  

 

                        r11     

                                       36EI/7L2
      

 

 

                                                           K21  

                M 图                                     M1图  

不难求得：K11= 3L
EI

+ 37
30

L
EI

+ 37
66

L
EI

= 37
103

L
EI

  ，K21= 3L
EI

 

 

②由于下梁具有对称性，故，当质点 2有单位位移时，质点 2处梁截面无转角。 

弯矩图可直接作出。 

 



      K22= 3L
EI

+ 3

3
L
EI

+ 3

3
L
EI

= 3

7
L
EI

  ，K12= 3L
EI

 

 

                        K12  

 

 

 

 

 

                         3EI/L
2
  

 

 

                      K22  

                      M2图 

3）振动方程 

         




=++
=++

tPtyKtyKtym
tyKtyKtym

θsin)()()(
0)()()(

2221212

2121111

&&
&&

 

设方程的解为： 

         




=
=

tAty
tAty

θ
θ

sin)(
sin)(

22

11     ，代入方程得： 

         






=+

=+

EI
PLAA

AA
3

21

21

3

0775
 

解得最大位移反应： 

         A1= EI
PL3

0321.0−  

         A1= EI
PL3

344.0  

4）最大动力弯矩图 

       Mmax=M1A1+M2A2                    0.1652PL 
 
 
                                             0.1376PL 

 
 
 
                                                         1.032PL 

                                                  最大动力弯矩图    
 



例题 4 

求质点的最大动位移，并绘最大动力弯矩图。已知，动力荷载幅值为 1KN ， 3

4
mL

EI
=θ ，

EI=9×10
3
KN·m  ，不计阻尼。 

 
       1sinθt                   m                                     1  
                      EI   
                                                                         2   
               EI                     L =2m  
 
 
                     L=2m  
 
解：1)求自振频率和振型。 
不难求得质点惯性力为 1时在质点振动方向产生的位移，即柔度系数 

δ11= EI3
32

 ，δ12=δ12= EI
4

  ，δ22= EI3
8

 

2）动荷载幅值在质点处产生的竖向和水平方向的位移Δ1P及Δ2P  
                                                P=1  
  1KN                    2                                            P=1    
 
 
 
 
 
 2                      2                         2       

             MP图               1M 图                       2M 图 

         Δ1P=
EI
4

= 4104444.4 −×   ，Δ2P=
EI3
8

= 4109629.2 −×  

3）写出振动方程，求出质点的振幅 

       




∆+−−=
∆+−−=

ttymtymty
ttymtymty

P

P

θδδ
θδδ

sin)()()(
sin)()()(

22221212

12211111

&&&&
&&&&

 

设方程的特解为： 

            




=
=

tAty
tAty

θ
θ

sin)(
sin)(

22

11  

代入振动方程，得振型方程： 

            ( )



∆=−+
∆=+−

P

P

AmAm
AmAm

22
2

22121

12
2

121
2

11

1
)1(

θδδ
θδθδ

 

式中，δij  ，θ ，Δi p 已知，代入振型方程，整理得： 



            




×−=+
×−=+

−

−

3
21

3
21

108888.06
103333.1613

AA
AA

 

解得两质点的位移幅值（最大动位移）： 

            A1= 4107391.1 −×− （米） 

            A2=
4105459.1 −× （米） 

4）质点的惯性力幅值 

  依惯性力 I= )(tym &&− = tAm θθ sin2   得： 

        （I1）max= 7826.0− （KN） 
        （I2）max=  6957.0 （KN） 
5）求最大动力弯矩图 

        M max= MP + ⋅1M ( )max1I + ⋅2M ( )max2I  

                          1.5652 
 
 
 
 
 
            1.8261 
                        Mmax图，单位：KN·m   
例题 5 
用振型叠加法求解图示质点处的最大位移，已知，ξ1=ξ2=0.10 ，动力荷载幅值为 1KN ，

3

4
mL

EI
=θ ，EI=9×10

3
KN·m   

       1sinθt                   m                                     1  
                      EI   
                                                                         2   
               EI                     L =2m  
 
 
                     L=2m  
 
解：1)求自振频率和振型。 

由例题 4，求得柔度系数后，代入频率方程得：ω1= m
EI285.0   ，ω1= m

EI995.0  ， 

代入振型方程得：{ } { }414.00.11 =A T  ，{ } { }TA 414.20.12 −=  

 



用位移法或直接求柔度矩阵的逆，不难得出刚度矩阵 [ ]K  

2)求广义质量、广义刚度、广义荷载 

{ } [ ]{ }11
*
1 AMAM T= ={ }









⋅







⋅

414.0
0.1

0
0

414.00.1
m

m
=1.1716m  

{ } { }1
2221

1211
1

*
1 A

KK
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θsin
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414.00.1)()( 1
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1 *
1

1
M

⋅ =
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3534.0
sinθt 

)()()(2)( *
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2
11111 tPtqtqtq =+⋅+ ωωξ &&&                 -------------------（1） 

同理， mM 827.6*
2 =   ， EIK 761.6*

2 =   ，
m

tP 3536.0)(*
2 −=  sinθt 

)()()(2)( *
2

2
22222 tPtqtqtq =+⋅+ ωωξ &&&                 -------------------（2） 

3）求解（1）、（2）可用杜哈美积分 
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式中， 22
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θω

θωξ
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−
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jtg  

)sin(1034.9)( 1
5

1 εθ +×= − ttq  

)sin(107.7)( 2
5

2 εθ +×−= − ttq  

4）位移反应 
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  得： 

)sin(107.7)sin(1034.9)()()( 2
5

1
5

2121111 εθεθ +×−+×=+= −− tttqAtqAty  

=+= )()()( 2221212 tqAtqAty )sin(1059.18)sin(1087.3 2
5

1
5 εθεθ +×++× −− tt  

整理后得： 

)cos302.0sin67.1(10)( 4
1 ttty θθ −−= −  

)cos4233.0sin8573.0(10)( 4
2 ttty θθ += −  



从而得： 

( ) 4
max1 10697.1)( −×=ty （米） 

( ) 4
max2 10956.0)( −×=ty （米） 

与例题 4比较，质点的竖向最大位移由于阻尼的作用减小了 2.4%；水平位移减小了 38.0%。 
 
 
 
 
 
 

 


