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摘 要

本文研究的主要内容：在齐次平衡原则的思想下，充分利用F．

展开法和Riccati方程在非线性偏微分方程(PDES)求解中的优良特性，

提出一种广义改进的F．展开法。此方法在借助于计算机符号系统

Mathematica下，操作方便，可以得到非线性PDES的一系列精确解(类

孤子解，三角函数周期解，有理数解，指数解)。并用此方法求解了

Kdv．mKdv方程及(2+1)维Burgers方程，得到了他们丰富类型的精

确解，其中部分是新解。并对部分解进行数值模拟以便直观分析。

首先，利用齐次平衡思想及改进的辅助方程方法研究了

Klein．Gordon方程，得到了Klein．Gordon方程类孤子解，三角函数周

期解，有理数解，指数解。

其次，利用改进的F．展开法研究了(2+1)维Broer-Kaup方程。得

到了他们丰富类型的精确解：光滑的钟形孤立波解，kink解，类孤子

解，复数形式解，有理数解等，并得到了部分新解。这些解对于解释

一些物理现象具有一定的意义。

最后，利用广义改进的F．展开法研究了KdV．mKdv方程和(2+1)

维Burgers的精确解。得到了它的kink解，类孤子解，复数形式解，有

理数解等，这对于对这些方程的进一步研究有积极的意义。

关键词：非线一l生PDES，齐次平衡原则，辅助方程方法，广义改进的

F。展开法，精确解
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ABSTRACT

The major content of this paper is a generalized modified F—expansion

method．Under Homogeneous balance idea，the generalized modified

F··expansion method is proposed by taking full advantages of F--expansion

method and Riccati equation in seeking exact solutions of nonlinear PDEs．

The method Can be conveniently operated with the aid of computer

symbolic systems(Mathematica)，and rich families of exact solutions of

nonlinear PDEs have been obtained，including soliton—like solutions，

trigonometric function solutions and rational solutions．By using the

method，we have solved the Kdv—mKdv equation，the(2+1)一dimensional

Burgers equations．Massive exact solutions of them have been obtained，

and some of the solutions aFe new．We also provided some figures of

partial solutions for direct-viewing analysis．

FirSt吱we researched the Klein．Gordon equation by using the

modified auxiliary method．As a result，many new and more general exact

non—traveling wave solutions are obtained including soliton—like solutions，

trigonometric function solutions，exponential solutions and rational

solutions．

Next，we researched the exact solutions of the(2+1)一dimensional

Borer-Kaup equations by using a modified F-expansion method．rich

families of exact solutions of them have been obtained，including
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bell—shaped solitary solutions，kink solutions，soliton-like solutions，

complex solutions，rational solutions and SO on．And some of them are

new．We consider these solutions will make sense for explaining some

physical phenomenon．

Finally,we researched the exact solutions of the Kdv-mKdv equation

and the(2+1)-dimensional Burgers equations，and we obtained its kink

solutions，soliton—like solutions，complex solutions，rmional solutions and

SO on．These work will be usefull for further research to the equation。

KEY WORDS：nonlinear PDEs，homogeneous balance principle，

auxiliary equation method，generalized modified F-expansion method，

exact solution
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第一章绪论

以应用为目的，或以物理、力学等其他学科问题为背景的微分方程的研究，

不仅是传统应用数学中一个最主要的内容，也是当代数学的一个重要组成部分。

它是数学理论与实际应用之间的一座重要桥梁，研究工作一直十分活跃，研究领

域日益扩大。

目前微分方程研究的主体是非线性微分方程，特别是非线性偏微分方程

(NLPDE)。很多意义重大的自然科学和工程技术问题都可归结为非线性偏微分

方程的研究。现实生活的许多领域内数学模型都可以用NLPDE来描述，很多重

要的物理、力学等学科的基本方程本身就是NLPDE，另外，随着研究的深入，

有些原先可用线性微分方程近似处理的问题，也必须考虑非线性的影响，所以对

NLPDE的研究，特别是NLPDE求解精确解的研究工作就显示出了很重要的理

论和应用价值，但是数学研究的结果，在目前还未能提供一种普遍有效的求精确

解的方法。20世纪50年代以来，人们对非线性现象的研究中提出了“孤子’’的

概念，进而使得对NLPDE求解的研究成为非线性科学中的热点。下面介绍一下

孤立子理论的研究背景、研究现状及本文的研究工作。

1．1研究背景

孤立子理论已经成为应用数学和数学物理的一个重要组成部分，在流体力

学，等离子物理，经典场论，量子论等领域有着广泛的应用。

随着近代物理学和数学的发展，早在1834年由英国科学家Russell发现的孤

立波现象近二十多年来引起了人们的极大关注，对这一现象的兴趣与日俱增。这

是因为一方面孤立子具有粒子和波的许多性能，在自然界中有一定的普遍性，利

用孤立子理论也成功地解释了许多物理上长期用经典理论未能解答的现象；另一

方面，随着孤立子物理问题的深入研究，孤立子的数学理论也应运而生，并已初

步形成比较完善的理论体系【1-91。

孤立子理论自1965年由Zabusky和Kruskal对孤立子(Soliton，简称孤子)

命名后得到了迅速地发展。究其原因是孤波现象无所不在，从天上涡旋星系的密

度波，线，超流氦一3，超导Josephson结，磁学，结构相变，液晶，流体动力学

以及基本粒子等，都与孤子有关。其发展大致可分三个阶段：



江苏大学硕士学位论文

第一阶段，主要是在19世纪。最早讨论孤立子问题的是Scott Russell。1844

年英国工程师Russell发现船在运河中快速行驶着，当这条船突然停止时，在船

头附近产生了一个光滑的、像小山包一样的水波，然后这个水波离开船头保持它

的形状和速度保持不变，接着这个水波的高度逐渐减少，最后在运河的一个拐弯

处消失掉，他把这种水波称为孤立波，认为它就是流体运动的一个稳定解。直到

1 895年，荷兰阿姆斯特丹大学的Korteweg教授和他的学生de Vries才成功导出

了著名Kdv方程，求出了与Russell描述～致的即具有形状不变的脉冲状的孤立

波解，在理论上证实了孤立波的存在，并对孤立波现象作了较为完整的分析，解

释了Russell的浅水波，解决了这个问题。他们的数学模型为

Ut+6uu,+“。；0 (1．1)

孤立波解为

材。(刈)=昙sech2俘(x-ct)) (1．2)

后人称％(x，f)为卜孤立予解，如果令孝=X--Ct，那么U，在平面上的图为图1．1

所示。
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＼“

014＼
}

南．3

l
r

／0．1

一／

图1．1光滑孤立子％在孝一U平面上的图形

1965年美国数学家Kruskal和abusky对KdV方程的孤立波解进行数学模

拟，他们发现两个孤立波相撞之后，各自的运动方向和大小形状都保持不变。这

种性质与物理中粒子的性质类似，因此他们称这种孤立波为孤立子。在通常情况

下，人们把孤立波和孤立子混为一谈，不把它们区别开来。与此同时，在1876．1882

年发现的Backlund变换，成为后来发展孤子理论的重要基础。

第二阶段大致可划在1955．1975年。1955年，Fermi，Pasta，Ulam(FPU)将

64个质点用非线性弹簧连成一条非线性振动弦，用计算机计算了一维非线性晶

格在各个振动模之间的转换。初始时，这些谐振子的所有能量都集中在～个质点
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上，其他63个质点的初始能量为零。按照经典的理论，只要非线性效应存在，

就会有能量均分，各态历经等现象出现，即任何微弱的非线性相互作用，可导致

系统的非平衡状态向平衡状态的过渡。但实际计算的结果却与经典理论是背道而

驰。实际上，经过相当长时间之后，能量似乎又回到了原来的初始分布，这就是

著名的FPU问题。由于FPU问题是在频域空间考察的，未能发现孤波解，因此

该问题未能得到正确的解释。后来，人们发现可以把晶体看成具有质量的弹簧拉

成的链条，这恰好是Fermi研究的情况。T0da研究了这种模式的非线性振动，得

到了孤波解，使FPU问题得到正确的解答，从而进一步激发起人们对孤立波的

研究兴趣。1965年，Zabusky和Krusal对等离子体中孤立波的相互碰撞过程进行

计算机数值模拟，进一步证实了孤立波在碰撞前后波形和速度保持不变的论断，

并且把它命名为孤立子(Soliton)，它是指一大类非线性偏微分方程的许多具有特

殊性质的解，以及具有相应的物理现象，它的性质具体为：(1)能量比较集中；(2)

孤立子相互碰撞时具有弹性散射现象。从此孤立子理论的研究工作得到了迅速发

展。

第三阶段(1973至今)，把孤子概念及理论广泛应用于物理学，生物学，天

文学等各个领域，开展了高维孤子的研究。1980年非线性效应专刊PhysicaD问

世，与此同时，光纤中的孤子已在实验中产生出来。此后的发展更是突飞猛进。

综上所述，孤立子理论的产生和发展是与近代物理密切相关的。孤立子理

论不但包括了有关的数学理论，也包括了物理理论，数学的严密性和物理的启发

性和实用性两者相互结合，相互依存，相互渗透，相互促进，使孤立子理论显示

出强大的生命力，这也是现代自然科学发展的重要特征之一。

孤立子一词虽被广泛引用，但无一般性定义。数学中，将孤立子理解为非

线性偏微分方程的局部行波解，所谓局部是指微分方程的解在空间的无穷远处趋

于零或确定常数的情况。换言之，孤立子指的是稳定的孤立波，即与同类孤波碰

撞后不会消失，而且波形、波速和幅度不会改变或只有微弱改变的孤立波。在物

理中，孤立子被理解为经典场方程的一个稳定的有限能量的不弥散的解，即能量

集中在一个狭小的区域内且相互作用后不改变波形和波速。许多非线性发展方

程，妻NKdV方程、Sine．Gordon方程、Schr6dinger方程、Boussinesq方程、KP方程，

Toda晶格方程等都具有孤立子解。孤立子除常见的钟型和扭型外还有包络孤子、
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哨孤子、拓扑性孤子和非拓扑性孤子、呼吸子、亮孤子和暗孤子、正孤子和反孤

子以及它们叠加而形成的形形色色的孤立子。

1．2研究现状

求解微分方程是古老而在理论和实际上又很重要的研究课题，显示解，特

别是行波解可以很好的描述各种物理现象，如振动、传播波等。但由于非线性微

分方程的复杂性，至今仍有大量的重要方程无法求出精确解，即使已经求出精确

解，也各有各的技巧，至今尚无一般的求解方法。所幸的是孤立子理论中蕴涵着

一系列构造精确解的有效方法，如反散射法(IST)、Biicklund变换法、Darboux

变换法、HirotaR2线性法、Painlev6有限展开法【101，延拓法,及Lie群法【111等。随着

各种求解方法的出现，不但过去难以求解的方程得到解决，而且许多新的，具有

重要物理意义的解不断被发现和利用。

1967年，Gardnertl2I等人发明了求解KdV方程的逆散射方法(也称为非线性)，

这～方法利用量子力学中的Schrodinger方程特征值问题(正散射问题)及其反问

题(反散射问题)之间的关系，经过求解Gel’fand．Levitan-Marck-enko线性积分

方程而给出KdV方程初值问题的解。它不仅对应用技术提供了崭新的方法和概

念，而且对数学自身的发展也有深远影响。随后，Lax[14]将该方法加以综合和

推广，使之能够用于求解其他非线性偏微分方程的初值问题，从而逐步形成一种

系统的求解方法。1972年，Zakharov和Shabat[15]推广了这一方法，求出高阶KdV

方程，立方Schrodinger方程等的精确解。Ablowitz，Kaup，Newell和Segur[16-1 8】

则更加一般化反散射方法。李翊神、田畴、屠规章教授等也为发展反散射方法做

了很好的工作。

1971年，Hiro饥昕引进的双线性变换法(Hirota方法)[18,19】，是构造非线性偏

微分方程N一孤立子解及其Backlund变换的一种重要而直接的方法。

1975年，Wahlquit和Estabrook提出延拓结构法，以外微分形式为工具，给出

寻找与反散射方法相联系的线性特征值问题的系统的方法。

1991年，李翊神教授基于对称约束提出一种非线性偏微分方程的直接的变量

分离方法；随后，楼森岳教授等提出另一种更有效的直接变量分离法得到了许多

的(2+1)维非线性发展方程的精确解。

4
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精确求解非线性发展方程的工作具有重复性、固定的套路和规律、计算量

大的特点，计算机代数的出现使人们摆脱了刻板、大量而重复的计算，提高了速

度保证了准确率。1996年，Parkes和Dufry给出了求非线性发展方程孤立波解的双

曲正切函数法的Mathematica程序包。王明亮教授等基于非齐次项与高阶导数项

平衡的原则，将非线性方程齐次化、代数化，提出了齐次平衡法。

近年来提出并发展起来的齐次平衡方法，实际上是求非线性偏微分方程精

确解的一种指导原则，故也称为齐次平衡原则。依据该原则，可事先判定某类非

线性偏微分方程是否有一定形式的精确解存在，如果回答是肯定的'贝!f可按一定

的步骤求出它来，并同时得到其满足某些条件的Backlund变换。因而齐次平衡原

则具有直接、简洁、步骤分明的特点，再者，还适用于计算机的符号计算系统进

行计算，且得到的是精确的结果。至今，齐次平衡原则在非线性数学物理中已得

到广泛的应用，且其应用范围正在不断的扩展，已成为处理非线性数学物理相关

问题的有效工具之一。

所以，近年来在齐次平衡原则下又发展了多种求解非线性偏微分方程精确

解的方法：像Tanh．函数法【20,21]，Sine．Cosine方法【22】，Jacobi椭圆函数展开法【231，

Riccati方程方法【24’25】及F．展开法[26之川等。这些方法一般都借助于计算机代数系统

(Mathematica或Maple)，求解方便、直接，而且可以对解进行数值模拟以便于

直观分析解的性质。

1一、研究的内容和意义

本文在齐次平衡原则的思想下，充分利用F．展开法币0Riccati方程在非线性偏

微分方程求解中的优良特性，提出一种广义改进的F．展开法。此方法在借助于计

算机符号系统Mathematica下，操作方便，可以得到非线性偏微分方程的一系列

精确解(类孤子解，三角函数周期解，有理数解)。并用此方法求解了Kdv—mKdv

方程及(2+1)维Burgers方程，得到了他们丰富类型的精确解，其中部分是新解。

下面是本文具体的研究工作：

第三章，利用齐次平衡方法及改进的辅助方程方法研究TKlein-Gordon方

程，得到了Klein-Gordon方程类孤子解，三角函数周期解，有理数解，指数解。

第四章，利用改进的F．展开法研究了(2+1)维Broer-Kaup方程的精确解。
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得到了他们丰富类型的精确解：光滑的钟形孤立波解，kink解，类孤子，复数形

式解，有理数解等，并得到了部分新解。相信这些解对于解释一些物理现象具有

一定的意义。

第五章，在第四章给出的改进的F．展开法的基础上，提出了一种广义改进的

F一展开法，并利用广义改进的F．展开法研究了Kdv．mKdv方程和(2+1)维Burgers

方程的精确解。得到了它的kink解，类孤子，复数形式解，有理数解等，这对于

对此方程的进～步研究有积极的意义。

本文研究的意义：本文在齐次平衡思想下提出的一种广义改进的F．展开法，

克服了原有经典F一展开法、改进的F一展开法和辅助方程方法的一些局限(经典

F一展开法及辅助方程方法只能很好的适合于奇次和偶次阶偏导数不同时存在的

偏微分方程，而且主要得到的是Jaeobi椭圆函数解)，因此广义改进的F一展开法有

更加广阔的应用范围，而且随着对Riccati方程的深入研究，相信此方法应用前景

会更加广阔，并能有助于发现更多复杂的精确解。而且本文通过用辅助方程方法

法、改进的F．展开法和广义改进的F．展开法对Klein．Gordon方程、Kdv．mKdv方程、

(2+1)维Broer-Kaup方程及(2+1)维Burgers方程程的求解，找出了它们丰富类

型的精确解及一些新解。相信这些解将会对于解释一些重要的物理现象有积极的

意义。

6
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第二章’基本概念

2．1 孤立子及尖峰孤立子

目前，对孤立子有多种定义方式，但还没有一个确切的定义。李政道认为：

在一个场论系统中，如果有一个经典的解，它在任何时间内都束缚于一个有限区

域内，那么这样的解就叫做经典孤立子解。

通常在应用数学中，将孤立子理解为非线性演化方程局部化的行波解，经过

互相碰撞后，不改变波形和速度(或许相位发生变化)。在物理领域，孤立子被理

解为：经相互作用后，波形和速度只有微弱改变的孤立波。或者被理解为：非线

性演化方程能量有限的解。即能量集中在空间有限区域，不随时间的增加而扩散

到无限区域中去。

本文采用下述定义，即：

定义2．1．1 孤立子是指一大类非线性偏微分方程的许多具有特殊性质的

解，以及与之相应的物理现象。它满足以下三点：

(1)孤立子(孤波)是波动问题中的一种能量有限局域解；

(2)能在空间给定区域稳定存在；

(3)相互作用不改变各自的特性。

从以上定义可知，孤立子能量集中在一个较狭小的区域，两个孤立子相互作

用时出现弹性散射现象，即波形和波速能恢复到原状(或许相位有一些改变)。因

此，孤立子具备了粒子和波的许多性能，在自然界中有一定的普遍性。近年来，

人们也从更广泛的意义下理解孤立子这一术语，比如说，把能量集中在一个较狭

小的区域的静态解有时也称为孤立子。

定义2．1．2若孤立子解在波峰处有一个不连续的一阶导数，则称此孤立子

解为尖峰孤立子解(Peakon)，如图2．1所示。

7
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2．2孤立子的分类

图21尖峰孤立子解

通常所说的孤波，是指非线性演化方程局域行波解。所谓“局域”，指的是

非线性演化方程的解在空间的无穷远处趋于0或趋于确定常数的情况。目前已经

有一系列非线性演化方程存在孤波解．除KDV方程外，比较重要的还有非线性

Schrodinger方程(NLs方程)、sine-Gordon(W．Gordon)方程、Ilirota(M Toda)非线

性品格方程、铁磁链方程、布森内斯克方程、波恩(M BoⅡO一英菲尔德(M L Infeld)

方程。归纳起来，孤波的典型类型不外乎图2 2中的四种：(曲波包型(钟型)：(b)

凹陷型(反钟型)：(c)扭结型：(d)反扭结型。其中(a)和(b)都是当割--9．∞时，解

吐(f)斗0．而(c)和(d)则是当f_'+∞或一m时，p．(f)趋向于不同的常数值。

《E)

／ ＼
t

(a)波包型(钟型)

《E)

＼ ／
’

cbl凹陷型(反钟型)
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I吣D

．厂一

—／／’
亏

1味号)

～、、．
lI 孝＼

(c)扭结型 (d)反扭结型

图2．2孤立子的分类

从拓扑性质角度，孤波可分为拓扑性孤波和非拓扑性孤波。拓扑性孤波存在

的必要条件是有简并真空态，即在无穷远处存在不同的真空态，或者说有不同的

边界条件；有孤立子解时，无穷远处的边界条件就与没有孤立子解时不同。而非

拓扑性孤波不需要简并真空态，无论有无孤立子解，在无穷远处都有相同的边界

条件。一般来说，钟型分布的正、负(暗)孤波及其序列都是非拓扑的，但是Kink

孤波(其模方或其导数却是钟型的，如光纤中基本暗孤子就是例子)是拓扑孤子。

需要注意的是，同一方程可能支持两类不同拓扑性质的孤波解，如0qLS)方程支

持明孤子解和小振幅明暗孤子解(非拓扑)及基本暗孤子解(拓扑)。．

值得说明的是，尽管孤波原本指一类可积非线性演化方程的局域行波解。但

现在，至少在物理上，孤波概念已经被推广到相对稳定的孤波解。即使原来方程

并非可积的。例如光孤子理论中，尽管有阻尼项的NLS方程是不可积的，而且

实际光纤中的光孤子也不可能不衰减，但在阻尼很小的情况下，相对稳定的孤波

仍被称为光孤子。在其他一些情况下，对孤波的理解常常也因为实际问题而有所

推广。

2．3逆算符法

据逆算符方法的基本思想，把偏微分方程Au=A(u，％，U，，“。，··．)=O改写为

￡“+Ru+Nu=0 (2．3．1)

其中￡和R是线性微分算子，M是非线性项。算子￡是可逆的，作用逆算子L√于上

式两边得到

9
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1,l=f—L-1(R“)+f1(Nu) (2．3．2)

其中脯足(2．3．1)及初始条件，根据逆算符方法甜可以分解为一系列分量之和

“=∑％ (2．3．3)
n=O

利用回归关系可以得到
‘

Uo=／(x)，“女+l=-E1(Rul)+f1(Nu女) (2．3．4)

非线性项F(u)=Nu可以表示为无限级数之和

F(“)=∑4 (2．3．5)
月‘0

其中An是Adomian多项式，定义为

．以=刍杀【F(善4-00五‘毪儿种，z=0，1，2，⋯ (2．3．6)

利用(2．3．3)，(2．3．4)可以依次解出‰，“l，“2，蚝，⋯，从而得到方程的解

“=‰+％+U2+“3+⋯ (2．3．7)

业已证明Adomian分解法是收敛的，而且收敛速度相当快，能够得到精确解。

2．4齐次平衡法

齐次平衡法是一种求解非线性偏微分方程非常重要的方法，它将非线性发

展方程的求解问题转化为纯代数运算。利用这种方法不仅可以得到方程的

Baeklund变换，而且能得到非线性偏微分方程的新解。该方法的大致步骤如下：

对于给定一个非线性偏微分方程

P(u，U，，Uf，“。，“时，“盯，⋯)=0 (2．4。1)

这里尸一般是其变元的多项式，其中含有非线性项及线性出现的最高阶偏导数项。

一个函数W=w(x，f)称为是方程(2．4．1)的拟解，如果存在单变元函数

f=厂(w)，使徵w)关于x，f的一些偏导数的适当的线性组合，即

材(x力=鬻·t-V(x力(厂(们关于x和，的低 (2．4．2)

于m+n阶的偏导数的适当线性组合)

精确的满足(2．4．1)。((2．4．2)中的非负整数m，以，‘单变元函数f=f(w)以及函数

w=w(x，f)都是待定的)，将(2．4．2)代入(2．4．1)中可通过以下步骤确定它们：

10
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首先，使高阶偏导数项中包含的W=w(x，f)的偏导数的最高幂次和非线性项

中包含的关于w=w(x，，)的偏导数的最高幂次相等，来决定非负整数m及，2是否存

在。

其次，集合w=w(x，f)的偏导数的最高幂次的全部项，使其系数为零，而得

火w)满足的ODE，解之可得f=f(w)，一般是对数函数。

第三，檄w)的各阶导数的非线性项，瞅w)的较高阶的导数来代替，再将
苁w)的各阶导数项分别合并在一起，并令其系数为零，而得w=w(x，t)的各次齐

次型的PDE组，可适当选择(2．4．2)中线性组合的系数，使PDE组有解。

最后，若前三步的解答使肯定的，将这些结果代入(2．4．2)，经过一些计算就

得(2．4．1)的精确解。

从(2．4．2)中可以看出，如果v(x，f)方程(2．4．1)的一个解，则通过上述步骤就

可以求得方程的Backlund变换。 ，

2．5 Jacobi椭圆函数方法

考虑非线性偏微分方程(2．4．1)，寻求它的行波解为

U=甜(孝)，善=k(x一口) (2．5。1)

其中七和c分别为波数和波速。

将“(善)展开为下歹tJJacobi椭圆正弦函数sn善的级数：

甜=∑哆sn’善
J=0

(2．5．2)

它的最高阶数为

D(“(善))=刀 (2．5．3)

因为

嚣=砉玛一弋cn孝dnf (2．5．4)

其中．cn善和dn孝分别为Jaeobi椭圆余弦函数和第三种Jacobi椭圆函数，且

cn2孝=1一Srl2孝，dn2孝=l—m2 Sll2孝 (2．5．5)

m(O<历<1)为模数，且
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巧d snf=cn孝dn孝j面d cn孝删n孝dn孝，dd告dn善=-m2 sn孝cn孝(2．5．6)

Eh(2．5．4)式，可以认为砭du的最高阶数为

D(≥跏“ (2．5．7)

类似地，有

∞》嘲“。c》⋯2州黟⋯3 @5固

在(2．5．2)式中选择行，使得非线性偏微分方程(2．4．1)中的非线性项和最高阶数项平

衡，将(2。5．2)代入非线性偏微分方程(2。4。1)中，并利用(2。5。5)和(2．5。6)，可将方程

(2．4．1)变成关于$111善(i=0，l，⋯，柳的多项式。 sn‘善的各次幂次的系数为零，

得关于aO，口l，⋯，aN，k，c的代数方程组。

解上述方程组，将结果代入(2．5．2)中，得(2．4．1)Jacobi椭圆函数解。

应该指出的是，因Y寸m--'-I时，sn孝-->tanh，(2．5．2)式就退化为

“=∑口，tanh’善 (2，5．9)

所以此方法包含了双曲正切函数展开法。

2．6辅助方程方法

考虑非线性偏微分方程(2。4．1)，寻求它的行波解为

U=“(善)，孝=七(x—cot) (2．6．1)

其中姘日砌别为波数和波速。
将式(2．6．1)代入方程(2．4．1)中，则(2．4．1)化为“(孝)的非线性常微分方程

(NODE)：

G(u，％，％，“搿，⋯)=O (2．6·2)

设“(毒)可表为z(孝)有限幂级数：

“(孝)=∑GiZ‘(孝) (2．6．3)

这里a，是待定常数，Ⅳ为一常数，由非线性偏微分方程(2．4．1)中具有支配地位的非

线性项和最高阶数项平衡得到，z(f)满足如下新的辅助常微分方程

12
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(d考)2--Az(孝)2+＆(孝)4+cz(孝)6
其中A，B，C为待定实数。

将(2．6．3)代)kNODE(2．6．2)中，利用(2．6．4)n--I"将方程(2．6．2)左边变成z(孝)的多

项式。令z(f)的各幂次的系数为零，可得关于ao，al，⋯，aN，k，嘲代数方程

组。解上述方程组(可借助Mathematica或Maple)，可解得ao，al，⋯，aN，七，细

将结果代入(2．6．3)中，得(2．4．1)的行波解的一般形式。

利用表2．1，适当选取4，B，c，4的值，可得方程(2．4．1)的一些特殊解。

表2．1 A，曰，G 4与方程(2．6．4)的解z(f)之间的关系表△司只纠C。e--吐1(曰一般为任意实数)

彳 C △ z(鼍)

A>0 C为任意实数 △为任意实数 sech(廊晦一删+-A占Btanh(廊∥
A>O C为任意实数 △为任意实数 csch(廊晦一删⋯AB。姐廊∥
A>0 C为任意实数 A>0 ￡√△cosh(2廊)一占7占)必

，
2A 、必

A<O C为任意实数 A>0 、￡压cos(24一彳f)一嚣’
／

2A 、％
A>0 C为任意实数 A<0

、￡√一A sinh(2fA孝)一召7

A<O C为任意实数 A>0 (占厄sin(22√A-A,)-B)％

A>0 C>0 △为任意实数
sec h(廊恢2s√ACtan-A h(风∥

A<0 C>0 △为任意实数 sec(痂)(B+2s√．彳-cAtan(础∥
A>O C>0 △为任意实数 csch(廊恢2￡√．彳-cAc。伍(皿∥
A<0 C>0 △为任意实数 csc(廊)(B+2￡√．爿-cAc。¨一％
A>O C为任意实数 A=0 (一百A(1+s鼬(譬鳓必
A>0 C为任意实数 A=O (一(1+6coth(孚鳓必
A>O C为任意实数 △为任意实数 4((e2—4一A4e班2s47‘64彳c)必
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2．7 F一展开法

考虑非线性偏微分方程(2．4．1)，寻求它的行波解为

甜=甜(孝)，善=k(x-ct) (2．7．1)

其中研口c分别为波数和波速。

将式(2．7．1)代入方程(2．4．1)中，贝JJ(2．4．1)化为Ⅳ(善)的非线性常微分方程

(NODE)： ·

e(u，U’，材。，．．．)=0 (2．7．2)

设蹦(孝)可表为F(孝)有限幂级数：

^『

材(f)=岛+∑qF‘(孝) (口Ⅳ≠o) (2．7．3)
i=l

这里啦是待定常数，，(善)满足下列一阶常微分方程：

F吨(毒)=pF4+QF2+R (2．7．4)

这里尸，9，R是待定常数，正整数Ⅳ是由具有支配地位的非线性项与最高阶偏导数

项平衡确定。

将(2．7．3)代,N．NODE(2．7．2)00，矛tjlg(2．7．4)g将方程(2．7．2)左边变成F(孝)的多

项式。置，(善)的各次幂次的系数为零，得关于口o，al，⋯，aN，k，c的代数方程

组。

求解上述方程组(可借助Mathematica或Maple)，可解得ao，al，⋯，aN，k，c，

将结果代入(2．7．3)中，得(2．4．1)的行波解的一般形式。

利用表2．2，适当选取尸，Q，R的值，可得方程(2．4．1)的由Jacobi函数表示的周

期波解。

F一展开法与本文2．6所讲述的辅助方程方法的约束方程不同。由于约束方程

的不同，根据相应约束方程和特解的对照表，在求解偏微分方程时得到相应的特

解的形式也不同。

14
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表2．2只Q，R与方程，’2(f)=矿4+妒2+尺的解只号)之间的关猿
P Q R F也(孝)=pF4+QF2+R ．F(0

mz ．(1+m2) l F吃(善)=(1一F2)(1一m2F2) ，She

．1'／,／z 2mz．1 1．∥ Fn(孝)=(1一F2)(加2F2+l—m2) ，cnff

．1 2．m。 m2．1 Fn(孝)=(1一F2)(F2+聊2—1) dn孝

1 ．(1+JI，22) 所z ，吐g)=(1一F2)沏2一F2) 墨乒(sn拶1

1．坍2 2m2．1
Z

mc乒(cne3"1—m Fn(善)=(1-F2)【(瑚2—1)F2一m2】

掰2．1 2．m2 ．1 F垃(孝)=(I-F2)[(1一m2)F2—1】 矗}(d哟q

1．m2 2．m。 1 F心(善)=(1+F2)【(1一聊2)F2+l】 tf=器
-m2(1- 2mL．1 l F心(孝)=(1+m2F2)【(，'z2—1)F2-s]

a善=dsn--nA善言17；2)

l 2．m2 1．m2 尸2(孝)=(1+F2)【F2+(1-m2)】 ·孝=鬈
l 2m’．1 ．m2(1． F’2(善)=(m2+F2)【F2+(渐2—1)1 蜘鬈m21

15
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第三章改进的辅助方程方法求解Klein．Gordon方程

本章主要研究运用改进的辅助方程方法求解二次非线性Klein．Gordon方程

130-37]，即

‰一口2甜舡+flu-zu2=0 (3．1)

其中Q，p，Y为已知常数。

3．1 改进的辅助方程方法

考虑一个给定的NLPDE，含有自变量x=(五，x2，．．．，而，，)及变量“：

P(u，q，‰，‰，．．．)=0 (3．1．1)

这里P为其变元的多项式，其中包含有非线性项和高阶偏导数项。采用改进的F．

展开法求解方程(3．1．1)的步骤如下：

(I)寻求方程(3．1．1)的行波解为

U=“(孝)，孝=k(x-cot) (3．1．2)

其中k和鼢别为波数和波速。

将(3．1．2)式代入方程(3．1．1)中，则(3．1．1)化为“(孝)的非线性常微分方程

(NODE)：

G(u，％，“菇，“搿，⋯)=0 (3．1．3)

(II)设“(孝)可表为z(善)有限幂级数：

“(孝)=∑a,z‘(孝) (3．1．4)

这里岛是待定常数，Ⅳ为一常数，由非线性偏微分方程(3．1．1)中具有支配地位的非

线性项和最高阶数项平衡得到，z(善)满足如下新的辅助常微分方程

． 唼卜似分+眺)3+啡)4 Ⅲ)
其中A，B，C为待定实数。

(111)将(3．1．4)4弋／X,,NODE(3．1．3)中，利用(3．1．5)gg獬(3．1．3)左边变成z(号)的
多项式。令z(孝)的各次幂次的系数为零，可得关于印，口l，⋯，口Ⅳ，忌，彩的代数

方程组。

求解上述方程组(可借助Mathematica或M印le)，可解得口o，口l，⋯，口Ⅳ，k，

16
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09，将结果代A(3．1．4)中，得(3．1．1)的行波解的一般形式。

(IV)利用表3．1，适当选轴，E 4的值，可得方程(3．1．1)的一些特殊解。

表3．I A，B，G 4与方程(3．1．5)的解z(孝)之间的关系表A=B2-4AC，萨±l(B为任意实数)

彳 C 4 z(0

A>O C为任意实数 △为任意实数 se‘h
2(2一．2(1+E+-EAY“{))2AC tanh(纠

A>O C为任意实数 △为任意实数
csz咄B2一⋯+占co坚f))2㈣：

2Asech(JrA孝)
X>0 C为任意实数 A>0 占厄一B sech(,fA善)

2A sec(x]一A,S)
A<0 C为任意实数 A>0 ￡妪一B sec(d—A专、

2A csch(打{、
A>O C为任意实数 △<O ￡0五一B csch(,J-A-f')

2A CSC(√一A善)
A<0 C为任意实数 A>0 ￡妪一B csc(,／一Al、

A>O C>0 △为任意实数 ⋯n孚¨⋯。焉Ⅲ。-打y-善，
△为任意实数

⋯2一--T-；)⋯。焉⋯。孚f，A<o C>O

A>O C>0 △为任意实数
csc

h2(了引⋯s瓜-AⅢh。孚孝，
●

A<0 C>0 △为任意实数 cs‘2(+占√．一焉半善)(孚毒，
A>0 C为任意实数 A=O 一扣弛小孚锄
A>O C为任意实数 △卸 一A矗(1+6cot‘(粤锄

4AeE而{
A>O C为任意实数 △为任意实数 (e8屁一B)2—4AC

△为任意实数且 4Aes再{
A>O C为任意实数 B=0

1—4ACe4t西{

4召

A=o C为任意实数 △为任意实数 B 2善2—4C

△为任意实数且 ￡

A=O C>0 B=0
托专

17
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通过对辅助方程方法细致深入的研究，对其对约束方程进行了改进，将原有

的约束方程睦)2=似分+&(∥+Q(秽改进为方程唼)2=止(铲+&(劈+Q④4。必 吣

由于约束方程的改变，原有的约束方程与特解的关系列表也随之改进，由原来的

表2．1改进为表3．1。并且由此改进，在应用改进后的方法求解非线性偏微分方

程可得到更多丰富类型的精确解。。

3．2 求解Klein．Gordon方程

Parkes等人运用Jacobi椭圆函数展开法求得了方程(3．1)的周期解[3引。我们将

运用辅助方程方法求得方程(3．1)的多重行波解。

(I)首先做如下变换
．

“(x，，)--u(4)，孝=x+kt (3·2·1)

这里k是波速。将(3．2．1)代入方程(3．1)得到下面的常微分方程

(尼2--Or2)％+flu+ru2 0 ．(3．2．2)

使非线性项朋2，同时与线性项口2“。?a及Uu平衡，可得m=2。因此我们令

u(4)=ao+口lz(孝)+口222(f)(3．2．3)

其中ao，al，a2为待定常数。z(孝)满足下式

(祟)2=Az2(善)+&3(孝)+Cz4(孝) (3．2．4)
ag

(II)将(3．2．4)及(3．2．3)代A(3．2．2)得

flao—Ya02+a,fl_z(孝)一Aala2z(4)+aalk2z(孝)+妄B口lk223(善)一

妄觚口223(f)+2Caik225(f)-2Cala225(手)-2raoa,z(4)-

7a1222(善)+44口2k222(孝)一4Aa2口222(4)+fla222(孝)+2B口2k223(善)一 (3·2·5)

2Ba2口223(孝)+3B口2k224(4)+2Ca2七224(孝)-3Ba2口224(孝)一

2Ca2口224(孝)+4Ca2k226(孝)一4Ca2口226(孝)-2raoa222(f)一

27"ala223(孝)一厂a2224(孝)=0

令z‘(孝)(『=0，1，⋯，6)的个性系数均为零，则可得关于ao，at，a2与k的代数方程

绢
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,aao—ya02=0，

Ak2q—Aa2at+flal-2yaoal=0，

一yq2+4Ak2a2-4Act2a2+fla2-2yaoaz=0，

丢舭2at一詈B口2q+2戤2口2—2Ba2a．2-2yala2=o， (3．2．6)
，、 ，’ 1 ‘

’ ’

3Bk2a2+2Ck2a2-3Ba2a2-2Cat2a2一Ya22 0．

2Ck2at-2Cot2q=O，

4Ck2a2—4Ca2a．=0

(III)运用Mathematica求解上述代数方程组，可得ao，al，a2与上如下情况的

解：

情况1：

情况2：

情况3：

‰：壁，口1：o，呸：o，
y

％一o，q一等，吼一
一南k，2一口z B一蒜16(k‰，2一口2)

． 27fl
q 2百’

(3．2．7)

243fl
。———’一，

167'

C=0， (3．2．8)

． 243fl

呸2百’

取值，并利用彳，B，C与z(4)的对应关系，可得Klein—Gordon方程O．1)的类孤

子解、三角函数周期解、有理解(重复类型的解这里将其省去)。

3．2．1 Klein-Gordon方程的类孤子解

(I)情况2，在A>0(即∥与(k2-ct2)异号)时，

畛考一sec舻矧一2，4⋯3Z(16，h2镉巧
(II)情况2，在A>0(即∥与(后2一口2)异号)，△>0(即∥2不为零)

州舻一警(
(1II)情况1，在4>0时，

243 8

16y

19

(3．2．1．1)

时，

(3．2．1．2)

∥一y
=％

罄
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¨嘭[Sech略一]2@2．1．3，一fl(．2Asech(x／A孝)孬]2
(V)情况1，在A>0，C>0时，

(3．2．1．4)

小c-打3-吉)一]2
@2．1．5，

姒伊种∽⋯$]2
在么>0(即∥与(足2一口2)同号)时，

《酬雩一戏砰矧酱一洲低酬
(VIII)情况3，在4>0(即∥与(忌2一口2)同号)，△>0(即∥2不为零

廿等一+考其中Ⅸ，D，丫和k为任意常数。

3．2．2 Klein-Gordon方程的三角函数解

(I)情况2，在A<0(即∥与(k2-a2)同

“9(善)=

(II)情况1，在A<0，△>0时，

号)，△>0时，

(3．2．1．6)

(3．2．1．7)

)时，

(3．2．1．8)

H羔罄卜21)

‰④=钗一]2 (3．2．2．2)

、“。。c孝，=等(sec2 c．!鲁三善，：_：：『：I南]2 c3·2·2·3，

∞

，

，

＼O

∥一y

>

=

彳、，r[

鲐

在

蚝

-二况情、，T-■V

孔

6}觎黯
D

囝

Ⅵ

均

丝嘶

∥一r型町
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(Iv)情况3，在A<0(即∥与(七2一口2)异号)，A‘>0时，

M2(0= +丝
知

其中仪，p，7和七为任意常数。

3．2．3 Klein-Gordon方程的指数解

怿嘲。2．2．4)
(I)情况1，在A>0时，％④=钗蔬]2
(II)情况2，在A>0，B=0时，

‰④=钗煮刍]2
(III)情况2，在彳>0时，

‰(舻一警

(IV)情况3，在A>0时，

‰(O--

其中a，p，Y和k为任意常数。

3．2．4 Klein—Gordon方程的有理函数解

(I)情况1，在么=0时，

轳等(蠢‰)2
(II)情况2，在A=0，B=0，C>0时，

‰=钗志]2

(3．2．3．1)

(3．2．3．2)

(3．2．3．3)

+等矧@2．3．4)
(3．2．4．1)

(3．2．4．2)

其中0c，p，丫和k为任意常数。

与文献【39】比较，可以发现，运用改进的辅助方程方法求解非线性偏微分方

程能够得到更多丰富类型的Klein．Gordon方程的精确解

2l

^j～．r．等

型缈
+
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第四章改进的F一展开法

本章研究的主要内容是在齐次平衡原则的思想下，充分利用F．展开法和

Riccati方程在非线性偏微分方程求解中的优良特性，提出的一种改进的F．展开

法。此方法在借助于计算机符号系统Mathematica下，操作方便，可以得到非线

性偏微分方程的一系列精确解(类孤子解，三角函数周期解，有理数解)。并以

2+1维方程(Broer-Kaup方程)为例，对此方法的加以说明，得到了他们丰富类型

的精确解，其中部分是新解。

从本章可以看出改进的F．展开法有更加广阔的应用范围，而且不像原有的

F．展开法是从获得Jacobi椭圆函数解入手，改进后的方法将是直接从获得物理意

义深刻的类孤子解，三角函数周期解入手，而且随着对Riccati方程的深入研究，

相信此方法应用前景会更加广阔，并能有助于发现更多复杂的精确解。

4．1改进的F一展开法
。

考虑一个给定的NLPDE，含有自变量x=(XI,x2，．．．，_，r)及变量“：

P(u，U，，U。，“"⋯)=0 (4．1．1)

这里P为其变元的多项式，其中包含有非线性项和高阶偏导数项。采用改进的F一

展开法求解方程(4．’1．1)的步骤如下：

(I)求方程(4．1．1)的行波解：

“(■，x2，⋯，xf，t)=“(毒)， 善=七l(xl+七2x2+⋯+七，xf+刎) (4．1．2)

墨，如，⋯，霸，缈待定。将式(4．1．2)代入方程(4．1．1)中，则(4．1．1)化为材(善)的

非线性常微分方程(NODE)；

P(u，材7，“”，．．．)=0 (4．1．3)

(II)设u(4)可表为F(4)有限幂级数：

^，

“(孝)=％+∑口，F‘(孝)，(aN≠0) (4．1．4)

这里口o，ai是待定常数，F(孝)满足黜ccati方程：

F’(善)=彳+BF(4)+CF2(孝)， (4．1．5)

A，B，C是待定常数，正整数Ⅳ是由具有支配地位的非线性项与最高阶偏导数项
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平衡而确定，并且：

(a)当Ⅳ：旦为分数时，令z，(善)：v詈(善)
g

(b) 当Ⅳ为负整数时，令“(善)=vⅣ(孝)

化为新的关于v(孝)的NODE，以确保平衡常数为正整数。

(III)将(4．1．4)代入NODE(4．1．3)中，利用(4．1．5)可将方程(4．1．3)变成FP(孝)(旷

一m⋯．，-1，O，1，．．．，所)的多项式。置，p(孝)的各次幂次的系数为零，得关于以Ⅳ，⋯，

以l，ao，q，⋯，口Ⅳ，吒，缈(五=l，⋯，，)的代数方程组。

(IV)解上述方程组(可借助Mathematica或Maple)，a一Ⅳ，⋯，口∥’，q，⋯，

％，k和CO可由彳，B，C(或方程(4．1．1)的系数)表示，将结果代N4．1．4)q'P，

得(4．1．1)的行波解的一般形式。

(V)利用表4．1，靴，B，C的不同值可得F(善)的各种形式的三角函数解，双
曲函数解及有理数解，将这样的么，B，c值和相对应的F(善)代入方程4．1．1)的行

波解的一般形式中，得方程(4．1．1)的一系列类孤子解，三角函数周牌及有理数
解。

trN的F．展开法较F．展开法做了两方面的改进。

第一，对其解的一般形式做了改进，具体有两个方面。首先，将原来解的形

式“(孝)=a0+艺qF‘(孝)改进为zf(孝)=‰+∑atFl(孝)，也即在原有解曲形式上添
i=1 i=-N

加了倒数项。

第二，对约束方程进行了改进，将原有的约束方程F眨(孝)=pF‘+鲈2+R改

进为Riccati方程F’(孝)=么+BF(4)+CF2(孝)。未改进的F·展开法仅使用于求解奇

次项与偶次项不同时存在的非线性偏微分方程，而改进后的方法很好的克HPT这

一缺陷，因而改进后的方法有更广泛的应用前景。由于约束方程的改交，原有的

约束方程与特解的关系列表也随之改进，原来的表2．2改进为表4．1．
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表4．1 Riccati方程4．1．5中，A，B，C的不同取值与相应的F(善)的值之间的关系：

么 B C
尺号)

0 1 ．1

’％+必鼬(％)
0 ．1 1

％一必coth(％)

％
O 一、／ coth(4)±csc h(孝)，tanh(孝')：t：isec h(4)

／2

l 0 ．1 tanh(4)，coth(4)

％
O

％ see(4)+tan(4)，csc(善)-cot(4)

一1／
O

一％ sec(孝)一tan(4)，csc(孝)+cot(孝)
Z2

1(．1) O l(．1) tan(4)，cot(4)

0 0 ≠0 ·i／(c幸芎+m)(m is an arbitrary constant)

arbitrary constants O 0 A号

arbitrary constants ≠0 O 【exp(B芎)-A]m

4．2 (2+1)维方程Broer—Kaup方程

考虑(2+1)维Broer-Kaup方程，其一直是研究数学物理方程的学者们研究

的主要对象[40-44】，形式如下：

“F+2k+2(uu，)y一甜卅=0 (4．2．1)

M+2(uv)，+％=0 (4．2．2)

该方程是由Kadomtsev-Petviashvili方程演化而来。

(I)设(4．2．1)，(4．2．2)有如下形式的行波解：

u(x，J，，f)=“(f)，v(x，J，，r)=V(孝)，孝=k(x+ly+cot)，(k≠0)(4．2．3)

将(4．2．3)代入(4．2．1)和(4．2．2)中，得翻(孝)的ODE：

lcou”(孝)+2v”(孝)+21u’(孝)“’(孝)+21u”(孝)“(孝)一klu”(孝)=0 (4．2．4)

．0)U’(善)+2v(4)u’(孝)+2v’(孝)扰(孝)+kv”(孝)=0 (4。2．5)

(II)设(4．2．4)，(4．2．5)具有行如(4．1．4)式的解，Eh“”(孝)”(孝)与甜”(孝)及v’(孝)“(善)

与v’(孝)平衡可确定正整数n=l，m=2。

24
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从而方程(4．2．4)，(4．2．5)具有如下形式的解：

“(孝)=ao+oaF。(孝)+口2F(孝)(4．2．6)

V(孝)=bo+岛F(孝)+62F2(善)+63F。(孝)+64F-2(孝) (4．2．7)

这里口o，at，口2，bo，6l，62，岛，64是待定常数。

把(4．2．6)，(4．2．7)式带入(4．2．4)，(4．2．5)中，并利用ODE(4．1．5)，可将方程(4．2．4)，

(4．2，5)的左端变为关于F(孝)的多项式。我们整理F‘(f)项的系数，并令各次幂项

的系数为O，得到关于ao，a，，02，bo，6l，62，63，64，k，，，脚的超定代数

方程组；

(III)利用Mathematica解上述代数方程组，可得‰，q，口2，％，^，如，岛，

以，k，，，彩如下情况的解：

情况1：A=0时，方程组有如下解：

b0=63=64=0，6l=BClk2，‰=一lC2k2，

仍=一2ao—Bk，al=0，a2=一C话 (4．2．8)

其中ao，k，，为任意常数。

情况2：B=0时，方程组有如下解：

bo=6I=％=63=0，CO=_2％，钆=-lA2k2，aI=Ak，a2=Ck， (4．2．9)

巩=b2=6j=0，bo=-IACk2，b4=一／．42k2，

国=一2ao，a1=Ak，a2=0， ． (4．2．10)

bo=61=63=6I=0，缈=-2ao，al=-Ak，a2=一C佬，6I=-／A2k2，(4．2．11)

岛=6I=0，6l=一圮2k2，60=一2lACk2，．6j=一IA2k2，

国=2a， =Ak，口'=一Ck， (4。2-2aoc6 Ale Ck 2．12)国2 ， =
，口2=一 ， 一··J矽

6l=吃=钆=0，bo=一所傩2，62=一lC2k2，，

彩=_2％，01=0，a2=一m， (4．2．13)

其中ao，k，Z为任意常数。

情况3：A=B=0时，方程组有如下解：

t,o=岛=玩=0，2j2=一圮2k2，彩=-2口o，口1=0，色=一C七， (4．2．14)

其中ao，k，，为任意常数。
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1v(孝)：Bc腩2F(孝)一zc2意2F2(善) o

k羔篡1嚣南‘c-
I u(4)=-CkF(4) ，

【1，(善)=一IC2k2F2(善)
、

4．2．1(2+1)维Broer—Kaup方程的类孤子解

(I)当么=o，萨1，c三一l，由表4-l’则：F(乡)=圭+圭tanh(圭善)，将其代入(力式，

』 姒护七“鼬c争
∽2-。，

旧一时Ht劬(稚2 2+丢t柚(和
。 。

(II)当彳=o，庐-1，C-l，由表4．1，则F(孝)=吉一三1 c。th(14)，将其代入(∞式，

可得

k=-姒lk：蓟[1娑麓砷专， @n固

【遗(孝) 一圭c。th(善)】【三一圭c。m(吾)】
‘ 。

(III)当么=圭，B=o， c=一三I，
由表4．1，则F(孝)=c。th(孝)±csch(孝)或
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l‰④=互1七蕊丽1 毛㈣一酬剑
卜@=五1炉一丢胆㈣一酬甜一三舻面丽1

1 ’1 1

呶，，④2主尼蕊函磊丽+主删毋+‘叫纠
％④=主酽一丢舻㈣+f洲硝一三腩2面万品I而

(4．2．1．4)

(4．2．1．5)

‰，篓至惹瑟．釜兰；．@2-6，‰嗣』2矿丢舻删洲洲研{胆面南、 。

’{州伊七南“咪，． ㈣刀
|v4(1彤)=-2Ck2_lk2鼬2(争腩2面l丽

‰√掌：=-2偕C卜k2-喃lk2 cothz=∑l ∽-8，
州孝) (孝)一腮2丽丽

其中芎=姆+纱+刎)，∞=．2ao，ao，k，，为任意常数。

4．2．2(2+1)维Broer-Kaup方程的三角函数解

(I)当么：!，B=O，c：三，由表4．1，则F(孝)：sec(善)+tan(善)或csc(f)一c。tg)，
2 2

、。’ 、。7 、。7 ⋯ ‘。

将其代入(6)式，可得
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‰彤，荔1 k芸淼1
1

k一[丢tan肷(孝：高)+sec(f)]1 瞰2，，屹(，)(孝)=一—三七2—4腩2【tan(f)+sec(f)】2一丢肷2再：i志’“。’‘“’
吃(2)(善)

j‰。，‘亍’=_12 k_secc孝，一1 ta吼c善，，芝1七[，sec(孝，一tanc：刀。4．2．2．3，l
I-V台c，，(孝)=一‘圭尼2一q lk2[sec(孝)-tan(孝)】2一丢，七2i磊三南。h“。J’
j“ec：，c孝，=一三七：去+芝1尼ccsc(孝)+cotc孝Ⅺ、。4．2，2．4，
【V吾c2，(孝)=一互1七2一i1脯2【csc(孝)+c。t(善)】2一丢脓2 i五：拓。“⋯‘1’

‰(孝)=尼面1一尼tan(孝)
州孝)=-2k2_lk2胁2(州后2而1

％(善)=忌丽1一触(参)
№(孝)=-2k2_Ik2 cot2(孝)一腩2盈1丽

V70)(

(4．2．2．5)

(4．2．2．6)

，
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‰(孝)=一露丽1+后cot(乎)
v7(4)(孝)=-2k2一lk2 cot2(孝)一腩2

其中罨=姆+纱+硼，旷一2ao，印，k，1为任意常数。

4．2．3(2+1)维Broer—Kaup方程的有理函数解

(4．2．2．8)

(I)当么为任意常数，B=O，C=O，由表4．1，则F(善)=彳善，将其代入(6)式，可

得

其中亏=地+纱+∽，∞=-2ao，ao，k，，为任意常数。

(II)当爿=。，庐。，c≠。，由表4．1，则F(孝)=石专毛(m为任意常数)，将
其代入(0式，可得

、

r

l“，(孝)=一m
{
l v9(孝)=一lC2k2
L

(4．2．3．2)

其中专=砥+砂+纠)，∞=-2ao，dO，k，，为任意常数。

由上述求解过程可发现，该种改进的F一展开法与第三章中所用改进的辅助

方程方法有更加广阔的应用范围，改进的辅助方程方法仅适用于奇偶次不同时存

在的非线性偏微分方程，而改进的F一展开法的适用范围更加广泛．
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第五章求解偏微分方程的一种广义改进的F一展开法

本章利用在上章中提出的一种改进的F．展开法的基础上，提出了一种广义

改进的F．展开法。广义扩展的F．展开法在改进的F．展开法的基础上对解的一般

形式做了改进，虽然解的一般形式较改进的F．展开法复杂，求解过程也更加复

杂，但由于解的形式的改进，可以得到非线性偏微分方程的更多丰富类型的精确

解。

本章利用广义扩展的F-展开法求解了Kdv·mKdv方程和(2+1)维Burgers

方程，求得了其丰富类型的精确解，有部分新解。

5．1广义改进的F一展开法

考虑一个给定的NLPDE，含有自变量X=(五，X2，．．．，xt，t)及变量甜：

P(材，Ul，U。，Ult，,o o)=0 (5．1．1)

这里P为其变元的多项式，其中包含有非线性项和高阶偏导数项。采用改进的F．

展开法求解方程(5．1．1)的步骤如下：

(I)求方程(5．1．1)的行波解：

u(xl，x2，⋯，xt，t)=u(4)，善=kl(Xl+七222+⋯+ktx，+Ot) (5．1．2)

kl，乞，⋯，局，国待定。将式(5．1．2)代入方程(5．1．1)中，则(5．1．1)化为“偕)的

非线性常微分方程(NODE)：

尸(“，“’，“”，⋯)=0 (5．1．3)

(II)设“(孝)可表为F(孝)有限幂级数：

u(4)=ao+∑{ar．，F一’(孝)+q，。(孝)+6fF‘(善)F’(善)+cfF一(善)F’(孝)) (5．1．4)

这里ao，at，匆，q(卢l，⋯，，)是待定常数，F(孝)满,-％Riccati方程：

F’(孝)=A+B，(f)+CF2(善)，
‘

(5．1．5)

么，B，C是待定常数，正整数Ⅳ是由具有支配地位的非线性项与最高阶偏导数项

平衡而确定，并且：

(a)当Ⅳ：旦为分数时，令“(掌)：v号赠)
q

(b)当Ⅳ为负整数时，令u(4)=vⅣ(善)
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化为新的关于v(孝)的NODE，以确保平衡常数为正整数。

(III)将(5．I．4)代入NODE(5．I．3)中，利用(5．1．5)9将方程(5．1．3)变成P(f)(p=·

m，．．．，一1，0,I 9 o-，朋)的多项式。置Fpg)的各次幂次的系数为零，可得关于ao，口j，

包，cj(卢l，⋯，，)，。哎，CO(A=I，⋯，1)的代数方程组。

(IV)求解上述方程组(可借助Mathematica或Maple)，ao，口j，6l，岛(卢t，⋯，

1)，以，国(2=I，⋯，”可由彳，B，C(或方程(5．1．1)的系数)表示，将结

果代入(5．1．4)中，得(5．1．1)的行波解的一般形式。

(V)利用表4．1，靴，B，C的不同值可得F(f)的各种形式的三角函数解，双
曲函数解及有理数解，将这样的彳，B，C值和相对应的F(孝)代入方穗5．1．1)的行

波解的一般形式中，得方程(5．1．1)的一系列类孤子解，三角函数周期解及有理数

解。

在本文第四章对F一展开法改进的基础上再次改进，解的形式由原来的

^， “

“(毒)=口。+∑qF。(亭)改进为哟=％+丑％，@+q尸④+包F④F④+q，回F劬，
i=-Ⅳ l爿

也即在添加倒数项的基础上再添加导数项，虽然较原有方法比，计算过程更为复

杂，但可得到非线性偏微分方程的更丰富类型的精确解。

5．2 Kdv．mKdv方程的精确解

考虑Kdv．mKdv方程，形式如下：

％+(口+flu)uu,+g强。=0 (5．2．1)

其中口，∥，占为任意常数。

Kdv．mKdv方程是等离子物理和固体物理中一个重要的模型【4”。当多=0时，

该方程可化为Kdv方程；当口=0时，该方程还原为mKdv方程。

(I)设(5-2．1)有如下形式的行波解：

u(x，f)=“(孝)，孝=七(x+It)，(k≠0) (5．2．2)

将(5．2．2)代A(5．2．1)中，得“(孝)的ODE：

ktu’(善)+crJi飘(孝)“’(善)+∥砌2(孝)“7(f)+sk3U”(善)=0 (5．2．3)

(II)设(5．2．3)具有行如(5．1．4)式的解，由∥妇2(善)“’(善)与e'k3／,t。(孝)平衡可确定正
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整数n---1。

从而方程(5．2．3)具有如下形式的解：

“(f)=a。+口。F(善)+82F(善)一1+a，F(善)F’(善)+口。F(善)叫F’(善) (5．2．4)

这里ao，口l，a2，a3，口4是待定常数。

把(5．2．4)式带入(5．2．3)中，并利用ODE(5．1．5)，可将方程(5．2．3)的左端变为关

于F嬉)的多项式。我们整理F‘(孝)项的系数，并令各次幂项的系数为0，得到关

于ao，喁，a2，吗，q，k，l的超定代数方程组；

(III)利用Mamematica解上述代数方程组，可得ao，c6，a2，口3，绒，k，，

如下情况的解：情况1：‰：二皇￡二垒盔圣竺生宅产，q=一4吼，呸=二垒垂铲，
吗_o，z=盘坐铲： (5．2．5)

情况2：％：二皇尘三垒垄銎型坠兰挚，q=二爿口。，吼=立苎莹铲，
口3=。，，=—otz+—282_k2fl矿e-一8ACkZfle： (5．2．6)

⋯：二=型唑笋业一生告亟⋯‰口3-o，，=生坐铲；’ (5．2．7)

㈣⋯型峄笋墼⋯一心一％铲⋯=生坐等塑堕； (5．2．8)

㈣：‰=型警乒邀¨=警嘲一。，
啦=警电小丝鼍产坐： @2·∞

32
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⋯⋯业掣竽墼叫=警毗¨-o，
％=警‰，=丝鼍产坐： @2加，

情m％=型哗簪邀 ，q：一垒攀一么口4，吗：o，，q一可卅吼’吗。0'
口2=一]‘49C厂k,17一c口4，z=—as+—2821k2pc厂+16～ACk2,89；(5．2．11)

情况s．％2等堕产2,0 ，一警刊吼一o，” 1

^肠 一4。1～

垆警_C口4，z=一clz+2BZk2fl￡．+16ACk2,Sc：邛．2．12)其中口，∥，‘F，k和a4为任意常数。

将以上各解代入(5．2．4)，得到方程(5．2．3)的各种形式的解。

以情况1为例(其他情况可以类似得出)，可求得如下kdv．mkdv方程的精确

解：

(I)由表4．1，当彳：o，捌，C--1，妣附)=j1+吾tanh(丢鼽,Z得kdv—mkdV
方程的类孤子解

删=型学
其中孝=七(x+zf)，，=—a2_+矿2k2Bo-。，口4为任意常数。

(5．2．13)

(II)由表4．1，当彳=o，肛·1，C=1，则F(孝)=i1一11 coth(1孝)，可得kdv—mkdv．

方程的类孤子解

屹@O=
2p

型磐+—a4 csc—h2(差)@2“，
拓(丑州万2—2《!V～”’

33
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其中孝=七O+疗)，，=—a2—+石2k广2fl—c，口4为任意常数。

(III)由表4．1，当4=圭，肛。， c=一互1，则F(孝)=c。th(孝)±csc办(孝)或

tanh(孝)±fsec办(善)，可得kdV诎dv方程的类孤子解
． ．

蚓=荔毛q㈣善+础钐一方案譬器氅+盥篙篙字塑 @2”，

删万--a芝1 q㈣孝础。一豢篆‰+等篝掣(5．2舶)
删号三口4㈣扣s。clI白弓畿+一isec域毋+mh(。(5．2．17)

删=裂1qm纠幽D一蒙篆亳+譬瓮警@2m，
其中f=七O+打)，k—a2_+磊2k厂2,0一e，口4为任意常数。

(IV)由表4．1，NA=I，B=0，C毛·1，则F(孝)=tanh({：) eoth(孝")，N'得kdv-mkdv

75-程的类孤子解

姒彬)_万--6t-口4tanh善一拦甓笋帆cs蝴sech(9(5．2．19)
毗，)-豸一口4 c。t11孝一_-i,／g丽k矿-一a4 csch(伽ech(孝)(5．2．20)

其中毒=忌@+，f)，z=—at2—+砸8k广2,0一占，口。为任意常数。

(V)由表4．1，当彳=丢，B吼c=丢，则F(善)_Sec(f)+tango csc(善)-cot(趴

n-]'得kdv-mkdV方程的三角函数解

删=砀--a≯1∽洳9+糕+≮鬻(5．2纠)
如D=荔予1忸孝一Cot毋+豢+_a,(csc2丽(D-c丽ot(孝3c厂sc(务)(5．2．22)

其中孝=七。+厅)，，=—ct2—-石2kr2,0一￡，口4为任意常数。
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(VI)由表4．1，当A=一去，B=o，c=一il，则F(孝)=sec(孝)一tan(孝)或
2 2

⋯ ⋯ ⋯

csc(孝)+co“孝)，n-]-得kdv—mkdv方程的三角函数解

吣。虿--a弘1阳。一糕+鼍紫@2∞，
M：(五D=荔+芝1 q(csc孝+a冀。一躺+一a,(-csd(孝)-ca(善3csc(善3)(5．2．24)其中孝=七o+打)，z=—tz2—_石2k厂2fl—s，蠢为任意常数。

(VII)由表4．1，当么：1(一1)，庐o：c：1(一1)，则F(孝)：锄(善)或cot(善)，可得

kdv．rnkdv蔓j-程的三角函数解

“，，cx，，，=一荔-a4 tan孝+二兰警+吼csccf，secc孝，c5．2．25，
％。cx，r，=三若--a4 cot孝+二查警--a4 CSC(孝，secc孝，c5．2．26，

‰∽忙豸抱tan善一擞,Stan善+a4 CSC(伽ec(善) (5．2．27)

％胁)=一2--fl口+a4 cot善一=巫x／fl亚co二t#巫!一a,csc(f)sec(。(5．2．28)
其中孝=七。+∞， ，=学， 口4为任意常数。

(VIII)由表4．1，当彳为任意常数，B=o，C=O，则F(孝)=么孝，可得kdv·rnkdv：H

程的有理函数解

‰(∽=-za∥_A2a．善+詈 (5．2．29)

其中孝=七@+的，z=易，口4为任意常数。
(Ix)由表4．1，当爿=。，B=。，c≠。，则F(f)=石专毛(m为任意常数)，可
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“。cx，”=豸一二!!；{；：；j；毒警+—C丽(-m-C‘)a,cs z，。，

其中f 2。(x+lt)，k勃，q为任意常数。

“)由表4l，当4为任意常数-占≠o，c‘o，则，(∞=!!!‘!i2兰，可得kdv-mkdv
方程的指数函数解

‰也f)-兰塑唔!竺墼上生鼍挚+劣长(5：加
其中f：女“+lt)，，：!生墨!塑，以为任意常数。
。4B

’

可以看到，利用，。义改进的F展开法，我们求得TKdv．mKdv力"程的大量精

确解，其中一些是我们首次得到。为了直观的分析这些解的性质，我们做出了部

分解的图象，我们选d；0，￡=B；女=口f1

=舞|镳
圈5 2 1类孤子解“l的数值模拟 图5 2 2类孤子解“2的数值模拟

令。簟
图5 2 3类孤子解“，的数值模拟
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糍if j．摊
斟5 2 4三角函数解“9的数值模拟 图5 2 5三角函数解“10的数值模拟

婶婶
圉5 2 6有理函数解"．，的数值模拟 图5 2 7有理函数解“1_的数值模拟

图5 2 8指数解"，。的数值模拟

5 3 (2+1)维Burgers方程的精确解

(2十1)维Burgers”6枷1方程：

一“f+““y+dV“，+卢Ⅳw+妒"。=0

“，一V。=0

f5 3¨

(5 3 2)
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其中口，∥为任意常数。

当Burgers方程％=2uu，+豁。首次由Bateman提出时，引起了极大的关注。

1940年Burgers给出了该方程的一些特解。接下来，Cole独立的指出方程t／t=％

的每一个解都有Burgers方程的一个解与之对应。近来，Hong等人发现(2+1)

维Burgers方程(5．3．1)和(5．3．2)是Painleve’可积的，并运用分离变量逼近的方法求得

了该方程的部分解。Wang及其合作者运用Riccati方程展开法求得了该方程的部

分解。

下面运用广义扩展的F一展开法求解(2+1)维Burgers方程：

(I)设(5．3．1)，(5．3．2)有如下形式的行波解：

u(x，Y，f)=“(孝)，v(x，y，，)=v(≠)，f=惫(x+砂+cot)，(k≠0) (53．3)

将(5．3．3)代入(5．2．1)和(5．3．2)中，则方程(5．2．1)和(5．3．2)可转化为如下形式：

一仞w’(孝)+lu(g)u’(孝)+av(4)u7(孝)+肼2pu。(孝)+尼c啦￡，”(孝)=0 (5．3．4)

“’(孝)-Iv’(善)=0 (5．3．5)

(I I)设(5．3．4)和(5．3．5)具有行如(5．1．4)式的解，由kapu’(孝)与lu(g)u’(孝)及

口V(孝)扰’(善)平衡可确定正整数n=l和m=l。

从而方程(5．3．4)和(5．3．5)具有如下形式的解：

“(孝)=ao+口lF(孝)+呸F(孝)一+a3F(4)F’(孝)+口4F(孝)-1 F’(孝) (5．3．6)

'，(善)=60+岛F(善)+62F(善)以+63F(善)F’(孝)+64F(孝)一F’(孝) (5．3．7)

这里％，ai，口2，a3，a4，bo，2jl，62，63，64是待定常数。

把(5．3．6)和(5．3．7)式带入(5．3．4)矛11(5．3．5)中，并利用ODE(5．1．5)，可将方程

(5，3．4)和(5，3。5)的左端变为关于F(乡)的多项式。我们整理F‘(f)项的系数，并令

各次幂项的系数为0，得到关于ao，al，a2，a3，124，‰，岛，b2，63，b4，k，

Z，∞的超定代数方程组；

(III)利用Mathematica求解上述代数方程组，可得ao，q，a2，a3，a4，氏，

‰，吃，岛，64，k，z，0)如下情况的解：

情况l：bl=一464，62：—-i—a—z-——iC—a7=,，-—c—xf—ab,，b3=O，口l=一彳瓯，a3=O，
V口

l=f石，CO=ix／'夏ao+iB届。+abo+Bab4 (5．3．8)
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其中do，a2，a4，60，钆，k为任意常数。

情况2：岛=A(2kp-b,)，62=一C钆，63=0，q=d(2klfl一吼)，呜=一Ca4，

as=0，．国=一Bkl2∥一Bkap+概+Bla4+abo+Bab, (5．3．9)

其中‰，a4，bo，64，k，Z为任意常数。

情况3：6l=一Ab4，52-．：—iaz—+—iCal,—-C一,f-db4，63--0，q"--mAa4，a3=O，
z=一f√云，缈=-i√品。一边√夏t+abo+Bab4 (5．3．10)

其中口o，啦，吼，bo，钆，k为任意常数。

情况4：岛=-Ab4，62=-2Ckfl-Cb,，岛=0，al=-Aa4，a2=—2a}f∥一Ca,，

a3=0， ∞=Bkl2∥+Bkotfl+lao+Bla4+aao+Bofa, (5．3．11)

其中‰，‰，bo，64，k，Z为任意常数。

情况5：6l=一彳钆，62=-Cb,，53=0，al=一Aa4，口2=一Ca4，a3=O(5．3．12)

其中‰，a4，‰，64，k，z，∞为任意常数。情况6：61：一彳钆，62；下ia2+iCa4-C,f'苫b4，63=睾，aI=一Aa4，，=-f石，‘

一oc qa

国=一i√口‰一诏√口口4+abo+B口64 (5．3．13)

其中％，呸，口3，&，60，包，k为任意常数。

情她bl=-Ab,，b2-．煎学，3--em老，q一娜k厄、，口 V“

缈=f√口口o+iB√口口4+abo+Bab4 (5．3．14)

其中口o，锡，吩，口4，60，钆，k为任意常数。

将以上各解代入(5．3．6)和(5．3．7)，得到方程(5．3．4)NI(5．3．5)的各种形式的解。

以情况1为例(其他情况可以类似得出)，首先给出此种情况下方程的一般形式

的解：

{ Ⅳ(孝)‰-Aa,F(4)+a2F(孝)q+口4，(孝)q F’(善)．k督彳眺)一坠学附l+64咐甲西 ㈣

I √口

将A，B，C及尺0代入(口)中，则可求得如下(2+1)维Burgers方程的精确解：
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(I)由表4．1，当彳=。，胆l，c，=一1，则：F(孝)=j1+圭tar山(圭孝)，可得(2+1)
维Burgers方程的类孤子解

甜，c参，2口。+{i两a2 +iia两4sech 2(主)
(5．3．。5)

爪伊‰一端+篙
其中=k(x+ly+rot)，ta=iqr云aa。+i√=^口4+C,bo+口64，l=f石_ii ao，口2，‰，60．，

64，k为任意常数。
’

(II)由表4．1，当彳=o，胆-1，C=l，则尸(孝)=j1一j1 c。t11哇f)，可得(2+1)维
Burgers方程的类孤子解

姒伊⋯：蕊1+篙 @3舶，

咏伊‰一莓舞+寒
其中善=k(x+ly+rot)，国=f以现+f以_口4+O,bo+ab,，l=i√i Iit ao，口2，口4，60，

64，k为任意常数。

(111)由表4．1，当么=丢，萨o，c=一圭，则F(孝)=c。m(孝)±csc矗(孝)或
tallh(善)±f sec办(孝)，可得(2+1)维Burgers方程的类孤子解

卜阶三1嘎㈣懈协面a丽2+掣背(5．3-17)
1 ． 1． 1广，

、 。

卜。，㈣一扣㈨+csc㈣素瑟蔫+她黼装产
卜懒{q㈣一蝴面a葡2+鼍背(5．3．18)
1 ．

1． 1厂．，
、

卜∞㈣{眨㈣一csc㈣去豢蔫+攀鬻挚
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卜低如soc的+删丽蒜掣鬻慨3舯，
l，。，n^ 1

k n。。Ⅳ鼠。洲黼 哆一芝峨一芝√鸭 。包融h2(毋一fs∞h(o伽幽(劲卜㈣1驰黜吼删孺篇蔷丽掣蒿蔷盏严

卜懒扣sec始+蝴+蠢擎虢鬻产@3加，
I。r瞄1 h‰，11rAJ 溉～溉～、『跳．屯∽h2④+fS。c帕叫嘞tmh(O) "2"2"

卜‘a哦1岛Hsech固+ √嘶。泓吣)+切n。I孬。坚号兰焉蓑薏篙苦著产

其中=k(x+ty+rot)，ro=iqr夏ao+abo，I=i石_R ao，口2，口4，毛，轧，k为

任意常数。

(IV)由表4．1，当彳=l，B=O，C-一1，则F(孝)=tanh(孝) coth(f)，可得(2+1)

维Burgers方程的类孤子解

f “4(1)(毒)=口o～a4tanh(善)+a2 coth(孝)+％csch(参)sech(孝)

k(伊60一64鼬(伊坠车亟∞蝴+稿蚧echg)Q32D
f U4(2)(善)=％一a4 cotIl(善)+a2 tanh(善)一口4 csch(掌)sech(善)

k嘞：蠢一坟姚④一生宰亟鼬@却sch④sec咐)。a22’
其中孝=k(x+ly+rot)，彩=，√：讽+a60，，=i√石且‰，口2，口4，％，64，k为

任意常数。‘

(v)由表4：1，当彳：!，萨o，c；!，则F(孝)=see(E)+tan(善)或cs《f)一c。t(孝)，
2 2

、7 7 、7 7 、7 7 ⋯

可得(2+1)维Burgers方程的三角函数解

l‰魄≯1㈣恂㈣+赢+笺嚣学
l，， 1

k k．，n⋯。，‰哆+芝喙+乏q蛾。么耐④+s《务tar蚴(O=b卜。o～芝64(啪+伽盼丽籀+鼍豢湍
卜～主删伊叫跏丧+一伍3以，l，， r趴一k

l k，．。．，n．^．，孙7呸+芝2q+芝√心。64(csc2(幻一co叹毋cs西劲
p缄一主良㈣o刮跏面象意丽+坐美蠢篙型

其中孝：后(x+咖+09f)，．09：iqr-云ao+abo，，：f√夏且口。，a，，口。，6n，6。，k为
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任意常数。

(VI)由表4．1， 当彳=一丢， 萨o，
c=一j1， 则F(孝)=sec(孝)一tan(C)或

esc(孝)+cot(4)，可得(2+1)维Burgers方程的三角函数解

l。k。，(善)。％‘+j1 q(sec(孝)一tam(f))+三丽a2+旦d二墅詈：要害；；：；：i；簧l}笋旦‘￡丝(5．3．25)
l n：^‘!．^k。，，n t。．，n、laz--5lCl4一j√口‰。64(一sec2(善)+sec(善)t如(毒))Y【60)(o砘+主64(s础卜州D卜丽磊盎而+竖葛茅泸

卜∥一o+．1口4(耐辩础))+丽a丽2 i+业篙篙产盟(5．3．26)
I，，，芦、：h．1．^r，．。．，n。，．t，n、‘口2一j。a4一三√口64。64(一CSC2(善)一cot(善)csc(f)’
卜g产”主64(∞吣卜co“纠一面彘东丽广竖鼍券惹游∑业

其中=k(x+ly+cot)，co=i√：_口0+abo，l=i4"d]t ao，口2，％，60，64，k为

任意常数。

(VII)由表4．1，当A=l(一1)，B=O，C=1(-1)，则F(孝)=tan(孝)或cot(孝)，可得

(2+1)维Burgers方程的三角函数解

I “，(1)(孝)2％一口4‘an(国+a2
co—t(|，x)+q

c8c(孝)sec(善)

1 v7(。)(善)=6b一64 tan(4)一苎苎[三挚c。t(孝)+以csc(善)sec(善)
L -qu

f ‰(毒)‰一qcot(』j)+a2‘唑)一qesc(毒)sec(4)
1 v7(：)(毒)=bo一钆c。t(善)一下ia2+ia,+4Sb,tan(善)一64 csc(孝)sec(善)
L Vu

f “，(，)(毒)2‰+口4 tan(孝)+哆c。t(善)+口4 csc(孝)sec(孝)

1 v，(，)(喜)亏bo十64 tan(善)一丁ia2-ia,-石b4 cot(善)+b4 csc(孝)sec(善)
L -q¨

f “，‘。)(善)2％+q cot(亭)+呸ta哆)一口4 csc(孝)sec(孝)

1 b(．)(孝)；b0+b,cot(善)一Tia2-ia4-石b4 tan(孝)一64 csc(孝)sec(孝)

(5．3．27)

(5．3．28)

(5．3．29)

(5．3。30)

其中毒=k(x+ly+cot)，缈=f√云‰+abo，z=i4-d ao，口2，口4，蚝，b4，k为

任意常数。

(Vlll)由表4．1，当A为任意常数，B=O，C量O，则F(善)=鸳，可得(2+1)维

Burgers方程的有理函数解
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(5．3．3 1)

其中f=k(x+ty+cot)，彩=i,J-云ao+口60，，=f√云且口o，a2，a4，％，钆，k为

任意常数。

“x)由表4-l，当么=o，哥-o，，则F(孝)=于}b(朋为任意常数)，可得(2“)
维Burgers方程的有理函数解

的(参)2％一口j(c’善+，行)+三二鼢 (5．3．32)V，(f)。60一苎墨二三铲(c‘善+功+兰胬、『口 t乙C十，，l，

其中孝=Ic(x+ly+cot)，国=f√玩+晓‰，，=f√云且％，口2，q，毛，以，k为
任意常数。

(x)户表4．1，当么为任意常数，占≠。，C：：o。则F(≠)=—ex—p(石B孝～)-a，可植(2+1)
维Burgers方程的指数函数解

(5．3．33)

其中善=k(x+ly+cot)，国=f√夏a。+mJ-d口4+口氏+Bah,，f=f√磊且口o，D2，q，

60-弦，k为任意常数。

43

美一
+

，厍哮意
4

．

饥

广

一

．r

矿

搿

户

％

@

产

‰

篮％

，lt_-_-●--J、ft-tll-IfL

》瓮粤穆至～柰学≯等等
Il

扩

分

峻

小

务

”

0



江苏大学硕士学位论文

第六章 结束语弟／、覃 绡米。瞄

本文利用改进的辅助方程方法法求解了Klein-Gordon方程，得到其精确解。

从文中的求解过程可以看出，改进的辅助方程方法在非线性偏微分求解中有旺盛

的生命力。但更重要的是可以看出，用改进的辅助方程方法求得的精确解有时候

可以与用其他方法求得的一些结果进行相互的比较和补充，这或许对用不同的方

法结合去研究非线性偏微分方程进而得到其新的有意义精确解有一定的启发意

义。

本文在齐次平衡原则的基础上，充分利用F一展开法和Riccati方程在非线性偏

微分方程求解中的优良特性，提出了一种广义改进的F一展开法。此方法不像原有

的F一展开法以得至lJJacobi椭圆函数解为出发点，而是把直接得到物理意义深刻的

类孤子解和三角函数解等作为出发点，并从解的形式方面对改进的F一展开法做了

更近一步的扩展。所以，可以更加直接的研究一些孤子方程，而且改进的方法利

用Riccati方程代替了传统F一展开法中的一阶常微分方程，使得方法的应用范围更

加的广阔。文中首先利用改进的方法求解了(2+1)维broer．Kaup方程，然后使

用广义改进的F一展开法求解了Kdv．mKdv方程和(2+1)维Burgers方程，都得到

了他们丰富类型的精确解，其中不乏一些用其他方法没有得到的新的精确解，这

些解对于以后对这些方程的研究都会有一些积极的意义。

非线性偏微分方程是非线性科学的一个重要研究方向，它广泛的存在于物理

学各相关领域，具有较深的物理学背景。许多经济、工程、电子、流体、物理的

方面的问题都可以转化为对非线性偏微分方程的研究，在社会生活中日益显示出

其重要性。非线性偏微分方程已成为应用数学和数学物理的一个重要研究部分，

在流体力学，等离子物理，经典场论，量子论等领域有着广泛的应用，因而受到

物理学界和数学界的充分重视。随着科学的发展，对该领域的研究将成为非线性

科学研究的前沿问题。
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