
内容综述：

本讲先介绍了以下一些重要的概念：集合、子集、两集合相等、真子集、并集、交集、

相对补集，然后介绍了著名的容斥原理，接着介绍了以下几个定律：零律、分配律、排中律 、

吸收律、补交转换律、德·摩根律。

然后通过 6道例题分析了一部分集合题目的解题方法与技巧，同学们应在熟悉以上定

义、定理、定律的基础上仔细分析例题材解法，争取可以独立解决训练题。

要点讲解：

§1．基本理论

除了课内知识外，我们补充以下知识

相对补集：称属于 A而不属于 B的全体元素，组成的集合为 B对 A的相对补集或差集，

记作 A-B。

容斥原理：以 表示集合 A中元素的数目，我们有

，其中

为 n个集合 称为 A的阶。

n 阶集合的全部子集数目为 。

A，B，C 为三个集合，就有下面的定律。

（1）分配律

（2）零律
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（3）排中律

（4）吸收律

（5）补交转换律

（6）德·摩根律的相对形式

例题分析：

例 1：对集合{1，2，…，n}及其每一个非空了集，定义一个唯一确定的“交替和”如

下：按照递减的次序重新排列该子集，然后交替地减或加后继的数所得的结果，例如，集合

的“交替和”是 9-6+4-2+1=6. 的“交替和”是6-5=1， 的交替和是 2。

那么，对于 n=7。求所有子集的“交替和”的总和。

分析；n=7 时，集合{7，6，5，4，3，2，1}的非空子集有 个，虽然子集数目有

限，但是逐一计算各自的“交替和”再相加，计算量仍然巨大，但是，根据“交替和”的定

义，容易看到集合{1，2，3，4，5，6，7}与{1，2，3，4，5，6}的“交替和”是 7；可以

想到把一个不含 7的集和 A与 的“交替和”之和应为 7。那么，我们也就很容易解

决这个问题了。

解：集合{1，2，3，4，5，6，7}的子集中，除去{7}外还有 个非空子集合，把

这 个非空子集两两结组后分别计算每一组中“交替和”之和，结组原则是设

这是把 结合为一组，显然，每组中，

“交替和”之和应为 7，共有 组.所以,所有“交替和”之和应该为

。



说明：我们在这道题的证明过程中用了这类题目最典型的解法。就是“对应”的方法，

“对应”的方法在解决相等的问题中应用得更多。

例 2：设A={1，2，……，2n.}，证明：A 的任意n+1 阶子集中，存在两个数，一个可

被另一个整除。

分析：对于2n个数中取 n+1个数，我们应该有一个直觉就是把这2n 个数分成n 组，每

组都必然满足题目条件，那么由抽屉原则命题就解决了。

证明：前2n个自然数中，共有n个奇数。根据自然数的一种有用的表达形式；n=(2k-1)·2

( ,L 为非负整数)考查A 的下列n 个子集，

……

容易看到：

考虑 A中任意 n+1个元素，根据抽屉原则知，至少有两个元素是上述n 个集合中同一个

集合中的元素，这两个数中，必有一个可被另一个整除。

说明：把一个集合分成若干个两两不交的子集的并，也则分拆，这种分拆的方法在解决

集合的问题时为常用方法之一。

例 3333：某班对数学、物理、化学三科总评成绩统计如下：优秀的人数：数学 21 个，物

理 19 个，化学 20 个，数学物理都优秀 9 人，物理化学都优秀 7 人。化学数学都优秀 8 人 。

这个班有 5 人任何一科都不优秀。那么确定这个班人数以及仅有一科优秀的三科分别有多少

个人。

分析：自然地设 A={数学总评优秀的人}
B={物理总评优秀的人}
C={化学总评优秀的人}
则已知|A|=21 |B|=19 |C|=20



这表明全班人数在 41 至 48 人之间。

仅数学优秀的人数是

可见仅数学优秀的人数在 4 至 11 人之间。

同理仅物理优秀的人数在 3 至 10 人之间。

同理仅化学优秀的人数在 5 至 12 人之间。

解：（略 ）。

说明：先将具体的实际生活中的问题数学化，然后根据数学理论来解决这个问题

不仅是竞赛中常见情况，也是在未来学习中数学真正有用的地方。

例 4444：n 元集合具有多少个不同的不交子集对？

分析：我们一般想法是对于一个子集，求出与它不交的子集个数，然后就可以求

出总的子集对来了。

解：如果子集对是有序的，即在子集对中可以区分第一个子集与第二个子集，则

第一个子集若是 k 个元素，第二个子集就由其余 n-k 个元素组成，可能的情况是 种，而

这时第一个集合的选取的可能情况应为 种，那么 k 从 o 变到 n，总的情况可能就是

。如果子集对是无序的，即两个子集相同但次序不同的子集

对不认为不同，则 对有序子集对中有一对是由两个空集组成，而对其它 个有序对，

每一对中交换两个子集的次序，得到的是同一个无序子集对，因此有 个无序子集

对，其中至少有一个子集非空，于是无序子集对的总数为

分析二：我们可以从元素的角度来思考问题。对一个元素来说，它有三种不同的

选择，在第一个集合中，在第二个集合中，或者不在两个集合中。

解法二：在计算有序对的数目时，对每一个元素来说有三种可能：它或在第一个

子集，或在第二个子集，或不在其中任意一个子集，因此不同的不交有序子集对的总数 ，

以下同解法一。

说明：本题为 1973 年捷克的竞赛题，对题目的不同分析使我们得到了差异很大的

两个解法，解法一从题目要求想起，很容易想到，但解出最后解却不见得那么简单，而解法

二的想法是类似于集合分析的想法，很难想到，但想出后比较容易求解，两个解法对比一下

正体现了数学思维的两方面，一个是纯代数想法，以计算的方法替代对题目更深层次的研究 ，



另一个则是控掘题目本身的内在关系，找出最合适的解答，我们当然推荐第二种做法。

例 5555：1992 位科学家，每人至少与 1329 人合作过，那么，其中一定有四位数学家

两两合作过。

分析：在与一个人 A 合作的人中我们找到 B。再说明一定有人与 A 和 B 都合作过

为 C。最后再说明有人与 A、B、C 都合作过为 D，那么 A、B、C、D 就是找的人了。

证 明 ： 一 个 人 A 。 不 妨 设 B 与 之 合 作 。 那 么

。即C 与 A

和 B 均合 作 过 ， 分别 表 示 与 A 、 B 合作 过 的 人 的 集 合 。 同 样 地 ，

。

所以存在 。则 A、B、C、D 就是所求，证毕。

说明：把一个普通的叙述性问题转化为集合的语言描述的问题通常为解题的关键

之处，也是同学们需加强的。

例 6666：集合 X 由 n 个元素构成，对两个子集 ，求得集合 的元

素个数，

证明：所有求得个数之和为 。

分析 ：我 们 先 考 虑 一 个 简 单 情 况 ， n=2. 这时 有 四 个 集 合 ， 记 为

。

交集情况就是 。那么对于 n 很大

时，我们有的不只是 4 个集合却可以以此形式分组。

证明： 因为集合 X 总共有 个不同子集，所以不同的有序子集对共有

，将所有子集对分为 个 4 元组： 其中

表示子集 的补集 X-A。交换子集对的 4 元组中子集对的次序，得到的是同一个四

元组，事实上，由子集对 得到的 4 元组与由 得到的完全相同，且

。

说明：复杂的问题先考虑简单的特殊的情况是一种最常用的方法，从中找到共性

后就很容易得到原题目有答案了。



1．一个集合含有 10 个互不相同的十进制两位数，证明：这个集合必有两个无公共元

素的子集合，这两个子集元素和相等。

2．是否存在两个以非页整数为元素的集合 A、B，使得任一个非负整数都可以被 A、B
之中各取一数之和唯一表出。

3．对每个 使得在 n 元集合中，可以取出 k 个子集，其中任意两个

的交非合。

4．能否把 分成两个积相等的不交集合。

参考答案

1．10 个元素的集合共有 个非空子集，每一个这个集合的非空子集

中数字之和小于 ， 由抽屉原则知，必有两个子集，它们有相同的元素和，

设为 满足题目要求条件。

2．十进制 为第 1 位。 为第 i 位，考虑如下的 A、B：

A 为奇位为 o 的那些非负整数组成。

B 为偶位为 o 的那些非负整数组成。

不难验证这样的 A B 是符合题目要求的。

3．在集合 中取定一个元素 ，并只考虑含 的子集，这类子

集的个数为集合 的子集的个数，即为 。因此 。另一方面，设从集

合 X 至少取出 个子集，将集合 X 的所有子集分成 对。每一对由一个子集与它的

补集组成，由抽屉原则，所取子集至少有两个组成一对，因此它们不交，于是 。

4．对 7 取模，由于 均不能为 7 的位数，所以

(mod7).



所以 n·（n+1）·(n+2)·(n+3)·(n+4)·(n+5) (mod7)，而若能拆分应为 0、

1、4、2 （mod7），所以集合 不能拆成满足要求的集合。

【经验谈】

集合是数学中的重要基础知识，不论是高考还是数学竞赛中都少不了它的一席之地。本

文将帮助你彻底掌握集合知识。

【内容综述】

集合是组合数学的基础，也是高中数学竞赛中的重要组成部分。希望大家通过本讲学习

开拓思路，灵活解题，另外，要想解好集合题目，相关知识也很重要。

【例题分析】

例 1111：设 ， ，… 是有限集合 的 50 个子集，每个子集都含有 的半数以上

的元素，证明：存在子集 ，它至多含 5 个元素，并且和集合 ， … 中每一个

集合至少有一个公共元。

分析：我们知道，这种题目并没有什么特别好的办法，只能一个一个把这 5 个元素找出

来，我们还是可以先将题目简化成简单形式，看是否方便理解一些，但这里我们就不这么做

了。

证明：设集合 中元素个数为 n，子集 ， ，… 中每一个都含 以上的元素，

即所有这些子集的元素个数大于 由抽屉原理，必有集合 的元素，它至少属

于 26 个子集，同理可证，对每个 ，在子集 ， ，… ，中至少有

个子集，它们具有公共元素，在集合 中取出一个元素，它至少属于 26 个子集，并作为集
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合 中五个元素之一，去掉包含这个元素的 26 个子集，在余下 24 个子集中取一个元素，

它至少属于 13 个子集，去掉这 13 个子集，在余下的 11 个子集中取一个元素，它至少属于6
个子集，在余下 5 个子集中取一个元素，它属于 3 个子集，剩下两个子集再取一个公共元素

就可以了，于是，求得集合 的至多 5 个元素（在上述过程中所取的元素可能重复，所以

可能小于 5），它们构成集合 ，而子集 ， ，… 中每一个都至少含有它的一个元素 。

说明：这道题目当 和 均较小时也就可以作为小学生竞赛题，而数目增大以后却成为

了英国高中竞赛题目，假设我们在分析较小的数时可以把规律找出，而这是很简单的，那么

整道题目也就迎刃而解了，这就告诉我们，做这类整数问题时，应该时时刻刻想到先将数目

变小看看规律，然后再做题目本身。

例 2222：有 11 人管理一个保险柜，可以在柜上加若干把锁，每把锁可以有若干把钥匙，

问：如何加锁和如何分配各锁的钥匙，才能使任何 6 个人可以把保险柜打开，但任意 5 个人

却不能。

分析：我们反过来想一下，假设 ， ，… 是 11 个人打不开的锁的集合，从 11

个人中任意找 5 个人的可能性有 种情况。要想把它们都区别开，也就是说至少要

有 462 把锁。那么再对 462 把锁进行构造就可以了。

解：设加 把锁，又设 ， ，… 是这 11 个人各自打不开的锁的集合，从 11 个

集合中任选 5 个并集都不相同，故至少应有锁 把，为分配好各锁的钥匙，设锁号

依次为 1 号，2 号，…462 号，同时把 11 个人任取 5 个的组合也编上 1 至 462 号，然后把锁

和组合一一对应起来，给每个人发钥匙时，他所在的组的号的钥匙不给他，其他钥匙都给他 ，

这时就满足题设了。

说明：这个构造难度很大，这主要原因还是因数目太大了，也应该先从小的数目做起，

最后回到原题。

例 3333：把 个元素的集合分为若干个两两不交的子集，按照下述规则将某一个子集中某

些元素挪到另一个子集：从前一子集挪到后一子集的元素个数等于后一子集的元素个数（前

一子集的元素个数应不小于后一子集的元素个数），证明：可以经过有限次挪动，使得到的

子集与原集合相重合。

分析：首先考虑到 是一个很特殊的数，其次我们发现若两个集合的元素个数除以 2

的若干次幂后若为奇数，那么，它们之间挪后就应为偶数这一事实，若还不能想到解答就试

一下 ， 时的情况，相信解答就不会难找到了。

证明：考虑含奇数个元素的子集（如果有这样的子集），因为所有子集所含元素的个数

总和是偶数，所以具有奇数个元素的子集个数也是偶数，任意将所有含有奇数个元素的子集



配成对，对每对子集按题目要求的规则移动：从较大的子集挪出一些元素，添加到较小的子

集，挪出的元素个数为较小子集的元素个数，于是得到的所有子集的元素个数都是偶数，现

在考虑元素个数不被 4 整除的子集，如果 ，则总共有两个元素，它们在同一个子集，

因此设 ，因为子集的元素个数的总数被 4 整除，因此这样的子集的个数为偶数，任意

将这样的子集配成对，对每一对子集施行满足题目要求的挪动，于是得到的每个子集数均可

被 4 整除，依此做下去，最后得到的每个子集元素个数均可被 整除，也就是只能有一个

子集，它的元素个数为 ，证毕。

说明：这道题的证明中隐含了一种单一变量在变化时变化方向相同这一性质，就这道题

来说，一直在增加的就是各子集元素个数被 2 的多少次幂整除的这个幂次数，这是一大类问

题，除了这种变化量，还要经常考虑变化中的不变量。

例 4444：给定 1978 个集合，每个集合都含有 40 个元素，已知其中任意两个集合都恰有一

个公共元，证明：存在一个元素，它属于全部集合。

分析：我们可以先去找一个属于很多个集合的元素，最好它就是我们要找的那一个。

证明：考虑给定的 1978 个集合中任意一个集合 ，它和其它 1977 个集合都相交，因

此，存在 ，使得它至少属于其中 50 个集合，否则，集合 中每个元素至多属于 49 个

集合，而集合 恰有 40 个元素，所以除 外至多有 1960 个集合，不可能，因此设 属于集

合 ， … ，下面证明它属于给定的 1978 个集合中任一个。

对于除了 ， ，… 的任一个集合 ，设 ，则 与 ， ， ，…

每一个都有至少一个元素的交，它们都与 不同，那么， 就至少要有 51 个元素，不可能，

因此 属于每个集合。

说明：这种题目最怕把它想难了，想行太难了，就会觉得无从下手，做数学竞赛题就需

要一方面在做题之前选好方向，另一方面就是大胆尝试去做。

例 5555：在一个含 10 个元素的集合 的若干非空子集中，任意两个不同的子集的交集含

有 中元素的数目不多于 2，这样的子集合有多少个。

分析： 的一元素子集和二元素子集显然都是满足条件的，三元子集呢？如果有一个

多于 3 元的子集，总可以把它拆为三元子集的并，增加子集的数量而不影响性质，而恰恰把

全部三元子集都选上也符合题目要求。

解： 中的单元素子集共 10 个，这 10 个都符合题目的要求。



中的含两个元素的集合共 个，它们也符合要求。

中含三个元素的集合共 个，也符合要求。

这表明， 的子集合中，至少有 个子集满足条件。

另一方面，假设 的非空子集有多于 175 个具有题目中的条件。设这个子集族为 ，

其中 则 中必存在含有 中的元素数超过 3 的集合，设

，取 ，作差集 ，显然 ， ，这表明

与 不能同为子集族 中的成员，用 替换 ，得到另一个子集族：

，容易看到 也符合题目中的条件，并且 ，

经过这样的替换后， 中某个元素 被含 中元素少于 的另一个 的子集 所替

代，因为 ， 中的元素数目有限。所以有限次替代后，总可使新的子集族中各元素含有

中的元素数目不超过 3，这就看出 与 矛盾，这表明不

存在符合题目条件的多于 175 个的 的子集形成的子集族，即这样的子集族恰有 175 个。

说明：这道题是一类典型问题的代表，这种问题的解法就是先构造，然后证明更多或更

少不行。在证明过程中尽量把它往构造出来的方向化规。

例 6666：在 个元素组成的集合中取 个不同的三元子集。证明：其中必有两个，它们

恰有一个公共元。

分析：证明恰有一个公共元也许挺难。那么证只有两个或零个公共元不可能是否可行

呢？如果具有两个公共元的集合 与 表示为 、那么~有传递性。是否有用呢？

证明：设结论不真。则所给的 3 元子集要么不交，要么恰有两个公共元，如果子集

与 恰有两个公共元，则记 。设 是三个子集。可以证明如果 ， ，

则 ，于是所有给定的 3 元子集可以分类，使得同一类中任意两个不同子集都恰有两

个公共元。而不同类的子集不相交。于是对每个子集类，有三种可能：（1）恰含 3 个元素的

类。（2）恰含 4 个元素的类。（3）至少含 5 个元素的类。

在（1）下，3 元子集类恰由一个 3 元子集组成。

在（2）下，子集类中至多有 4 个子集。

考虑（3） 设 ， ，则还有一个 ，由 ， ，有



。因此对子集类中任意子集 ，由 ， ， 它包含 与 ，

于是类中子集个数比类中元素个数少 2，于是，每个类中子集个数不超过元素个数，但是题

中条件子集数大于元素个数，矛盾！

说明：此题为 1979 年美国竞赛题。题目难度较大，应该说是应用了高等代数中的一些

思想。

1．求 的所有子集元素的和之和。

2．小明去买东西，现在他有 10 元，希望分成 10 包，使在商店内他能买起的东西都可

由 包中的钱直接支付。

3．能否把整数集合分成 3 个子集，使得对每个整数 ， 都属于不同的

集合。

4．10 名学生按下面的规则组成运动队，规则是：①每人可报名参加任何一个运动队；

②每个运动队都不能完全包含于或重合于另一个运动队。问：最多几个队？每队分别多少

人？

参考答案

1．我们可以发现对每个数 ，它出现在 个子集之中，因此所有子集中的 的和为

，那么全部元素在全部子集之中的和为 。

2．利用二进制来考虑此题，小明的前 9 包分别有钱 1 分（2），10 分（2），100 分（2），

1000 分（2），10000 分（2），100000 分（2），1000000 分（2）， 10000000 分（2），100000000
分（2），剩下一包装剩下的钱（以上数皆为二进制）就可以了。

3．不能。反证法。设存在合乎题中条件的一种分法，如果 和 同属于一个子集，则

记为 ，否则记为 ，对 ，若 分在三个集合中则称 为好的。

都

是好的。

， ，而 ，故



在第二组中用 代替 ，故 是好的。故 。

由此 即 ，但 。矛

盾！

有这样一个结论 阶集合的子集 若满足 且 则 的最大值

为 ，代入本题得为 。

【能力训练】

A 级

选择题

★★1．若 a＞0，a≠1，F(x)是一奇函数，则 是 （ ）)
2
1

1a
1F(x)(G(x)

x
+

−
=

（A）奇函数 （B）偶函数 （C）非奇非偶函数 （D）奇偶性与 a有关

★★2．设f(x)是定义在实数集上的周期为 2的周期函数，且是偶函数。已知当 x∈[2，

3] 时，f(x)=x，则当 x∈[-2，0]时，f(x)的解析式是（ ）

（A）f(x)=x+4 (B)f(x)=2-x

（C）f(x)=3-|x+1| (D)f(x)=2+|x+1|

★★★3．设f(x)，g(x)是定义在（-∞，+∞）上的两个函数，对任意实数x，y满足 f(x

＋y)+(x－y)=2f(x)g(x),若 f(0)=0，但 f(x)不恒等于 0，则

（A）f(x)，g(x)都是奇函数 （B）f(x)，g(x)都是偶函数

（C）f(x)是偶函数，g(x)是奇函数 （D）f(x)是奇函数，g(x)是偶函数。

★★4．奇函数 y=f(x)有反函数 ，函数 在[0，+∞]上是减函数，则)(fy 1 x-= )(fy 1 x-=

上是 （ ）

（A）是增函数

（B）是减函数

（C）有时是增函数，有时是减函数

学科：奥数

教学内容：函数通性训练题



（D）有时是增函数，有时是减函数，有时是常数函数。

★★5．函数 y=f(x-a)与函数y=f(a-x)的图象间的关系是 （ ）

（A）关于 y轴对称 （B）关于 x轴对称

（C）关于直线 x=2a对称 （D）关于直线 x=a对称

填空题

★★6．函数f(x)对一切实数x 都满足 ，并且方程f(x)=0 有三个实)
2
1()

2
1( xfxf −=+

根，这三个实根的和是________.

★★★★7．设奇函数 y=f(x)的定义域为R，f(1)=2，且对任意 ，都有Rxx ∈21,

当 x＞0时，f(x)是增函数，则函数 在这间[-3，-2]上),f(x)f(x)xf(x 2121 +=+ )(fy 2 x－=

的最大值是______.

★★8．定义域是实数域的奇函数 f(x)，对任意实数x 都有f(x)=f(x+2)则

f(2)+f(4)+f(6)+…+f(1992)+f(1994)=_____。

★★★★9．设函数 f(x)的定义域为(0，+∞)，且单调递增，满足f(2)=1，

f(xy)=f(x)+f(y)

（1）证明：f(1)=0 f(1)=0。

（2）求 f(4)。

（3）若 f(x)+f(x-3)≤2，求 x 的范围。

（4）举出一个符合上述要求的函数 f(x)。

B 级

★★★10．设函数f(x)对任一实数 x满足 f(2-x)=f(2+x)，f(7-x)=f(7+x)，且f(0)=0。

求证：f(x)在[-30，30]上至少有 13个零点，且 f(x)是以 10 为周期的函数。

★★★★11．函数 的最小正周期分别为 2π和2。证明xsin(x)fsinx(x)f 21 π和 ==

f(x)=sinx+sinπx 不是周期函数。

★★★★12．证明：若函数y=f(x)在 R上的图解关于点 和直线 x=b(b＞a)皆对)yA(a, 0

称，则 f(x)为周期函数。

★★★★13．设 f是一个从实数集 R映射到自身的函数，并且对任何 x∈R均有|f(x)|

≤1，以及 ).
7
1()

6
1()()

42
13f(x +++=++ xfxfxf

证明：f 是周期函数，即存在一个非零实数C，使得对任何 x∈R，成立f(x+C)=f(x).

参考答案

【能力训练】



AAAA级

★1．B。

，

故 G(x)是偶数。

2．C。当 x∈[－2，－1]时，x+4∈[2，3].f(x)=f(x+2·2)=f(x+4)；当 x∈[－3，－2]时 ，

由于 f(x)为偶函数∴f(x)=－x，∴当 x∈[－1，0]时，f(x)＝f(x－2)= －(x－2)= －x＋2．

3．D。令 x=0，f(－y)=－f（y）；又将－y 代换成 y，f(x－y)+f(x+y)=2f(x)g(－y),∴
g(－y)=g(y)

4．A。如果一个函数存在反函数，那么它们的单调状况相同。

5．D。设 图 象上任意一点，则a)f(xy)y,(x 00 －是 =

)],x(2af[aa)f(xy 000 －－－ == .;)(),2( 00 反之也成立的图象上在点 xafyyxa −=−∴

6．y=f(x)的图象关于 对称，其中一根必是 ，另两根之和是 。故所有实
2
1x =

2
1 1

2
12 =×

根之和是 1....5。
7．令 由 f(x)为奇函数，且在(0,+∞)上为增函数，故在（－∞，0）0,f(0)0,xx 21 ===

上也为增函数，且 f(2)=f(1+1)=2f(1)=4，用定义易知， 上为增函数。故[-3，-)0,()(y 2 −∞−= 在xf

2]上的最大值是 .16)2(2 −=−− f

8．f(x)为 R 上的奇函数，

f(0)=0,且 f(0)=f(2)=f(4)=…=f(1994)=0，故原式为 0。

9．（1）取 x=1，y=2，得 f(2)=f(1·2)=f(1)+f(2).∴f(1)=0

（2）f(4)=f(2)+f(2)=2.
（3）f(x)+f(x+3)=f[x(x-3)]≤2=f(4)，
所以

.43,03,41,43x 2 ≤−≤≤−≤− xxxx ＜故＞但

（4）可取 .xlogf(x) 2=

BBBB级

10．f(x)关于 x=2 和 x=7 对称。

f(4)＝f(2+2)＝f(2－2)＝f(0)＝0,f(10)＝f(7+3)＝f(7－3)＝f(4)＝0，于是（0，10]上至少有

两个零点。

f(x＋10)＝f(7＋3＋x)＝f(7－3－x)＝f(4－x)＝f(2＋2－x)＝f(2－2＋x)＝f(x)，∴f(x)以 10
为周期。f(－30)=f(－30＋3×10)=f(0)=0．综上，f(x)在[－30，30]上至少有 13 个零点。

11．反证，若周期为 T，则 sin（x＋T）＋sin(π(x＋T))=sinx＋sinπx

①
πππ

2
2cos

2
sin

2
2cos

2
Tsin TxTTx +

⋅−=
+

⋅∴



存在 使得 将 代入①， 于是,x0 R∈ ,0
2

2
cos,0

2
x2

cos 00 ≠
+

=
+ TxT

而
ππ ,0

2
sin =∴ T

对每个 x∈R， 由于 ，故 ，,0
2

2cos
2

sin ≡
+

⋅−
TxT πππ ,0

2
sin ≡−

Tπ

于是 kπ=m，矛盾。,0
2

sin =∴ T ,0
2

sin ≡Tπ ,,,
2

,
2

ZmkmTkT ∈== π
π

π

12．提示 4（b－a）是它的一个周期，由已知有 ① f(b＋x)=f(bx)f(ayyx)f(a 00 －－－ =+

－x)②，

反复利用①、②，可证 f[x＋4(b－a)]=f(x)
13．

①

同样，有

②

由①、②

即

对所有π∈N 成立。

又∵f(x)有界，故只有 f(x+1)－f(x)=0.

∴f(x+1)=f(x),f(x)为周期函数。



【内容综述】

函数是数学上的一个基本而又重要的概念，在现代数学中，它几乎渗透到各个分支中。

函数的性质主要指函数的对称性、单调性和周期性。

函数图象的对称性反映了函数图象的局部与整体的关系，恰当地运用函数的对称性，往

往可使问题简化。函数的奇偶性是对称性中最重要的特殊情形。

函数的单调性可用函数值的比较给出证明，利用函数的单调性，可以比较实数的大小，

证明一些不等式和确定某些函数的值域及最值。

设 f是 D上的函数，如果存在常数 T≠0，使得对每个x∈D，都有 f(x+T)=f(x-T)=f(x)

成立，则称 f(x)为周期函数，T为 f(x)的一个周期，如果f(x)的所有正周期中存在最小值

，称 为周期函数 f(x)的最小正周期，一般说函数的周期都是指最小正周期。

例题分析：

例 1 已知函数y=f(x)(x∈R，且 x≠0)，对任意非零实数 都有

，试判定 f(x)的奇偶性。

分析：欲判别 f(x)的奇偶性，即找出 f(-x)与 f(x)之间的关系，可令 ，

为此必求出 f(-1)，而求f(-1)，又可令 ， ，为此又必先求出f(1)，而f(1)

不难求得。

解 令 ，则 f(1)=2f(1)，所以f(1)=0。

令 ， ，则 f(1)=f(-1)+f(-1)，所以f(-1)=0。

学科：奥数

教学内容：有关函数通性的试题选讲



于是，在已知等式中，以-1，x分别代替 ，则f(-x)=f(-1)+f(x)，即f(-x)=f(x)，

故 f(x)为偶函数。

说明 在以抽象的函数等为条件的问题中，常常先考虑 x 取 0，-1，1等的特殊值，再利

用 f(0)，f(±1)的值来研究函数f(x)的性质。

例 2 设 a 是大于0 的实数，f(x)是定义在全体实数R 上的一个实函数，并且对每一实

数 x满足条件：

1．试证明：函数 f(x)是周期函数，也就是，存在一个实数b＞0，使得对每一 x都有

f(x+b)=f(x)。

2．就 a=1举出一个这种函数 f(x)的例子，但f(x)不能是常数。

分析 这是一道探索存在性的问题，题中给出的已知条件只有唯一的一个含有 a的方

程，直觉告诉我们，f(x)的周期定与 a有关，于是，我们可从原方程出发，边递推边探索。

解 1，由 ①

有

②

将②代入①

但

故 f(x+a)=f(x-a)



即 f(x)是一个周期函数，且周期b=2a。

2．现在我们来构造一个周期为 2的，满足（1）式的函数 f(x)，由于（1）式可化为

这使我们想到最熟悉的周期函数：正余弦，但同时应注意到 2f(x)-1非负、周期为 2，

所以可令

即

不难证实它的确满足条件。

说明 f(x)不唯一，显然，函数 也是满足条件的一个函数。

例 3 证明：函数 可以表示为两个单调递增的多项式函数之差。

证：注意到恒等式

而函数 都是单调递增的多项式函数，从而命题得

证。

说明 一般地，任意实系数多项式可表示为两个单调递增的多项式函数之差。

例 4 设二次函数 的图象以y 轴为对称轴，已知 ，而

且若点 在 的图象上，则点 在函数 的图象上。

（1）求 的解析式



（2）设 ，问是否存在实数 ，使 内是减函数 ，

在 内是增函数。

分析 由已知条件 的解析式不难求得，欲求 ，可按定义分别求出

内分别是减函数，增函数的 的范围，求出它们的交即可。

解（1）因 的对称轴为 y轴，故 ，从而 。

设 在 的图象上，即 ，则点 在

的图象上，即 。

故 ，因此， 。

（2）由（1）可得 。

设 ，则

要使 在 内为减函数，只需 ，但 ，故只

要 ，所以 。



然而当 时， ，因此，我们只要 ， 在

，内是减函数。

同理，当 时， 内是增函数。

综上讨论，存在唯一的实数 ，使得对应的 满足要求。

例 5 奇函数 的定义域为R，当 时， ，设函数

的值域为 ， ，求 a，b的值。

分析 可先由已知条件写出 在 R上的解析式，再根据二次函数的单调性分情形讨

论 的最大值和最小值，从而得到关于 a、b的方程。

解： 是奇函数

时，函数式为

因为 与 同时存在，

所以

同号



分以下情形讨论：

（1） 时，由

（2） 时，由

（3） 时，由

无解

（5） 时，由



矛盾

（6） ，由

与 矛盾。

综上分析

说明 本题源自第四届“希望杯”第二试解答题，重在考查学生的分类讨论问题能力和

运用函数性质的解题能力。

例 6 函数 的定义域关于原点对称，但不包括数0，对定义域中的任意实数 x，在

定义域中存在 使 ， ，且满足以下 3个条件。

（1） 定义域中的数， ，或 ，则

。

（2） ，（a 是一个正常数）



（3）当 0＜x＜2a时，f(x)＞0。

证明 （i）f(x)是奇函数；（ii）f(x)是周期函数，并求出其周期；（iii）f(x)在（0，4a）

内为减函数。

证：（i）对定义域中的 x，由题设知在定义域中存在 使 ，

，则

∴f(x)为奇函数

（ii）因 f(a)=1，∴f(-a)=-f(a)=-1，于是

若 f(x)≠0，则

若 f(x)=0，则



仍有 f(x+4a)=f(x)。

∴f(x)为周期函数，4a 是它的一个周期。

（iii）先证在（0，2a）内 f(x)为减函数，事实上，设 ，则

，则 （当 ）。

所以

当 时，

，于是

即在（2a，4a）内，f(x)也是减函数，从而命题得证。

赋值法是指给定的关于某些变量的一般关系式，赋予恰当的数值或代数式后，通过运算

推理，最后得出结论的一种解题方法。下面介绍它在函数方程中的应用。

学科：奥数

教学内容：赋值法在函数方程中的应用



一、判断函数的奇偶性

例 1 若 （x＋y）＝ （x）＋ （y）中令 x＝y＝0，得 （0）＝0。f f f f

又在 （x＋y）＝ （x）＋ （y）令 y＝－x， （x－x）＝ （x）＋ （－x），f f f f f f

即 （0）＝ （x）＋ （－x），又 （0）＝0.f f f f

所以 （－x）＝－ （x）。f f

由于 （x）不恒为零，所以 （x）是奇函数。f f

例 2 已知函数 y＝ （x）（ x∈R，x≠0），对任意非零实数 x1x2 都有 （x1x2）＝f f f

（x1）＋ （x2），试判断 （x）的奇偶性。f f

解：取 x1＝－1，x2＝1 得

（－1）= （－1）＋（1），所以 （1）=0f f f

又取 x1=x2=－1，

得 （1）= （－1）＋ （－1），f f f

所以 （－1）=0f

再取 x1=x，x2=－1，则有 （－x）= （x），即 （－x）= （x）f f f f

因为 （x）为非零函数，所以 （x）为偶函数。f f

例 3．对任意 x、y∈R，有（x＋y）＋ （x－y）=2 （x）· （y），且 （0）≠0，f f f f

判断 （x）的奇偶性。f

解：令 x=y=0 得 （0）＋ （0）=2 2（0），因为 （0）≠0，所以 （0）=1，又f f f f f

令 x=0 得 （y）＋ （－y）=2 （y），即 （－y）= （y）。取 x=y，得 （－x）f f f f f f

= （y）.所以函数 y= （x）。f f

二、讨论函数的单调性

例 4． 设 （x）定义于实数集 R上，当 x＞0 时， （x）＞1，且对任意 x，y∈R，f f

有 （x＋y）= （x） （y），求证 （x）在 R上为增函数。f f f f



证明：由 （x＋y）= （x） （y）中取 x=y=0 得 （0）= 2（0）。f f f f f

若 （0）=0，令 x＞0，y=0，则 （x）=0，与 （x）＞1 矛盾。f f f

所以 （0）≠0，即有 （0）=1。f f

当 x＞0 时， （x）＞1＞0，当 x<0 时， （－x）>1>0，而 ，又 x=0f f 0
)(

1)( f
xf

xf
−

=

时， （0）=>0，所以 （x）∈R， （x）>0。f f f

设 x1<x2 ，则 x1<x2>0 ， （ x2 － x1 ） >1 ，所以 （ x2 ） = [x1 ＋（ x2 －f f f

x1）]= （x1）· （x2－x1）> （x1），所以 y=（x）在 R上为增函数。f f f

三、求函数的值域

例 5 已知函数 （x）在定义域 x∈R＋上是增函数，且满足 （xy）= （x）＋ （y）f f f f

（x、y∈R＋），求 （x）的值域。f

解：因为 x=y=1 时，（1）=2 （1），所以 （1）=0f f

又因为（x）在定义域 R＋上是增函数，所以 x1>x2>0 时，令 x1=mx2（m>1），则 （x1）f

－ <（x2）= （m·x2）－ （x2）= （m）＋ （x2）－ （x2）= （m）>0。f f f f f f f

得以对于 x>1 有 （x）>0。f

又设 x1=mx2>0（0<m<1），则 0<x1<x2。

所以由函数在 R＋上递增可得 （x1）－ （x2）<0,即 （mx2）－ （x2）= （m）f f f f f

＋ （x2）－ （x2）= （m）<0。所以对于 0<x<1 有 （x）<0。综上所述：当 x∈R＋f f f f

时， （x）的值域为 R。f

四、判断函数的周期性

例 6 函数 （x）定义域为 R，对任意实数 a、b∈R，有 （a＋b）=2 （a） （b），f f f f



且存在 c>0，使 ，求证 （x）是周期函数。0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ cf f

证明：令 ， ，代入 （a＋b）＋ （a－b）=2 （a） （b）可
2
cxa ==

2
cb = f f f f

得：

（x＋c）=－ （x）。所以 （x＋2c）= [（x＋c）＋c]=－ （x＋c）= （x），f f f f f f

即 （x＋2c）= （x）。f f

则 （x）是以 2c为周期的函数。f

例 7 若对常数m和任意 x，等式 成立，求证 （x）是周期函数 。( )
)(1
)(1
xf
xfmxf

−
+

=+ f

证明：将已知式中的 x换成 x＋m得 （x＋2m）= [（x＋m）＋m]f f

又将上式中 x＋2m换成 x＋4m可得
)(

1

)(1
)(11

)(1
)(1

1

)(1
)(1

xf
xf
xf
xf
xf

mxf
mxf

−=

−
+

−

−
+

+
=

+−
++

=

)(
)2(

1]2)2[()4( xf
mxf

mmxfmxf =
+

−=++=+

故 （x）是以 4m为周期的函数f

五、求函数的解析式

例 8 设对满足| x |≠1 的所有实数 x，函数 （x）满足 ，求f x
x
xf

x
xf =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1
3

1
3

（x）的解析式。f

解：将 x取为 代入原等式，有 ， （1）
1
3

+
−
x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1
3)(

1
3

x
xxf

x
xf



将 x取为 代入原等式，有 。 （2）
x
x

−
+

1
3

x
x

x
xfxf

−
+

=
+
−

+
1
3

1
3)(

（1）＋（2），且将原等式代入即得 )1|(|
22
7

)(
2

3 ≠
−
+

= x
x
xx

xf

例 9 求函数 F（x），当 x≠0，x≠1 时有定义且满足 .x
x
xFxF +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+ 11)(

解： ，（ 1）中以 代换 x得x
x
xFxF +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+ 11)(
x
x 1−

（2）
x
x

x
xF

x
xF 1211 −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

再在（1）中以 代换 x得
1

1
+

−
x

， （3）
1
2)(

1
1

−
−

=+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

x
xxF

x
F

（1）－（2）＋（3）化简得

.
)1(2
1)( 23

−
−−

=
xx
xxxF

例 10 （x）的定义域在非负实数集合上并取非负数值的函数，求满足下列所有条件f

的 （x）：（ 1） [x· （y）]· （x）= （x＋y）；（ 2） （2）=0；（ 3）当 0≤x<2f f f f f f

时， （x）≠0.f

解：（Ⅰ）令 x=2，t=2＋y，由于 y≥0，故 t≥2。

[2 （t－2）]· （2）= （t）.f f f f

由（2）得 （2）=0，所以 （t）=0.f f

所以当 t≥2 时， （x）=0. ①f

由（3）的逆命题知：当 （x）=0 时，x≥2， ②f

综合①、②得， （x）=0 x≥2.f ⇔

（Ⅱ）考虑 0≤x<2，0≤y<2，（即 （x） （y）≠0）时，（1）两边等于零的特殊情f f



况。

设 [x（ （y）） （x）=0.f f f

因为 [x（ （y）） ] （x）=0.f f f

由（Ⅰ）得：x （y）≥2，即 。设 （x＋y）=0，由（Ⅰ）得；x＋y≥2，f
)(

2
yf

x ≥ f

即 x≥2－y，因为 ，且 x≥2－y，所以 ，解得 .所以当
)(

2
yf

x ≥ y
yf

−= 2
)(

2
y

yf
−

=
2

2)(

0≤x<2 时， （x）= .所以f
x

xf
−

=
2

2
)(

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

<≤
−=

)2.(0

)20(,
2

2
)(

x

x
xxf

例 11 设 S 表示所有大于－1 的实数构成的集合，确定所有的函数 ：S→S，满足f

以下两个条件：（i）对于 S 内的所有 x和 y，有

[x＋ （y）＋x （y）]=y＋ （x）；f f f f

（ii）在区间－1<x<0 与 x>0 的每一个内， 是单调递增的。
x
xf )(

解：令 x=y 得：

（x＋ （x）＋x （x）=x＋ （x）＋x （x），f f f f f

又令 x＋ （x）＋x （x）=t，则 （t）=t，在（1）中令 x=t得f f f

（t2＋2t）= [t＋ （t）＋t （t）]=t＋ （t）＋t （t）=（t＋2）t=t2＋2t.f f f f f f

若 t>0，则（t＋2）t>t>0，但 ，与 在 x>0 时单调递增矛盾。1
)2(

])2[()(
=

+
+

=
tt
ttf

t
tf

x
xf )(

同理，t>0，亦导致矛盾。因此，对任－x恒有

x＋ （x）＋x （x）=t=0.f f

从而 。
1

)(
+

−=
x
xxf

显然，这一函数满足题设条件。



函数奥赛竞赛练习

一、选择题

1．（ 2000 年北京市中学生数学竞赛）已知函数 y=f(x)有反函数，现将 y=f(2x-1)的图象

向左平移 2 个单位，所得图形表示的函数的反函数是（ ）

A．
2

)(3 1 xfy
−+−

=

B．
2

)(3 1 xfy
−−−

=

C．
2

)(3 1 xfy
−+

=

D．
2

)(3 1 xfy
−−

=

二、填空题

2．（ 2001 年全国高中数学联赛）函数 的值域为_____。232 +−+= xxxy

3．（ 2001 年全国高中数学联赛）不等式 的解集为___________。
2
3|2

log
1|

2
1

>+
x

4．（ 2001 年北京市中学生数学竞赛）函数 f(x)对于任意非负实数 x、y 都满足

，且 f(x)≥0，f(1)≠0，则 =______。22 )]([2)()( yfxfyxf +=+ )32( +f

三、解答题

5．（ 2000 年北京市中学生数学竞赛）f(x)是定义在R上的函数，对任意的 x∈R，都有 f(x+3)
≤f(x)+3 和 f(x+2) ≥f(x)+2，设 g(x)=f(x)-x，

（1）求证 g(x)是周期函数；

（2）如果 f(998)=1002，求 f(2000)的值。

6．（ 2000 年全国高中数学联赛）若函数 在区间[a，b]上的最小值为
2

13
2
1)( 2 +−= xxf

2a，最大值为 2b，求区间[a，b]。

7．（第一届“希望杯”全国邀请赛试题）求函数

在区间[-1，1]上的值域。
72

10626174)(
2

234

++
++++

=
xx

xxxxxf



8．（第九届“希望杯”全国邀请赛试题）若实数 x 满足不等式

。试求函数 的最大值。012872 234 ≤++−− xxxx |4|)(
x

xxf +=

9．（ 2000 年莫斯科师范大学数学奥林匹克竞赛）作函数 的图象。
xxy 2|22| +−=

10．（ 2000 年莫斯科师范大学数学奥林匹克竞赛）函数 是偶函)1lg()( 2 −+= xxxf

数还是奇函数？

11．（第五届北京高中数学知识应用竞赛）中国青年报 2001 年 3 月 19 日报道：中国移

动通信将于 3 月 21 日开始在所属 18 个省、市移动通信公司陆续推出“全球通”移动电话资

费“套餐”，这个：“套餐”的最大特点是针对不同用户采取了不同的收费方法。

具体方案如下：

原计费方案的基本月租为 50 元，每通话一分钟付 0.4 元，请问：

（1）“套餐”中第 4 种收费方式的月话费 y 与月通话量 t（月通话量是指一个月内每次

通话用时之和，每次通话用时以分为单位取整计算，如某次通话时间为 3 分 20 秒，按 4 分

钟计通话用时）的函数关系式；

（2）取第 4 种收费方式，通话量多少时比原计费方式的月通话费省钱；

（3）据中国移动 2000 年公布的中期业绩，每户通话平均为每月 320 分钟，若一个用户

的通话量恰好是这个平均值，那么选择哪种收费方式更合算，并说明理由。

参考答案

1．A 由于“抽象”没有具体的函数表达式，使题目显得有些难，化难为易的方法因

而也就是化抽象为具体，不妨设 f(x)=x+1（这样符合原题“f(x)有反函数”的规定）。于是以

方案代号 基本月租（元） 免费时间（分钟） 超过免费时间的话费（元/分钟）

1 30 48 0．60
2 98 170 0．60
3 168 330 0．50
4 268 600 0．45
5 388 1000 0．40
6 568 1700 0．35
7 788 2588 0．30



下种种全具体化了。反函数是 ， ，向左平移 2 个单位所得图1)(1 −=− xxf xxf 2)12( =−

形表示的函数 。这个函数的反函数 ，再与 4 个选42)2(2)(1 +=+= xxxf 2
2

)(1
1 −=− xxf

择来对照。

A 项 是 符合，
2

)(3 1 xfy
−+−

= 2
22

13
−=

−+−
=

xxy

B 项 是 不合，
2

)(3 1 xfy
−−−

= 1
22

13
−−=

+−−
=

xxy

C 项 是 不合，
2

)(3 1 xfy
−+

= 1
22

13
+=

−+
=

xx
y

D 项 是 不合。故选 A。
2

)(3 1 xfy
−−

= 2
22

13
+−=

+−
=

xxy

2． ),2[)
2
3,1[ +∞U

02323 22 ≥−=+−⇒+−+= xyxxxxxy

两边平方得 ，从而 且 。2)32( 2 −=− yxy
2
3

≠y
32
22

−
−

=
y
yx

由 或 y≥2。
2
310

32
230

32
2 22

<≤⇒≥
−
+−

⇒≥
−
−

−=− y
y
yy

y
yyxy

任取 y≥2，由 ，易知 x≥2，于是 。
32
22

−
−

=
y
yx 0232 ≥+− xx

任取 ，同样由 ，易知 x≤1。
2
3

1 <≤ y
32
22

−
−

=
y
yx

于是 。0232 ≥+− xx

因此，所求函数的值域为 。),2[)
2
3,1[ +∞U

3． ),4()2,1()1,0( 7
2

+∞UU

等价于 或 。即 或
2
3|2

log
1|

2
1

>+
x 2

32
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2
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>+
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32
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1

2
1

−<+
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1
log

1
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1

−>
x



。
2
7

log
1

2
1

−<
x

此时， 或 或 。2log
2
1 −<x 0log

2
1 >x 0log

7
2

2
1 <<− x

∴解为 x>4 或 0<x<1 或 。7
2

21 << x

即解集为 。),4()2,1()1,0( 7
2

+∞UU

4．
2
31+

这题 f(x)不容易具体化，但是它的值则是可以具体化的。例如设 x=0，y=0。

则由 ，
22 )]([2)()( yfxfyxf +=+

得 ， ，f(0)=0。2)]0([2)0()0( fff += 0)]0([2 2 =f

再设 x=0，y=1。

得 ，以 f（0）=0 代入 ，已知 f(1) ≠0，2)]1([2)0()1( fff += )1()]1([2 2 ff =

∴ 。
2
1)1( =f

设 x=1，y=1，

得 ，
2)]1([2)1()2( fff +=

即 。1
4
12

2
1)2( =×+=f

设 x=2，y=1，

得 ，
2)]1([2)2()3( fff +=

。
2
3

4
121)3( =×+=f

设 x=0， ，得 ，3=y 2)]3([2
2
3 f=

∴ 。
2
3)3( =f

设 x=0， ，4 3=y

得 ，
24 )]3([2)0()3( fff +=



即 ， 。
24 )]3([2

2
3 f=

4
3)]3([ 24 =f

至此可求 ，)32( +f

24 )]3([2)2()32( fff +=+

。
2
31

4
321 +=×+=

5．解：本例的难度显然又有增加，主要是难以具体化。只能在抽象的层面来解决问题

（1）g(x)=f(x)-x，

可得 g(x+2)=f(x+2)-x-2，

g(x+3)=f(x+3)-x-3，

再以 f(x+3) ≤f(x)+3 和 f(x+2) ≥f(x)+2 代换，可得

，①xxfxxfxg −=−−+≥+ )(22)()2(

，②xxfxxfxg −=−−+≤+ )(33)()3(

由①可得 g(x+4) ≥f(x+2)-x-2

≥f(x)+2-x-2=f(x)-x，

g(x+6) ≥f(x+2)-x-2≥f(x)-x。③

由②可得 g(x+6) ≤f(x+3)-x-3≤f(x)-x，④

由③、④知 g(x+6)=f(x)-x=g(x)。

∴g(x)是周期函数获证（6 是它的一个周期）

（2）2000-998=1002 是 6 的整数倍，所以

g(2000)=g(998)，即 f(2000)-2000=f(998)-998

f(2000)=f(998)+1002=1002+1002=2004。

本题的不同之处在于没有“具体化”，而是利用 f(x+3)与 f(x+2)的反复操作以求 g(x+6)

与 f(x)的关系，进而得到 g(x+6)=g(x)，以达到证明的目的。

6．解 f(x)的最大值只能是 ，或 f(a)，或 f(b)，f(x)的最小值只能是 f(a)或 f(b)
2

13)0( =f

其中之一，令 ，且 ，即可得关于 a、b 的方程组，解出 a、b 的值。ay 2min = by 2max =

当 a 值由负值增大到正值时，区间[a，b]在 x 轴上自左向右移动，因此在求 f(x)的最值

时，须按区间[a，b]的位置分类求解。



f(x)图象顶点坐标为 )
2
13,0(

， 。
2

13
2
1)( 2 +−= aaf

2
13

2
1)( 2 +−= bbf

（1）当 a<b<0 时，

由 f(x)在[a，b]上单调递增得，f(a)=2a，且 f(b)=2b

即

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+−

=+−

.2
2
13

2
1

,2
2
13

2
1

2

2

bb

aa

于是 a、b 是二次方程 的两个负根，但此方程两根异号，故区间[a，0
2
132

2
1 2 =−+ xx

b]不存在

（2）当 a<0<b 时，

f(x)在[a，0]上单调递增，在[0，b]上单调递减，因而 f(x)在 x=0 处取得最大值，在区间

端点 x=a 或 x=b 处取得最小值，

即

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<=

===

.02)()(
4

13
2

2
13

)0(

abfaf

bbf

或

即

则 ，afbf 2
32
39

2
13)

14
13(

2
1)

4
13()( 2 ≠=+−==

∴ ，aaaf 2
2

13
2
1

)( 2 =+−=

解得 ，172−−=a

于是得区间 。]
4

13,172[ −−

（3）当 b>a≥0 时

由 f(x)在[a，b]上单调递减得，f(a)=2b，且 f(b)=2a，

即

⎪
⎪
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⎧

=+−

=+−

.2
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13
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解得 或 （舍去）
⎩
⎨
⎧

=
=

3
1

b
a

⎩
⎨
⎧

=
=

1
3

b
a

即得区间[1，3]。



综上所述，所求区间为[1，3]或 ]
4

13,172[ −−

7．解： 。值域为 。1
72

6472)(
2

2 −
++

+++=
xx

xxxf ]
3
215,15[

8．解： 。 。)2)(1()2)(3(12872 234 ++⋅−−=++−− xxxxxxxx 5max =f

9．解：研究 2 种情况。

① ，即 x≥1。于是022 ≥−x

。222222 −⋅=+−= xxxy

② ，即 x<1。于是022 <−x

。22)22( =+−−= xxy

图象如图所示。

10．解：很明显对于任一 x∈R， ，由此 f(x)的定义域为 R。012 >++ xx

研究和 )1lg()1lg()()( 22 xxxxxfxf +++−+=+−

。01lg)]1)(1lg[( 22 ==++−+= xxxx

因此，对任何 x∈R，f(-x)=-f(x)，这表明 f(x)是奇函数。

11．解：（1）
⎩
⎨
⎧

>−×+
≤≤

=
600               )600(45.0268

6000                                         268
tt
t

y

（2）当 0≤t≤600 时，解不等式 50+0.4t≥268，得 545≤t≤600（t∈N），

当 t>600 时，解不等式 50+0.4t≥268+0.45(t-600)，得 600<t≤1040(t∈N)，

综上，545≤t≤1040 时（t∈N），第 4 种收费方式比原收费方式的月通话费省钱。

（3）因为按照原来的收费方式，320 分钟收费 178 元（即 50+0.4×320），所以，不会



选择月租费多于 178 元的收费方式，从而只考虑“套餐”中的前三种方式。

第一种方式的话费为：30+0.6×（320-48）=193.2（元）；

第二种方式的话费为：98+0.6×（320-170）=188（元）；

第三种方式的话费为：168 元。

故选择第三种方式。

事实上，相对于原收费方式，当通话时间大于 244 分钟时，第一种方式不合算，当通话

时间只有在 120 分钟至 270 分钟时，第二种方式较合算。

【内容综述】

本讲介绍数论中常见的一些函数的概念、性质及其应用，主要有

除数函数 ——自然数 n的正因数的个数函数；

——自然数 n的全部正因数的和函数；

欧拉函数 ——设 n是大于 1的自然数，则欧拉函数 是表示与n 互素且不大于

n 的自然数的个数；（高斯函数或称方括号函数[X]在下讲介绍）为书写清楚，同学们应熟

悉连加符号“ ”与连乘符号“ ”：

；

特别是“ ”表示对称式的和 ；

“ ”表示对称式的积 abc……；

【要点讲解】

§1．约数个数函数

§2．约数和函数

§3．欧拉函数φ(n)

学科：奥数

教学内容：数论函数



§1． 约数个数函数

定义1 设 ，则 的正约数的个数称为函数 。

定理1 设 ，且 是质数 ，

则

略证： 由乘法原理，约数系由 、 、…、 的不同取法而生成，它们的取法分别

有

种（含不取该约数的 1种取法），故

得证

例 1. 求 24 的正约数个数。

解：

事实上，易求得约数分别是 1，2，3，4，6，8，12，24；个数正是8 个。

§2 约数和函数

定义 设 ，

，则称 的正约数和为函数 。

定理2 自然数 的正约数和函数

（ 其 中 为 的 素 数 ，

）。

略证 注意到（ ）

，

展开后，其项数恰为 的约数个数

，

又每项皆形如 ，

可见每项皆自然数 的约数且每个约数只出现一次，由此可见该积即 ，于是有



例 2. 求 780 的正约数和 。

解：

定理 3333 若 、 是互质的自然数，即(a，b)=1，则

证明： 设 ， ，

∵ ，故 与 各不相同（i=1，2，…，j=1，2，…，m）

§3.3.3.3.欧拉函数

定义 设 互素且不大于 的自然数的个数( ),称为欧拉函数。

如 ，易 证 是素 数

（∵每个小于 的自然数都与它互素）；反之可见，若 是合数，必有

。

关于欧拉函数 ，有以下性质定理

定理４ 设 P 是素数，且 则

证明 ∵P 是素 数 ， 显 然 有 与 互素 的 充 要 条 件 是 ，即 有 ：

，反之若 ，且知在 1 和 之间，有以下 个数

是 p 的倍数：

，而其余的数都与 互素，从而可知不超过 且与 互素的

自然数个数。

当自然数 的素因数分解式中，不只包含一个素因数时，有

定理 5555 设大于 1 的自然数的素因数分解式为

，

其中 则有



证明：因为素因数的个数 ，故考虑采用数学归纳法（下设 表有 k 个素因

数的自然数 ）。

（i）当 ；

（ii）设 ；

注意到加入第个 k+1 素因数 后，有

，

且当

于是由归纳假设就有

从而 时，定理成立；

综上，对任意

（★的补证： 引理 设 、 、c∈N，则

(i)若 则

,

从而

可见



故

同理可证

（ii）若 ，则存在素因数 ，由

同理，若

再证定理 若 ，则

（★★）

注意到 ，故 中有一个数为 1 时，（★★ ）显然成立，现假设

并把从 1 到 的自然数排成长 方阵：

则 为上面这组数中与 互素的自然数的个数，由引理知它等于这组数中同

时与 都互素的自然数个数。

注意到(km+r，m)=(r，m)，

所以当 时，第 列中的每一个数都与 互素，从而这 列数中共有

列数与 互素。

下面再证这 列的每列数中，恰好有 个自然数与 互素，这样就能证明

共有 · 个数，既与 互素，也与 互素，即定理为真。

事实上，从第 列看，∵ ，

∴这列中的 个数中，任意两个数被 除时，所得余数都不会相同。

（若不然，设 除同余，则

，

其中 ，于是有

因题设 ）

可见这第 列中的 个数被 除的余数分别是 0，1，2，3，…，（ -1）（不计顺

1 2 …… r …… m

m+1 m+2 …… m+r …… 2m

2m+1 2m+2 …… 2m+r …… 3m

……

(n-1)m+1 (n-1)m+2 …… (n-1)m+r nm



序 ），而这 个数中与 互素的自然数个数正是 ，即第 列中存在 个与 互素的数 。

这就证明了 。

例 3 求与 300 互素且不超过 300 的自然数的个数。

解 所求的数即

★★★例 4. 试判断是否存在自然数 ，使

解 设 ）

则

即

这里应估计到 中必有一个是奇数（否则若它们全是偶数，则

，于是

但 必是 2 的倍数，但它不等于 14，（ 否

则 ， 只 有 ， 且

，不妨令 （★★★）

而 7 是素数，★★★式中 也是素数，因而不可能成立！），于是只能

是

因此也不是成立的！

综上知，不存在 。

例 5. 试证：

证明：

（ i ） 当 是 奇 数 时 ， ， 注 意 到 ， 于 是



（ii）当 是偶数时，不妨设

综 i,ii，原命题成立。

例 6. 证明 的值或者是 1 或者是偶数，其中 。

证明： （i）当 =1，2 时， （ ）=1；

（ii）当 >2 时，若 则

是偶数；

若 ，于是

【能力训练】

1．证明自然数 的所有正约数的欧拉函数值的和为 （即

）

2．设 。.
)(

)()()(,),(
d
dnmmndnm

ϕ
ϕϕϕ ⋅== 则

3．记不大于自然数 而与 互素的数（共

，求证

。



参考答案

【能力训练】

1．首先注意，若自然数

。

这是因为不大于 而与 有公约数 的数只能是 ，即

。

现记 ，并注意到：

，于是有

不大于 而与 以 为最大公约数的数有 个；

不大于 而与 以 为最大公约数的数有 个；

……

不大于 而与 以 为最大公约数的数有 个；

而任何一个不大于 的数与 最大公约数只能是 之一,

于是 ,即 .

2．注意

3.由 可见，1 与 15-1；2 与 15-2；4 与 15-4；都是小于 15 且互素的数 ，

一般而言，若 则有 （若不然，设 则

，于是 矛盾）。

记 为不大于 且与 互素的所有自然数，则

也是不大于 且与 互素的所有自然数,从而



数列奥赛竞赛练兵

一、选择题

1．（ 2000 年全国高中数学联赛）给定正数 p，q，a，b，c，其中 p≠q。若 p，a，q 是

等比数列，p，b，c，q 是等差数列，则一元二次方程 （ ）022 =+− caxbx

A．无实根 B．有两个相等实根

C．有两个同号相异实根 D．有两个异号实根

二、填空题

2．（ 2000 年全国高中数学联赛）等比数列 ， ， 的公比3log 2+a 3log 4+a 3log 8+a

是_________。

三、解答题

3 ．（ 2000 年 全 国 高 中 数 学 联 赛 ） 设 ， n ∈ N 。 求nSn +++= L21

的最大值。
1)32(

)(
++

=
n

n

Sn
Snf

4．（第五届北京高中数学知识应用竞赛）PC505 型文曲星具有选定一组或多组英文单词 ，

根据科学记忆曲线在十四天内进行初记和强化复习的功能。对于每一组单词（词量自定），

初记完成后，文曲星提示“立即复习一遍”，然后在第二、第四天、第七天、第九天、第十



天、第十四天，“每天复习一遍”该组单词，其他天无须复习，当你在这十四天内，按时正

确地拼写这组单词后，文曲星就不再提示对该组单词的记忆。高中《英语》第一册（下）生

词表中，UNIT17~UNIT20 共 99 个单词，请你将这 99 个单词适当分组，利用文曲星的强化

复习功能，制定一个在 20 天内记忆 99 个单词的计划，把每天需要初记的单词数和每天需要

初记和复习的单词总数填入下表中，使得每天初记和复习的单词总数不少于 10 个，且不多

于 50 个。

5．（第十一届美国数学邀请赛（AIME）试题第九题）在一圆周上给定 2000 个点，取

其中一点标记上数 1，从这点开始按顺时针方向到第二个点标记上数 2，从标记上 2 的点开

始按顺时针方向数到第三个点标记上数 3（如图 3－3），继续这个过程直到 1，2，3，…，1993

都被标记到点上，圆周上这些点中有些会标记上不止一个数，也有一些点未标记上任何数，

在标上 1993 的那一点上所有标数中最小的数是什么？

6．（第五届北京高中数学知识应用竞赛）电子器件厂兼营生产和销售某种电子器件，流

水线启动后每天生产 p＝500 个产品，可销售 q＝400 个产品，未售出的产品存入库房，每件

产品在库房内每过一夜将支付存储费用 r＝0.2 元。该流水线在开机生产一段时间后将停机

销售，待所有库存产品销完再开机生产，流水线启动的费用是 c＝1000 元（与产品数量无关 ）。

这样，开机生产——停机销售——产品售完构成了一个产销周期。为管理方便，流水线的生

产和停机的时间均以天为单位安排。请你设计一个产销周期，即开机生产多少天，停机销售

多少天，使得平均每件产品用于流水线启动和存储的费用最少？



参考答案

1．A 由题意知 ，2b＝p＋c，2c＝q＋b，2apq =

由后二式得

， 。
3

2 qpb +
=

3
2qpc +

=

于是有 。
23 23 2)(

3
1)(

3
1 apqqppqqppqqpbc ==⋅≥++⋅++=

因为 p≠q，

故 ，
2abc >

方程的判别式 。044 2 <−=∆ bca

因此方程无实根。故选 A。

2．
3
1

设公比为 q，由已知条件知，

，
3log
3log

3log
3log

4

8

2

4

+
+

=
+
+

=
a
a

a
a

q

由比例性质，

。
3
1

3log
2
13log

3log
3
13log

2
1

3log3log
3log3log

)3log(3log
)3log(3log

22

22

42

84

42

84 =
−

−
=

−
−

=
+−+
+−+

=
aa
aaq

3．解：由已知，对任何 n∈N，有

)2)(32()32(
)(

1 ++
=

+
=

+ nn
n

Sn
S

nf
n

n

，

3464
1

64342

++
=

++
=

n
nnn

n

又因 ，5034
64

234
64

=+⋅≥++
n

n
n

n

故对任意 x∈N，有

。
50
1

3464
1)( ≤
++

=

n
n

nf



由于 ，
50
1)8( =f

故 f（n）的最大值为 。
50
1

4．解：制定方案的原则可以是：

第一条：为了能在 20 天内完成 99 个单词的复习任务，最后一组初记单词最晚在第 7

天输入；设第 i 天初记的单词量为 ，则有下表ia

第二条：易知，只有第 7 天和第 10 天初记和复习单词的组数最多，是4 组，为了方便，

先确定这两天的记忆总数。

此题答案不惟一，下面是一个解法。

因为 10≤每天初记和复习的单词总数≤50，可知 ， ， ， ， 均小于 10。1a 4a 5a 6a 7a

在第 7 天， ，则 ，不妨设 。507641 ≤+++ aaaa 201 ≤a 201 =a

于是 。10764 === aaa

在第 10 天， ，则 。507421 ≤+++ aaaa 102 =a

据已知， ，得 。在第 4 天，997654321 =++++++ aaaaaaa 3953 =+ aa

，则 ，在第 14 天， ，则 ，于是50431 ≤++ aaa 203 ≤a 50651 ≤++ aaa 205 ≤a

， 。193 =a 205 =a

这样， （i＝1，2，3，4，5，6，7）均已确定。经验证，符合题目要求，产生下表ia

5．解：从标上数 1 的那点数起，标记上数 1 数过的点个数为 1，标记上数 2 的点数为 1
＋2，标记上数 3 的点数为 1＋2＋3，…。



由归纳推理得出，标上数字 n 的数过的点数符合关系式 ，由此得到上
2

)1()( +
=

nnnf

数 1993 数过的点个数为： ，1987021997199319941993
2
11993321 =×=×=++++ L

用 2000 除 1987021 余数为 1021， 无整数解，再考虑末四位数 7021，)1(
2
11021 += nn

，解出得 n＝118。)1(14042)1(
2
1

7021 +=⇒+= nnnn

故可知符合条件的最小整数为 118。

6．解：设流水线开机生产 天，停机销售 天，为了除低存储费用，在产品足够的情1n 2n

况下，每天销售 q 个产品，则生产期间最高库存量为 。由题意，它要在 天内全1)( nqp − 2n

部售完，故有 ，其中 a 取值为 100，200，300，400。anqnqp +−=− )1()( 21

即 。
q
aqn

q
qpn −

+
−

= 12

这时在生产期间库存产品的存储费用为

，即 。rnnqp ]1)1()[( 11 ++−+− L
2

)1()( 11 +− nnqpr

在停机销售期间库存产品用于存储的费用为

，rqnnqpqnqpqnqp ]})1()[(]2)[(]){[( 2111 −−−++−−+−− L

将 代入，上式变为 。
q
aqn

q
qpn −

+
−

= 12 q
raqnqpanqp

2
])][()[( 11 +−−−−

于是在整个产销周期内用于启动流水线和存储的总费用为

q
raqnqpanqpnnqprcS

2
])][()[(

2
)1()( 1111 +−−−−
+

+−
+=

。
q
araq

q
prnqpc

2
)(

2
)( 2

1 −
+

−
+=

平均每件产品所负担的流水线启动和存储的费用为

，
1

1
1

1
n

BAn
pn
Ss +==

其中 ， 。
q
qprA

2
)( −

=
pq
araq

p
cB

2
)( −

+=

当 a＝100 时， ；
1

1

200
403

40 n
n

s +=



当 a＝200 时， ；
1

1

50
101

40 n
n

s +=

当 a＝300 时， ；
1

1

200
403

40 n
ns +=

当 a＝400 时， 。
1

1 2
40 n
n

s +=

考虑函数 ，它有最小值，且只有一个最小值点，在最小值点的左侧，
x

BAxxs 1)( +=

函数是单调递减的，在最小值点的右侧，函数是单调递增的。分别取 a＝100，200，300，400，

求得 s（x）的最小值点 ，那么 的最小值在 的左侧或右侧的相邻可取整ax
1

1
1
n

BAns += ax

数处取得。

由以上可得，对于 a＝400，s 最小值在 或 12 时取得，经检验， 时，s 取81 =n 81 =n

得最小值为 0.45，即生产 8 天，停机销售 2 天，费用最少。

同理，对于 ，s 最小值在 或 10 时取得，经检验， 时，s 取得最200=a 61 =n 101 =n

小值为 0.452，即生产 10 天，停机销售 3 天，费用最少。

当 a＝100，a＝300 时，s 关于 的表达式相同，所以其最小值在 或 9 时取得。1n 71 =n

经检验， 时，s 取得最小值为 0.448，即生产 9 天，停机销售 3 天，费用最少。91 =n

综上所述，这三个方案差距不大，其中生产 9 天，停机销售 3 天方案略好些。

【内容综述】

一．三角函数的性质

1．正，余弦函数的有界性

学科：奥数

教学内容：竞赛中的三角函数例题选讲



对任意角 ， ，

2．奇偶性与图象的对称性

正弦函数，正切函数和余切函数都是奇函数，它们的图象关于原点对称，并且 y=sinx

的图象还关于直线 对称：余弦函数是偶函数，从而 y=cosx的图象关于 y

轴对称，并且其图象还关于直线 对称

3．单调性

y=sinx 在 上单调递增，在

上单调递减：y=cosx 在 上单调递增，在

上单调递减；y=tanx 在 上都是单调递增的；

y=cotx 在 上都是单调递减的。

4．周期性

y=sinx 与 y=cosx 的最小正周期是2π，y=tanx 与 y=cosxr 的最小正周期是π。

【例题分析】

例 1 已知圆 至少覆盖函数 的一个最大值点与一个最小222 kyx =+

值点，求实数 k的取值范围。

解 因为 是一个奇函数，其图象关于原点对称，而圆 也关222 kyx =+

于原点对称，所以，图 只需覆盖 的一个最值点即可。222 kyx =+

令 ，可解得 的图象上距原点最近的一个最大值点 ，依题意，

此点到原点的距离不超过|k|，即

综上可知，所求的 K 为满足 的一切实数。

例 2 已知 ，且

求 cos(x+2y)的值。

解 原方程组可化为



因为 所以 令 ，则 在

上是单调递增的，于是由

得 f(x)=f(-2y)

得 x=-2y

即 x+2y=0

例 3 求出（并予以证明）函数

解 首先，对任意 ，均有

这表明， 是函数 f(x)的一个周期

其次，设 ，T 是 f(x)的一个周期，则对任意 ，均有

在上式中，令 x=0，则有

。

两边平方，可知

即 sin2T=0，这表明 ， 矛盾。

综上可知，函数 的最小正周期为 。

例 3 求证：在区间 内存在唯一的两个数 ，使得

sin(cosc)=c, cos(sind)=d

证，构造函数

f(x)=cos(sinx)-x

f(x)在区间 内是单调递减的，由于

f(0)=cos(sin0)-0=1>0.

故存在唯一的 ，使 f(d)=0，即

cos(sind)=d

对上述两边取正弦，并令 c=sind，有

sin(cos(sind))=sind

sin(cosc)=c



显然 ，由于 y=sinx在 是单调递增的，且 d是唯一的，所以 c也是唯一

的，且

例 4 已知对任意实数x，均有

求证：

证 首先，f(x)可以写成

①

其中 是常数，且 ，

在①式中，分别令 和 得

②

③

②+③，得

又在①式中分别令 ，得

④

⑤

由④+⑤，得

【能力训练】

（A 组）

1．求函数 的单调递增区间

2．已知 是偶函数， ，求



3．设 ， ， 试比较

的大小。

4．证明：对所以实数 x,y，均有

5．已知 为偶函数，且 t满足不等式 ，求 t的

值。

（B 组）

6．已知 ， 且满足：

（1） ；（2） ；

（3） 。

求 f(x)的解析式

7．证明：对任意正实数 x,y以及实数 均有不等式

8．已知当 时，不等式

恒成立，求 的取值范围。

9．设 ， ，求乘积 的最大值和最小值。

参考答案

【能力训练】

A 组

1．

2．由偶函数的定义，有

上式对任意 成立，故



所以

3．首先， 又

，

即

4．只需证明 不能同时成立，若不然，则存在整数

m,n,k,使得

即

矛盾

5．由题设，得

即

由于上式对任意 x成立，故 sint=1，结合 ，即-1<t<4 可知

B 组

6．由 可得 a+2b+4c=1524①

（1）当 且 b>0时，有

此方程组与①联立后无解

（2）当 且 b<0 有

此时 a=4,b=-40, c=400

（3）当 a>0且 有



此方程组与①联立后无解。

（4）当 a<0且 ，有

此方程组与①联立后无解，

得上可知， 。

7．原不等式等价于

若 ，则

若

故原不等式成立

8．令 ，由条件可得 所以 在第 I象限，原不等式可化

为

由于 结合原不等式对任意 x∈[0，1]

都成立，可知取最小值亦成立，即

9．由条件知 ，于是



一、直接法

按求动点轨迹方程的一般步骤求，其过程是建系设点，列出几何等式，坐标代换，化简

整理，主要用于动点具有的几何条件比较明显时．

例 1（1994 年全国）已知直角坐标平面上点 Q（2，0）和圆 C： ，动点 M122 =+ yx

到圆 C的切线长与 的比等于常数 （如图），求动点 M的轨迹方程，说明它表MQ ( )0>λλ

示什么曲线．

解：设 M（x，y），直线 MN切圆 C于 N，

则有 ，λ=
MQ
MN

即 ，λ=
−

MQ
ONMO 22

．λ=
+−

−+
22

22

)2(

1

yx

yx

整理得 ，这就是动点 M 的轨迹方0)41(4)1()1( 222222 =++−−+− λλλλ xyx

程．

若 ，方程化为 ，它表示过点 和 x轴垂直的一条直线；1=λ
4
5

=x )0,
4
5(

若λ≠1，方程化为 ，它表示以 为圆心，
22

2
22

2

2

)1(
31

1
2

−
+

=+
− λ

λ
λ
λ yx ）－（ )0,

1
2(
2

2

−λ
λ

学科：奥数

教学内容：动点轨迹方程的求法



为半径的圆．
1

31
2

2

−
+

λ
λ

二、代入法

若动点 M（x，y）依赖已知曲线上的动点 N而运动，则可将转化后的动点 N的坐标入

已知曲线的方程或满足的几何条件，从而求得动点 M的轨迹方程，此法称为代入法，一般

用于两个或两个以上动点的情况．

例 2 （1986 年全国）已知抛物线 ，定点 A（3，1），B为抛物线上任意一点，12 += xy

点 P在线段 AB上，且有 BP:PA=1:2，当点 B在抛物线上变动时，求点 P的轨迹方程，并指

出这个轨迹为哪种曲线．

解：设 ，由题设，P分线段 AB的比 ，),(),,( 11 yxByxP 2==
PB
APλ

∴ .
21

21,
21

23 11

+
+

=
+
+

=
yyxx

解得 .
2
1

2
3,

2
3

2
3

11 −=−= yyxx

又点 B在抛物线 上，其坐标适合抛物线方程，12 += xy

∴ .1)
2
3

2
3

()
2
1

2
3

( 2 +−=− xy

整理得点 P的轨迹方程为

),
3
1(

3
2)

3
1( 2 −=− xy

其轨迹为抛物线．

三、定义法

若动点运动的规律满足某种曲线的定义，则可根据曲线的定义直接写出动点的轨迹方

程．此法一般用于求圆锥曲线的方程，在高考中常填空、选择题的形式出现．

例 3 （1986 年广东）若动圆与圆 外切且与直线 x=2 相切，则动圆圆4)2( 22 =++ yx

心的轨迹方程是

（A） 012122 =+− xy

（B） 012122 =−+ xy

（C） 082 =+ xy

（D） 082 =− xy

解：如图，设动圆圆心为 M，由题意，动点 M到定圆圆心（－2，0）的距离等于它到

定直线 x=4 的距离，故所求轨迹是以（－2，0）为焦点，直线 x=4 为准线的抛物线，并且 p=6，



顶点是（1，0），开口向左，所以方程是 ．选（B）．)1(122 −−= xy

例 4 （1993 年全国）一动圆与两圆 和 都外切，则动122 =+ yx 012822 =+−+ xyx

圆圆心轨迹为

（A）抛物线 （B）圆

（C）双曲线的一支 （D）椭圆

解：如图，设动圆圆心为 M，半径为 r，则有

.1

,2

,1

=−

+=

+=

MOMC

rMC

rMO

动点 M到两定点的距离之差为 1，由双曲线定义知，其轨迹是以 O、C为焦点的双曲线

的左支，选（C）．

四、参数法

若动点 P（x，y）的坐标 x与 y之间的关系不易直接找到，而动点变化受到另一变量的

制约，则可求出 x、y关于另一变量的参数方程，再化为普通方程．

例 5 （1994 年上海）设椭圆中心为原点 O，一个焦点为 F（0，1），长轴和短轴的长度

之比为 t．
（A）求椭圆的方程；

（2）设经过原点且斜率为 t的直线与椭圆在 y轴右边部分的交点为 Q，点 P 在该直线

上，且 ，当 t变化时，求点 P 的轨迹方程，并说明轨迹是什么图形．12 −= tt
OQ
OP

解：（1）设所求椭圆方程为

).0(12

2

2

2

＞＞ba
b
x

a
y

=+

由题意得

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=−

,

,122

t
b
a

ba

解得

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

−
=

.
1

1

.
1

2
2

2

2
2

t
b

t
ta

所以椭圆方程为

．
222222 )1()1( tytxtt =−+−

(2)设点 解方程组),,(),,( 11 yxQyxP



⎩
⎨
⎧

=

=−+−

,
,)1()1(

11

22
1

22
1

22

txy
tytxtt

得

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−
=

−
=

.
)1(2

,
)1(2

1

21

21

t
ty

t
x

由 和 得12 −= tt
OQ
OP

1x
x

OQ
OP

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

,
2

,
2

,
2

2
22 ty

tx

ty

tx
或

其中 t＞1．
消去 t，得点 P轨迹方程为

)
2
2(

2
22 >= xyx

和 ．)
2
2(

2
22 −<−= xyx

其轨迹为抛物线 在直线 右侧的部分和抛物线 在直线yx
2
22 =

2
2

=x yx
2
22 −=

在侧的部分．
2
2

−=x

五、交轨法

一般用于求二动曲线交点的轨迹方程．其过程是选出一个适当的参数，求出二动曲线的

方程或动点坐标适合的含参数的等式，再消去参数，即得所求动点轨迹的方程．

例 6 （1985 年全国）已知两点 以及一条直线 ：y=x，设长为 的线)2,0(),2,2( QP − ι 2

段 AB在直线 上移动，求直线 PA和 QB交点M的轨迹方程．λ

解：PA和 QB的交点 M（x，y）随 A、B的移动而变化，故可设 ，)1,1(),,( ++ ttBttA

则

PA： ),2)(2(
2
22 −≠+

+
−

=− tx
t
ty

QB： ).1(
1
12 −≠

+
−

=− tx
t
ty



消去 t，得 .082222 =+−+− yxyx

当 t=－2，或 t=－1 时，PA与QB 的交点坐标也满足上式，所以点M的轨迹方程是

.0822222 =+−−+− yxxyx

以上是求动点轨迹方程的主要方法，也是常用方法，如果动点的运动和角度有明显的关

系，还可考虑用复数法或极坐标法求轨迹方程．但无论用何方法，都要注意所求轨迹方程中

变量的取值范围．

1．在△ABC 中，M为 BC边的中点，∠B=2∠C，∠C 的平分线交AM 于 D。

证明：∠MDC≤45°。

2．设 NS是圆 O的直径，弦AB⊥NS 于 M，P 为弧 上异与N 的任一点，PS 交 AB 于R，PM

的延长线交圆 O于 Q，求证：RS＞MQ。

3．在△ABC 中，设∠A，∠B，∠C的平分线交外接圆于 P、Q、R。

证明：AP+BQ+CR＞BC+CA+AB。

4．过△ABC内一点 O引三边的平行线，DE∥BC,FG∥CA,HI∥AB,点 D、E、F、G、I 都在

△ABC 的边上， 表示六边形DGHEFI 的面积， 表示△ABC的面积。

求证： 。

5．求证：△ABC 的内心I 到各顶点的距离之和不小于重心G 到各边距离之和的2 倍。

6．凸四边形 ABCD具有性质：（1）AB=AD+BC，（2）在其内部有点 P，P 点到 CD 的距离

为 h，并使AP=h+AD,BP=h+BC，求证： 。

7．设 H为锐角△ABC 的垂心，A1，B1，C1，分别为 AH，BH，CH与△ABC 外接圆的交点。

求证： 。其中等号当且仅当△ABC 为正三角形时

成立。

8．一凸四边形内接于半径为 1的圆。证明：四边形周长与其对角线之和的差值 u,满足

0<u<2。

学科：奥数

教学内容：几何不等式测试题



9.已知过锐角△ABC顶点 A、B、C的垂线分别交对边于 D、E、F，AB>AC，直线EF 交 BC

于 P，过点D 且平行于EF 的直线分别交AC、AB于 Q、R。N是 BC上的一点，且∠NQP+∠NRP

＜180°，求证：BN>CN。

参考答案

【同步达纲练习】

1．设∠B 的平分线交AC 于 E，易证 EM⊥BC作 EF⊥AB于 F，则有EF=EM，

∴AE≥EF=EM，从而∠EMA≥∠EAM,即 90°-∠AMB≥∠EAM。又

2∠MDC=2（∠MAC+∠ACD）=2∠MAC+∠ACM=∠MAC+∠AMB，

∴90°≥∠AMD+∠MAC=2∠MDC，∴∠MDC≤45°。

2．连结 NQ交 AB于 C，连结SC、SQ。易知C、Q、S、M四点共圆，且CS 是该圆的直径，

于是 CS>MQ。再证Rt△SMC≌Rt△SMR，从而 CS=RS，故有RS>MQ.

3．设 的内心为 I，由IA+IB>AB,IB+IC>BC,

即 2（AP-IP+BQ-IQ+CR-IR）＞AB+BC+CA

（1）

连 AR，∵∠AIR=∠IAR，∴IR=AR，又 AR=BR，

同理

（2）

由（1）、（2）即得 AP+BQ+CR>AB+BC+CA。

4．如图 8。

设 三边长分别为 a、b、c，IF=x，EH=y，DG=z，则依题意有

∽ ， ，（易知 OE=CF）



同理 ，所以，

由柯西不等式 ，从而

于是

5．设 G到各边距离为 由

（r 为内切圆半径），得 又

（艾尔多斯——莫德尔不等式）。故

即 AI+BI+CI≥2(r1+r2+r3)

6．分别以A、B、P为圆心，AD、BC、h 为半径作圆，三圆两两外切，EF为⊙A、⊙B 外

公切线，⊙P 与 EF 相切时h 最大，此时设AD=r,BC=R,⊙P 半径为m，则

化简得

，即

由 知命题成立。

7．由外接圆心 O向 BC作垂线 OD于 D，

则 AH=2·OD，∠DOC=∠A，故

HA=2OD=2RcosA。同理 HB=2RcosB,HC=2RcosC,由 BC 是 的垂直平分线，

，得

同理 。于是原不等式等价于



而

∴2(cosBcosC+cosCcosA+cosAcosB)

故

8．如图，

引进有关边长、对角线、角的记号，则 a+d>e,d+c>f,c+b>e,b+a>f,四式相加得

a+b+c+d>e+f,即 u=(a+b+c+d)-(e+f)>0.又四边形至少有一角 ，不妨设 ，则

且 ，同样可设 ，由圆的半径为 1及正弦定理得

.

于是 u<2等价于证明：

下面证明更强的结论：

由于

故结论成立。

9．取 BC中点 M，只需证∠MRP+∠MQP=180°，即R、M、Q、P 四点共圆。

如图，连结 ED，易知∠PEC=∠DEC，∠DEB=∠FEB，有 连结ME。

∠EMC=180°-2∠ACB，∠EDP=180°-∠ACB-∠CED。



∴∠MED=∠ACB-∠CED=∠EPC

∴△MDE∽△MEP，从而 ME2=MD·MP=MC2又∵RQ∥FP，

∴∠BRD=∠BFE=∠DCQ ∴B、R、C、Q 四点共圆。

RD·DQ=BD·CD=（BM+MD）（CM-MD）=MC2-MD2=MD·MP-MD2=MD·PD

∴R、M、Q、P 四点共圆。

即∠MRP+∠MQP=180°，当N∈BC，且∠NQP+∠NRP＜180°时，N必在 M右侧，故BN>CN。

求二面角的大小是考试中经常出现的问题，而用三垂线法作二面角的平面角是求二面角

大小的一个重要方法，许多同学在解题过程中由于没有有效地利用三垂线定理(或逆定理)作
出二面角的平面角，使得解题受阻．

我们把用三垂线定理 (或逆定理)作二面角的平面角的方法称为三垂线法，其作图模型

为：

如图 1，在二面角 —l一 中，过平面 内一点 A作 AO⊥平面 ，垂足为 O，过点α β α β

O作OB⊥l于 B(过 A点作 AB⊥于 B)，连结 AB(或 OB)，由三垂线定理 (或逆定理)知 AB⊥l(或

OB⊥l)，则∠ABO为二面角。 —l— 的平面角．α β

作图过程中，作出了两条垂线 AO与OB(或 AB)，后连结 AB两点(或 OB两点)，这一过

程可简记为“两垂一连”，其中 AO为“第一垂线”．“第一垂线”能否顺利找到或恰当作出

是用三垂线法作二面角的平面角的关键，在具体解题过程中要注意以下几点：

1．善于利用图中已有的“第一垂线”

例 1 已知斜三棱柱 ABC—A1B1C1 中，∠BCA=90°，AC=BC，A1 在底面 ABC的射影恰

为 AC的中点M，又知 AA1与底面 ABC所成的角为 60°．

学科：奥数

教学内容：三垂线法作二面角的平面角的技巧



(1)求证：BC⊥平面 AA1CC1；

(2)求二面角 B一 AA1—C的大小．

剖析：注意该题的第(1)问，事实上本题已经暗示了 BC就是我们要寻求的“第一垂线”．

略解 2 A1A与底面 AB成的角为 60°，所以∠A1AC＝60°，又M是 AC中点，所以△

AA1C是正三角形，作 CN⊥AA1于 N，点 N为 A1A的中点，连结 BN，由BC⊥平面 AA1CC1，

BN⊥AA1，则∠BNC为二面角 B一 AA1 一 C的平面角．设AC＝BC＝a，正△AA1C的边长为

a，所 以 ，在 Rt △ BNC 中， tan ∠ BNC= ，即 ∠aCN
2
3

=
3

32

2
3
==

a
a

NC
BC

BNC .
3

32arctan=

例 2 如图 3，在底面是直角梯形的四棱锥 S—ABCD中，∠ABC＝90°，SA⊥面 ABCD，

SA=AB=BC＝1，AD＝
2
1

(1)求四棱锥 S—ABCD的体积；

(2)求面 SCD与面 SBA所成的二面角的正切值．

剖析：由 SA⊥面 ABCD及∠ABC=90°，不难发现，BC即为“第一垂线”，但是，本题

要作二面角的平面角，还需首先作出二面角的棱．

略解 2 延长 BA、CD相交于点 E，连结 SE，则 SE是所求二面角的棱，因为 AD∥BC，

BC=2AD，所以 EA=AB=SA，所以 SE⊥SB，因为 SA⊥面 ABCD，得面 SEB⊥面 EBC，EB是

交线，又 BC⊥EB，所以 BC⊥面 SEB，故 SB是 CS在面 SEB上的射影，所以 CS⊥SE，所

以∠BSC是所求二面角的平面角，因为 ，BC=1，BC⊥SB，因为 tan222 =+= ABSASB

∠BSC= ，即所求二面角的正切值为 ．
2
2

==
SB
BC

2
2

2．借助第三个平面，作“第一垂线”

例 3 如图 4，正三棱柱 ABC—A1B1C1 的底边长为 a，侧棱长为 ，若经过对角线 AB1a
2
2

且与对角线 BC1 平行的平面交上底面一边 A1C1 于点D．
(1)确定点 D的位置，并证明你的结论；

(2)求二面角 A1—AB1—D的大小．

剖析：由线面平行的性质定理及三角形中位线性质，易知 D是 A1C1 中点．二面角 A1

—AB1 一D的放置属于非常规位置的图形，但是，容易发现，平面 A1B1C1 过点D且与平面



A1AB1 垂直，这样的平面相对于二面角的两个平面而言，我们称为第三个平面．过D作 DF
⊥A1B1，由面面垂直的性质知，DF⊥面 A1AB1，即 DF为我们要作的“第一垂线”．

略解 2 在平面 A1B1C1 内，作 CF⊥A1B1 于 F，连 DC，由三垂线定理可证 AB1⊥DG，

∠DGF 就是二面角 A1—AB1 一 D的平面角，在正△A1B1C1 中，因为 D是 A1C1 中点，A1B1

＝a，所以 ， ，在 Rt△DFG，可求得∠DCF=45°．aFB
4
3

1 = aDF
4
3

=

3．利用特殊图形的定义、性质作“第一垂线”

例 4 已知：Rt△ABC的斜边 BC在平面 内，AB、AC分别与平面。成30°和 45°角 ，α
求平面 与△ABC所在平面所成二面角的大小．α

剖析：本题中没有相对于二面角的两个平面的第三个平面可以借助，但是，我们注意到

AB、AC与平面 所成的角均已给出，只要过 A作 AO⊥ 于 O，就可以同时找到 AB、ACα α
在平面 内的射影，无疑这样得到的“第一垂线"AO有着非常特殊的位置，有利于二面角α
大小的计算．

解：作 AO⊥ 于 O，OD⊥BC于 D，连 OB，AD，OC，由三垂线定理得：AD⊥BC，α
所以∠ADO是二面角 A—BC—O的平面角，令 AO＝x，在 Rt△AOB中，∠ABO＝30°，所

以 AB＝2x，在 Rt△AOC中，∠ACO＝45°，所以 ，因为∠BAC=90°，所以xAC 2=

，所以 。xBC 6= x
x
xxAD

3
32

6
22

=
⋅

=

在 Rt△AOD中，sin∠ADO ，所以∠ADO＝60°，所以三角形 ABC与面
2
3

==
AD
AO

成 60°或 120°的二面角．α

学科：奥数



一．选择题（以下每题的四个选择支中，仅有一个是正确的）

1．－7 的绝对值是（ ）

（A）－7 （B）7 （C）－ （D）

2．1999－ 的值等于（ ）

（A）－2001 （B）1997 （C）2001 （D）1999

3．下面有 4个命题：

①存在并且只存在一个正整数和它的相反数相同。

②存在并且只存在一个有理数和它的相反数相同。

③存在并且只存在一个正整数和它的倒数相同。

④存在并且只存在一个有理数和它的倒数相同。

其中正确的命题是：（ ）

（A）①和② （B）②和③

（C）③和④ （D）④和①

4.4ab c 的同类项是（ ）

（A）4bc a （B）4ca b （C） ac b （D） ac b

5．某工厂七月份生产某产品的产量比六月份减少了20％，若八月份产品要达到六月份的产

量，则八月份的产量比七月份要增加（ ）

（A）20％ （B）25％ （C）80％ （D）75％

6． ， ， ， 四个数中，与 的差的绝对值最小的数是（ ）

（A） （B） （C） （D）

7．如果 x=― , Y=0.5,那么 X ―Y ―       2X 的值是( )

(A)0 (B) (C) (D) ―

教学内容：数学竞赛训练题



8.ax+b=0 和 mx+n=0 关于未知数x 的同解方程，则有（ ）

（A）a +m >0. （B）mb≥an.

（C）mb≤an. （D）mb=an.

9．（－1）＋（－1）－（－1）×（－1）÷（－1）的结果是（ ）

（A）－1 （B）1 （C）0 （D）2

10．下列运算中，错误的是（ ）

（A）2X ＋3X ＝5X （B）2X －3X ＝－1

（C）2X ·3X ＝6X （D）2X ÷4X ＝

11．已知 a<0,化简 ，得( )

(A) 2 (B) 1 (C) 0 (D) －2

12．计算（－1） ＋（－1） ÷|－1|的结果是（ ）

（A）0 （B）1 （C）－1 （D）2

13．下列式子中，正确的是（ ）

（A）a ·a =a . （B）(x ) =x .

（C）3 =9. （D）3b·3c=9bc.

14.－|－3|的相反数的负倒数是（ ）

（A）－ （B） （C）－3 （D）3

15．十月一日亲朋聚会，小明统计大家的平均年龄恰是 38岁，老爷爷说，两年前的十月一

日也是这些人相聚，那么两年前相聚时大家的平均年龄是（ ）岁。

（A）38 （B）37 （C）36 （D）35

16．若 a<0,则 4a+7|a|等于( )

(A) 11a (B)－11a (C) －3a (D)3a

17．若有理数 x. y满足|2x-1|+(y+2) ＝0，则 x. y的值等于（ ）



（A）－1 （B）1 （C）－2 （D）2

18．有理数 a, b, c在数轴上对应的点如图所示：则下面式子中正确的是（ ）

（A）c + b > a + b. (C)ac > ab

(B)cb < ab. (D) cb > ab

19．不等式 < 1 的正整数解有（ ）个。

（A）2 （B）3 （C）4 （D）5

20．某计算机系统在同一时间只能执行一项任务，且完成该任务后才能执行下一项任务，现

有 U，V，W 的时间分别为10 秒，2分和 15分，一项任务的相对等待时间为提交任务到完成

该任务的时间与计算机系统执行该任务的时间之比，则下面四种执行顺序中使三项任务相对

等候时间之和最小的执行是（ ）。

（A）U，V，W． （B）V，W，U

（C）W，U，V． （D）U，W，V

21．如图，线段 AD，AB，BC 和 EF 的长分别为 1，8，3，2，5 和 2，记闭合折线AEBCFD 的

面积为 S，则下面四个选择中正确的是（ ）

(A) S=7.5 (B) S=5.4

(C) 5.4<S<7.5 (D)4<S<5.4.

22．第一届希望杯的参赛人数是 11万，第十届为 148万，则第届参赛人数的平均增长率最

接近的数值是（ ）。

（A）21.8%. (B) 33.5% (C)45% (D) 50%

23．已知 X 和 YI 满足 3X＋4Y＝2，X－Y<1，则（ ）。

（A）X＝ （B）Y＝－

（C）X> (D) Y>－

24．下面的四句话中正确的是（ ）

A．正整数 a和 b的最大公约数大于等于 a。

B．正整数 a和 b的最小公倍数大于等于 ab。



C．正整数 a和 b的最大公约数小于等于 a。

D．正整数 a和 b的公倍数大于等于 ab。

25．已知 a≤2，b≥－3，c≤5,且 a－b＋c＝10，则 a＋b＋c的值等于（ ）。

（A）10 （B）8 （C）6 （D）4

答案与提示：

1． －7 的绝对值是它的相反数7。 选 B。

2．1999－

＝

＝1＋2000＝2001 选 C。

3．既然只有零和它的相反数相同，所以①不正确，②是正确的，另外 1与－1 都等于其倒

数，因此④不正确，③是正确的。所以选择 B。

4．根据同类项定义判定。选择 C。

5．设六月份产量为 A，则七月份产量为 。

设八月份比七月份要增加 X 才能达到六月份产量 A，则 ，解得

所以八月份的产量要比七月份的增加 ℅。选 B。

6． 其实，要比

较 的大小，易知 最小，与 的差的绝对值最小的

数是 选 D。

7．



＝

＝ 选 C

8．（1）若 则 ，因此 所以有

（2）若 则必有 则也有 故选 D。

9．（－1）＋（－1）－（－1） （－1）÷（－1）＝（－2）－（－1）＝－1 选 A。

10．其中（A）、（ C）、（ D）运算都是正确的，而（B）的运算 是错误的，事

实上正确运算应为 。 选 B。

11．当 <0 时，

∴ 选 D。

12． 选 A。

13 ．由 于 ，所 以 A 不正 确 ； 又 ，所 以 B 不正 确 ；

所以 C不正确； D 是正确的。 选D。

14．－ 的相反数 － 的相反数的负倒数，也就是 的负倒数，等于

选 A。

15．设参加聚会共 个人，其年龄分别为 则 即



两年前，这 个人的年龄依次为 所以其平均年龄为：

＝ 所以选 C。

16．∵ <0， ∴ 选 C。

17．由 可知 所以 选 A。

18．图中可见 < <0<1< , 由 < ,则有 < ,(A)不真; 由 < 且 >0,则有

< ,(C) 不真；由 c<a且 b<0,则有 > 不真而真，所以选D。

19．由 ∴ 的正整数角为 1，2，3，4 共 4 个，

选 C。

20．顺序 A的三项任务相对等待时间之和为

顺序 B的三项任务相对等待时间之和为

顺序 C的三项任务相对等待时间之和为

顺序 D的三项任务相对等待时间之和为

比较知 最小。选 A

21．由图可知 S小于宽为 2.5，长为3 的矩形的面积，大于宽为1.8 ，长为 3的矩形面积，

即 。 选 C



22．设每届参赛人数的平均增长率为 ，由题意知， 满足关系式 11 ＝148，所以

即

而 ， ，

可见 30％ 选 B。

23．因为 所以 ，代入 ，得出

24．3 是 6 和 9 的公约数，小于6，所以排除 A；6和 9的最小公倍数是 18，小于54，所以

排除 B、D。自然数 与 的最大公约数小于等于 是成立的。

选 C

25．由 得 如果 中有一个成立，则 所以，当

时，只能 进而 。

选 D

【内容综述】

本讲就数学学法中常用的几个策略作了介绍，第一就是要不断掌握有用的先进武器——

数学公式、定理；第二，要加强对数学概念的学习理解，在一些利用概念分析，可能减少计

学科：奥数

教学内容：数学学习中的学法指导



算一的试题中，应尽量减少计长算量，提高解题效率；第三，提供了一个面对较难试题的思

维策略：反客为主，欲擒故纵……第四，其它

【要点讲解】

§1.1.1.1. 武器精,,,,巧解题

若能不断掌握一些有用的课外公式,无论是解高考试题,还是解数竞试题都是有用的，尤

其是高考现今强调创新，出活题考能力；而高中数竞一试又往高考靠，并且数竞从来就是在

出活题考能力（当然它要求的知识面更广，基础更坚深），二者关系极为密切，这一节，我

们介绍两个课外的有用公式实理，供大家参考。

1．等差数列 中，

①

证明

例 1.设等差数列 满足 且 Sn 为其前 n 项之和，求 Sn 中最大者。

（1995 高中全国数竞赛题）

分析：若等差数列 中，满足

则 Sn 最大。或当 Sn=Sm时， 取最大值

解：

由题设： 得

故由等差数列前 n 项和是二次函数，可见 是最大和

说明 本题若用常规解法，就需由题设 ，求得 再去解

求得 n=20.计算量较大。

例 2.等差数列 ， 的前 n 项和分别为 Sn 与 Tn，若

（1995 年全国高考试题）

分析 本题若按解答题做，推理、论证计算相当繁杂，但若利用公式①就非常简单

解



∴

例 3.设等差数列的前 n 项和为 Sn,已知 , 求公差 d 的取值范

围.

解:

即

又∵

故

2．三面角余弦公式

在如图三面角 O—ABC 中。设面角∠AOB=Q,
∠AOC=Q1，∠BOC=Q 2, 二面角 A—OC—B
大小为 ，则有公式

，②

称为三面角余弦公式或三射线定理。当 时，就是主几课本中复习题的公式。它的证

明可在如图的基础上，作 CA、CB 分别垂直 OC、于 C、连 AB，分别在△AOB、△AOC、

△BOC 得用三角函数可分别将 AB、BC、AC 用 Q、Q1、Q2及 OC 的关系表出，最后再在△

ABC 中利用余弦定理求得公式②

本公式无论在高考试题还是竞赛试题,多有应用。

例 4.已知二面角 M—AB—N 是直二面角，P 是棱上一点，PX、PY 分别在平面 M、N

内，且 。求 大小?(1964,北京赛题)

解:利用三面角余弦公式



得

∴

例 5. 已 知 四 面 体 S—ABC 中 ， ，

，设以 SC 为棱的二面角为 ，求 与 、β关系。

解：由三面角余弦公式及题设，得

，

，故有

解之，得

例 6.已知正四棱锥 P—ABCD 的侧面与底面夹角为 L，相邻两侧面的夹角为β,求证：

（1981 上海竞赛题）

证：设 PO 是棱锥的高，O 是底面 ABCD 的对角线交点

作 OE⊥AD，

则 PE⊥AD，

从而∠PEO 是侧面与底面所成角 ；

作 BF⊥PC，连 DF，易证∠DFB 即两侧面间所成二面角的平面角β.

设侧棱长为 a，底面边长为 b。则侧高为 ，则由三面角余弦公式有

=



=

=
又由三面角 P—BCD 知

∴

例 7.如图正方形 ABCD 所在平面与正方形 ABEF 所在平面成 面角，则异面直线 AD 与

BF 所成角的余弦是_____________。（ 1996 年全国高考试题）

解 ∵AD，BF 所成角，即 BC 与 BF 所成角，由三面角余弦公式，有

说明：由上面几道在高中竞赛或全国高考试题解答中，显然课外的公式，担供了极其简

捷的解法，若不用这二公式，尽管问题也能解决，但要繁杂得多



这里我们才给了两个课外的有用公式，在本教程的其它章节，更介绍了许多有用的方法

和公式定理，也希望同学们在今后的解题实践中，不断总结，发现更多更好的解题方法，策

略和武器，为不好数学，争取得更大成绩而努力，

§2 大概念 小计算

要学好数学，一定要重视概念的学习

例 8.已知集合

的值。

（1987．全国赛题改编）

分析：根据集合元素的互异性，由 N知 X，Y皆不为 0，又由M=N，故知 可见

，从而 xy=1，进而x、y 可求

解：由题设知 x、y≠且 xy=1，∵ 且 M=N，∴ 解方程组

得 x=y=-1，舍去x=y=1(∵与元素互异矛盾)

代入原式=-2+2-2+…-2= -2.

说明：这时重在概念分析，计算量较小。

也可发先就 x、y是否为 1讨论后得出原式=4002

或 ；进而去求 x、y的值，舍去 4002-解，得出-2的正确结论。

例 9.过抛物线 的焦点F 作一直线交抛物线于P、Q 两点，若线段 PF与 FQ

的长分别是 p、q，求 的值

（2000 年全国高考）

分析：本题若按解答题作，需对一般情况进行计算，比较繁杂，而若概念清楚，再结合

抛物线道径长，可见令 p=q即可迅速求解。

解 令 p=q，则

由抛物线 ，可见 ，根据通径长为 ，应

选 C。

例 10 如图, OA是圆锥底面中心 O到母线的垂线，OA 绕轴旋转一周所得曲面将圆锥分成

体积相等的两部分。求母线与轴的夹角的余弦值



分析 若能洞察旋转体体积求法真谛，本题从题设可转化为以PO 原圆锥体积之半，于是

可轻松地得出方程

解 设原圆锥母线长为 1，则底半径经 ，（ 为圆锥顶角之半），高

， ，设 AD⊥PO于 D，则

于是

由 ，得

解得 ，

应选 C
说明：在这一节中，我们主要介绍了解题中减少计算量的一种方法，希望同学们加强概

念理解，尽量通过多思，找到巧解妙算解决问题的办法。在今后的章节中，我们还会介绍更

多的不同于课内知识的数学概念和方法，希望大家能够认真学习，掌握各类问题的解法。

§3333 反客为主，欲擒故纵

数学习题的解决，往往都不是一帆风顺而是充满艰险的。

例 11.若

试求 的值

分析 欲求有关 的下弦，要先去求有关β的函数关系β( ),然后再消去β从而得出

的欲求值,这种策略,不妨称之为“反客为主，欲擒故纵，”在很我场合这种策略行之有效。



解 由①得

由②得

.
于是

化简得

∴ (已舍绝对值>1 的另根)

例 12.已知

求证：

分析 题设中有 的三角函数，并有参数 a、b、c。但题断中不含 的三角函数，可见

应设法消去 ，为此应先求出 关于 a、b、c 的关系，再设法消去 。

证：由已知易得

由①可见

代入②，再化简即得

说明：这一节，我们介绍了一种遇到疑难问题时，可能采用的解决问题的思想方法，也

即是战争中的正面强改不下时，就考虑迂回进攻的战略战术，在数学竞赛试题的解决中，应

时刻准备应予这种情况的出现。

例 13.当 x=-1,x=0, x=1, x=2 时，多项式 取整数值，求证：对

于所有整数 X，这个多项式都取整数值。（1988 俄）

证：注意到 （★）

由题设知

d=p(0), a+b+c+d=p(1),
都是整数，故 a+b+c 也是整数。又



p(-1)=2b-(a+b+c)+d
是整数，故 2b 也是整数，而

p(2)=6a+2b+2(a+b+c)+d

是整数，可见 6a 也是整数。又易证 是整数，从而由（★）

可证各 P(x)是整数。

说明 为证 P（x）是整数，就需证明 a、b、c、d 是整数系数，这里借助于构造★式,转
证 6a、2b，a+b+c，d 为整数，从而证出 p（x）是整数，这也是迂回证法，竞赛数字中采用

的方法很多，希望大家认真,能认真坚持学习。

【同步达纲练习】

1．①试通过已知锥体,台体公式，概括出一般的拟柱体公式

其中 分别表示上、下底面积， 表示中截面积。

②用上述公式求解

若三棱柱 ABC— 中，若E、F 分别为AB，AC 中点，平面E F 将三棱柱分成体积为

， 的两部分,则 ： =________.（1990 年全国高考题）

★★2.设|m|≤2，试求关于 x的不等式

恒成立的 x取值范围

★★3.关于 x的方程

有实根,求实数 a的取值范围.



参考答案

【同步达纲练习】

1．①注意利用 ；

②特殊化原三棱柱为边长为 2的正三棱柱，易求得 ，代入拟

柱体公式，得

2．构造函数 ，求系数 x范围。

(Ⅰ)当|x|>1 时,

(Ⅱ)当|x|<1 时,

(Ⅲ)|x|=1 时, X=1

综上， ，原命题成立。

3．解关于 a的方程，得

(Ⅰ)当

(Ⅱ) 时,

当

(Ⅲ)又由

可见 时 故


