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中文摘要

本文主要研究了二元极值分布的定义、分布函数、吸引场以及谱测度的

估计量．第一章介绍了极值统计发展的历史和经典的极值理论；第二章介绍了

二元极值分布函数的性质，研究了如何利用指数测度与谱测度推导二元极值分

布函数的具体形式，介绍了二元分布函数属于极值吸引场的充要条件，并做了

相关证明；第．i章介绍了相关结构函数定义及作用，给出了一种谱测度的估计

方法并做了相应的统计分析．

关键词：二元极值分布，吸引场，指数测度，谱测度，相关结构函数．
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Abstract

In this dissertation，the definition of bivariate extreme value distribution，

the distribution function，domain of attraction and the estimator of spectral

measure are learned． Chapter 1 introduces the history of extreme value

statistics developed and the classical extreme value theory．In chapter 2，the

characters of bivariate ex仃eme value distribution function are introduced and

the specific forms of the distribution function are calculated using the exponent

measure and the spectral measure．A SU街cient and necessary condition of a

distribution function be in its domain of attraction iS found and proved．some

propositions are proven，too．In chapter 3，the definition and use of Copula is

introduced，an estimator of the spectral measure is given and some statistical

analysis are made．

Key Words：Bivariate Extreme Value Distribution，Domain of

Attraction，The Exponent Measure，The Spectral Measure，The

Copula．
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第1章 经典的极值理论

1．1极值理论的历史发展与应用

在统计文献中，最早讨论极值是1824年J．B．J．Fourier的一篇文章，他认

为与正态分布均值偏离了二个标准差的平方根的三倍的概率大约为五万

分之一，RIJP{IX一弘I>3v'互7)≈1／50000，因此可能完全忽略这类观测．

类似地，按通常的3盯原则，认为正态样本的有效范围应在均值正负三个标

准差内．实际上，这些说法都不够完善．1877年Helmert指出，这类问题的

提法应该与样本量有关．因为当样本量趋于无穷时，有更多的机会使样本

最大值出现在分布的尾部，正态总体的样本最大值也应该趋于无穷．因

此，从理论上说，样本最大值与总体均值的距离大于任一固定常数的事件

终究要发生．3口原则对小样本来说有点保守，而对大样本又太宽松．极值

理论就是说明极值大小与样本量之间关系的理论．

极值的近代理论开始于德国．1922年，L．VOI'I Bortkiewicz研究了正态分

布的样本极差【1】，这个问题的意义在于告诉大家，来自正态分布的样本

最大值是一个新的随机变量，具有新的分布，因此Bortkiewicz是第一个明

确提出极值问题的统计学家．1923年，德国的R．von Mises研究了样本最

大值的期望[2]，这是研究正态样本极值的渐进分布的开始．极值理论的

真正发展是E．L．Dodd在同年的工作，他首先研究了一般分布的样本最

大值[3]．最重要的结果是1925年L．H．C．Tippet的正态总体各种样本量的

最大值及相应概率表、样本平均极差表[4】．1927年，M．Fr色chet发表了第

一篇关于最大值的渐进分布的论文【5]，指出来自不同分布，但有某种共

同性质的最大值可以有相同的渐进分布，还提出了最大值稳定原理．但

他的文章底分布的类型不常用，因而没有得到应有的重视．1928年，R．A．
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Fisher与L．H．C．Tippet发表的文章[6]，现在认为是极值分布渐进原理的基

础，他们不仅与Frdchet独立地找到了Frdchet分布，而且还构造了另外二个

渐进分布，即极值类型定理．在这篇文章中，他们第一次描述了正态样本

的最大值分布，指出收敛速度是极其缓慢的，这就是以往研究中遇到困难

的原因．

1936年，R．von Mises提出了最大次序统计量收敛于极值分布的简

单有用的充分条件【7】．1943年B．Genedenko给出了类型定理的严格证

明[10]，建立了严格的极值理论，给出了极端次序统计量收敛的充分必要

条件．最后，由De Haan进一步研究TGnedenko的工作，将这些结果联系起

来，完全解决了吸引场问题[14][8]．1987年S．I．Resnick研究了独立同分布

随机向量，给出了极端次序统计量的联合分布[1l】，多元极值分布第一次

出现在本书中．

极值理论是数学在近代工程、环境及风险管理问题应用中取得的最

成功的重要例子．近几十年来，极值理论已发展成为应用统计中一种非常

重要的统计方法，在许多领域都有广泛的应用．

在金融市场，极端事件本身就非常令人关注．近年来，国际上金融危

机不断发生：1987年的较大范围的股市崩盘，1995年2月26日具有233年

悠久历史的英[Barings银行宣布破产，美[]Orange县政府的破产，日本大

和银行巨额交易亏损等．特别是1997年以来的亚洲金融风暴使许多金融

机构陷入困境，对我国也有某些直接影响，国内金融界对金融风险有深

刻的体会，关于金融风险的研究也正在深入．风险管理的基础和核心是

风险测量，对金融市场，就是研究由于市场因子的不利变化而导致金融

资产价值损失的大小．现在VaR(Value at Risk)及极值理论已成为主流方

法。VaR是一种能全面测量复杂证券组合的市场风险的方法．简单的说，

VaR的概率意义即是损益分布的分位点，估计处于分布尾部的高分位点

正是极值理论的最显著特点．
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推断性统计是研究如何有效地从已经得到的受随机性影响的观测数

据提取出尽可能可靠、精确的信息．极值统计则是研究随机变量，或一个

过程的取值特别大或特别小情况的随机性质．举一个例子，上海地处长江

入海口，3．2m以下的低洼地面积占全市面积的五分之一以上，黄埔江流经

市中心，上海市又频受台风侵袭，必需修建防汛墙以抵御洪水对上海市的

侵袭．那么防汛墙应修多高比较合适呢?1990年上海提出的远景防汛标

准应为抗御万年一遇的高水位．这是一个目标，在此目标下，需要估计黄

浦公园和吴淞站的相应水位最高能达到多少．这里，我们关心的不是长

江、黄浦江的日常水位，而是汛期的最高水位．吴淞站和黄浦公园站建设

时间不长，实际观测资料都不足一百年，如何由这些历史相对较短的资料

估计未来较长时间内上海可能遇到的最高水位，这是极值统计应该研究

的问题．假定X】，尥，⋯是吴淞站记录的黄浦江每小时的水位高度，则

％=max{X1，⋯⋯，．‰)

为几个观测期最高水位高度．在X1，X2，⋯是独立同分布随机变量假定下，

如果我们知道Xi的分布和n，那么％的分布就能精确地计算出来：

P(^％≤X)=P(X1≤X，⋯⋯，叉_≤z)

=P(X1≤X)⋯⋯P(Xn≤z)

=Fn(z)

这里，F(z)是X的分布函数．但实际上X的分布并不知道，因此就不可能

精确计算螈的分布．然而，在相当广泛的条件下，当佗一oo时，经适当规

范化，可以得到％的渐进分布．对于较大的n，用这个渐进分布作为％分
布的近似，称为经典模型．
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1．2一元极值简介

定义1．2．1．设X1，施，⋯⋯是独立同分布随机变量序列，分布函数

为F(z)，如果存在常数列．[nn>o)和{％)，使得

1im Pf竺竺堕茎L茎量二二二二立鱼出≤z’ ： lim Fn(。nz+bn)
n。。o L an J 扎。。。

=G(z)，z∈C(G)．(1．2．1)

成立，则非退化的分布函数G称为极值分布．其中C(G)表示分布函数G的

连续点全体．

定理1．2．1．(Fisher and Tippet(1929)，Gnedenko(1943))([10][6])

极值分布函数G为以下形式：

G1(z)=exp(--(1+，yz)一寺)， 1+3,x>0，，y∈Ⅱ毫． (1．2．2)

根据7的不同取值G1(z)可分为pA-F--种类型([9])：

Fr6chet：圣Qcz，={曼p。一z一口，，三三吕：Q=专>。．
呲ull：吣垆怦卜卜功叮’我Q 11>0．
Gumbel： ao(x)=exp--e川)，一oo<z<+oo， 7=0．

pA上--种分布统称为极值分布．当Q=1时，垂o(z；1)，ⅢQ(z；1)分别称

为标准n4chet分布和标准Weibull分布．
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对非减函数，，定义，的左连续反函数，。如下：

．厂’(z)：---inf{y：f(y)≥z)．

设F是分布函数，记u(￡)：=F'--(1一÷)，t>1；D7(z)：=G}(￡一圭)

定理1．2．2．对，y∈R，下面的几种说法等价([8])：

1． 存在实常数a凡>0和6n使得：

nl。im。。F几(。nz+k)=G7(z)=exp{一(1+，yz)一弓1)， (1．2．3)

其中z，1+"yx>0．

2．存在正函数a，使得：

lim学：DT(t---*oo a t 加竿， (1．2．4)
()

7

，y
。 、

其中z>0．当，y=0时，上式右端等于logx．

3．存在正函数a，使得：

．1im t(1一F(a(t)x+U(亡)))=一log G1(z)=(1+，yz)一专， (1．2．5)
￡—}oo

其中X∈R，1+7x>0．

4．存在正函数．厂，使得：

lim上掣孥掣：(1+，y圹彳1， (1．2．6)船—T可酉一。【H倒'' ⋯内J

其中z∈R，1+"yx>0，z+=sup{x：F(z)<1)．

定义1．2．2．如果(1．2．3)式对某个7∈R成立，称分布函数F属于G1的吸引

场，记为：F∈9(a1)．

定义1．2．3．称终极为正实值的Borel可测函数-厂在OO处是正规变化的，如果
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对任意X>0，

舰而f(tx)=zQ，cV E R． (1．2．7)

此时称Ol为正规变化函数的指标，记，∈Ru(Q)．

记z+=sup{x：F(x)<1)，称为F的右端点．由文献[8]有如下基本结

论：

定理1．2．3．分布函数F属于极值分布G1的吸引场当且仅当：

1．对7>0，有：

Jim掣：z一{， z>o． (1．2．8)熙丁j酉2 z 1， z刈‘ ⋯岱’

即函数1一F是正规变化函数，指标为一三．

2．对，y>0，z+是有限的，且

lim#掣：z一÷， z>o． (1．2-9)船丁专商础'， D u ¨2桫)

3．对7>0，z+可有限也可无限，且

瓣等等产一e-。，x E R．(1．2．10，

其中，为一个适当的正函数．如果(1．2．10)E某个，成立，这时对V￡<z+有：

斤。(1一F(s))ds<。o，且可取

邢)=嘴m锄+．
定义1．2．4．对于给定的分布函数F(z)，如果存在序YIJ{an>o)，{k)，使得

F佗(onz+bn)=F(z)，
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则称分布函数F(z)是最大值稳定分布．

对于极值分布G7(z)=exp{一(1+，yz)一÷)，取on=n7，bn=掣，则

Gn⋯(a，X+％)=exp<一岬+7(nTx+n'r7-1)‘)
=exp{一n(1+nT'yx+n7—1)一÷)

=exp{一n(n1(Tz+1))一；)

=exp{一(7z+1))一；}

=G，y(z)，

因此极值分布G1(z)是最大值稳定分布．

对于Gumbel分布，取an=1，bn=log几，贝IJC'd(x十logn)=

exp{一ne(叫-109仃)}=exp{一佗e川佗_1)=Go(z)，所以Gumbel分布是最大

值稳定分布．

引理1．2．1．F是最大值稳定分布，则与F同类型的分布，[1PVa>0，b∈

R，H(x)=F(ax+6)也是最大值稳定分布．

证明 对序列口礼>0，bn，

Hn(onz+bn)=F礼(o(o竹z+bn)+b)

=Fn(on(ax+b)+abn一60n)

=F(ax+b)

=日(z)．

因此，日(z)也是最大值稳定分布．
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所以，Fr6chet分布和Weibull分布都是最大值稳定分布．事实上，分别

取。佗=nl／a，b礼=O$1an=?2-1加，k=0，不难验证

Cn(n1／Qz)=圣a(z)，ⅢnQ(n一1／Qz)=Ⅲa(z)．

由文献[22]定理3．2．2可知：一个分布函数F(z)是最大值稳定分布，当

且仅当F(z)是上述三种类型的极值分布之一．

一8_一
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第2章二元极值分布函数

2．1二元极值的定义与性质

与一元极值不同，二元极值的定义方法一般有两种．一种方法是按各

分量同时达到最大值来定义二元极值，然后通过规范化分量最大值的渐

近联合分布来获得二元极值分布；另一种方法是考虑基于至少在一个分

量上达到最大的观测值的极限点过程．本文主要讨论第一种情况．在文

献[8]中作者考虑了如下定义：

定义2．1．1．设(xl，Ⅵ)，(X2，K)，⋯⋯是独立同分布随机向量，分布函数

为F．若存在-ytJ常数a札，cn>0，bn，dn∈酞，使得

lim Pf竺盟垫二益盐≤z，竺堕鳖坐≤y’}
n-'-'*00 L nn cn J

=G(z，可)，V(z，Y)∈C(G)． (2．1．1)

其中G(z，可)是具有非退化边缘分布的二元分布函数，C(G)表示所有G的

连续点．则极限分布函数G称为二元极值分布．

那么，G(z，可)是怎样的分布函数呢?

由(2．1．1)式可得出两个一维边缘分布的收敛性．即：

lira PJ竺坚丝坠』盟尘
rt---,co L an

lim PJ竺坚坠．堡二．：必
'／7,'---*00 L Cn

≤z>=∞，毗

≤可)=G(oo，n

(2．1．2)

(2．1．3)
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所以，由定理1．2．1，对常数列on，an，bn，dn存在71，仇∈瓞，使得

a(z，OO)=exp(-(1+71x)一百)， (2．1．4)

G(∞，Y)=exp(-(1+72Y)一瓦)． (2．1．5)

函数G及其两个边缘分布都是连续的．

定理2．1．1．设存在一列实常数an，an>0，bn，dn，使得

lim Fn anz+b几，any十dn)=a(x，箩)，

G的边缘分布标准化如(2．1．4)和(2．1．5)，则对月(z)：=F(x，o。)，足(可)：=

F(oo，y)，和矾(z)=印(1一三)，i=1，2，有：

lim Fn(UI(nz)，u2(佗可))=Go(x，∥)，z，Y>0． (2．1．6)
扎—}o。

其中，Go(z,可)：=G(兰孚，吐7兰2 1z，且71，72为(2．1．2)-(2．1．5)中的边缘极值

指标．

证明 设R(i=1，2)是F的边缘分布函数，则存在正函数凸i(￡)，i=

1，2，使得

lim鲨兰上：堕2：兰兰， (2．1．7)
t---,oo ai(t) 坼

’ 、

且

熙丽ai(tx)=扩，z>。．
而且(2．1．2)．(2．1．5)对以下on，an，b竹，dn成立：

bn：=阢([n】)，dn：=巩([扎】)，an：=al(M)，Cn：=02(【n])
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故(2．1．7)式又可写为：

1im
n—+oo

U1(Ttx)一b凡 XqX．——1=——-
71

lim—U2(ny—)-d．：里竺． (2．1．8)
n。o。 ％ "72

现在我们回至lJ(2．1．1)式，将(2．1．1)写为分布函数F形式：

nl。im。。Fn(anz+6n，cn可+dn)=O(x，可)· (2·1·9)

特别地，如果zn_肛，批_∥，则由G的连续性和F的单调性，可得：

令

Zn：2

lim Fn(onxn+bn，％‰+dn)=G(p，z，)， (2．1．10)
n---*OO

U1(nx)一％
． Yn：2

an

利用(2．1．8)和(2．1．10)式可得出：

注2．1．1．记

U2(ny)一dn
， z，Y>0．

溉州晰巩嘶州=G(z7'F-1，等)．

％：=max(去，
％：=max(

’1一n(．‰)

1一F1(M)’ ’1一F1(碥)

倘若F有连续的边缘分布Fl和尼，贝JJ(2．1．6)式等价于

lim P(仉厂n≤nx，Yn≤ny)=Go(x，∥)，X，Y>0．
n—+o。



南京师范大学硕上学位论文

证明上式左端等价于

nl。im。。P<max(礼溉⋯一，％)≤叮(1

max(r,溉⋯一，K)≤巧(1一南))
=lim P{max(X1，X2，⋯⋯，％)≤U1(nx)，

n—_+o。

max(V1，硷，⋯⋯，碥)≤％(扎可))

lim F几(U1(nx)，耽(n箩))
n--'’00

Go(x，Y)

由此可看出，如果将边缘分布标准化，即：F(x)=1—1z，z≥1，则一个简

化的极限关系成立了．这意味着，在确定极限分布的问题中，边缘分布已

不再起决定作用．

推论2．1．1．对任意满2=o<Go(x，Y)<1的(z，∥)，都有

lira．．n{1一F(U1(钆z)，巩(佗秒)))=一109Go(x，可)． (2．1．1 1)
n—+oo

证明对(2．1．6)式两边同时取对数，可得：

lim—nlog{F(巩(礼z)，觇(佗剪))】-=一logGo(x，∥)． (2．1．12)
n_oo

由于F(Ul(nx)，巩(佗秒))_1，因此

一109F(U1(礼z)，％(佗∥”．1
1一F(U1(孔z)，U2(ny))

‘

即一logF(Ul(nx)，u2(ny))-与l—F(Ul(nx)，巩(凡秒))等价，因此由(2．1．11)式

可得结论成立．

一12一
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我们也可得到此推论的扩展：

推论2．1．2．对任意(z，∥)，满足0<Go(x，Y)<1，都有

￡l—im。。t{1一F(Ul(tx)，巩(圳)=一log Go(x，可)， (2·1·13)

其中t为实数．

证明 由定理1．2．2(3)$IJ用以下不等式

㈦{1一F(U1([胡z)，巩(M可)))≤t{1一F(巩(tz)，巩(幻)))

≤㈣(1+亩){1一F(u·(嘲z(1+两1))，巩(嘲可(1+亩))))．
以及(2．1．11)式可得结论．

2．2指数测度

取o>0，定义：

风如可)：=1--『=1-币F(U而1(nx丽),U2(ny))，
其中，(z，Y)∈Ⅱ匙车：=【0，Oo)2且max(x，!，)>o，佗=1，2，⋯⋯．

易知％，口是如下概率测度R，口的分布函数：

Pn，口(x<z，Y<Y)=三k，n(z，秒)， (2．2．1)

对所有的n，概率测度R，n定义在R辜＼[0，o】2上．1主t(2．1．1 1)式可知：对所有

满足max(z，Y)>a@x，y存在Ha(x，9)使得

lim二k，o(z，Y)=月么(z，可)．
n—'o。

一13_一
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由文献[13]中定理29．1可知矾为某概率测度R的分布函数，而且

lim Pn，o(A)=P0(A)，忆_00

；EdPBorel集A C R车＼【0，Q】2，Pn(OA)=0．

定理2．2．1．设F和Go是满足(2．1．1)的概率分布函数，即：对X，Y>0和0<

Go(x，Y)<1，

lim
n-"-+_00

n{x—F(Ul(nx)，巩(佗!，)))=一log Go(x，Y)

则存在定义在所有Borel集A C R至上的集函数∥，Vl，觇，⋯，使得：

‰{(s，t)∈酞车：s>z或￡>Y)=n{1一F(Ul(nx)，％(孔∥)))，

∥{(s，t)∈R辜：s>z或￡>Y)=一log Go(x，Y)

2． 对所有o>o集函数∥，Vl，／／2，⋯是定义在R辜＼【0，n】2上的有限测度．

3．对每个满足inf(删)∈A max(x，Y)

证明 令

>O且v(OA)=o的Borel集A c R车，有

．1im．．vn(A)=∥(A)．
n—÷oo

‰：=n(1一F(U1(na)，％(几n)))R，口

则‰为R车＼【0，n】2上的一个测度，不依赖于Q，而且对所有Borel集A c

R车＼【0，o】2，有

lim‰(A)=∥(A)，
n—+oo

一1牛一
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其中

∥：=一log Go(a，n)Pn．

由于n>o是任意的，‰(A)和∥(A)定义在所有的Borel集A上，且4满足

，inf mRx(x，Y)>0．
(z，y)eA

。 (2．2．2)

因此对所有满足max(x，Y)>o的z，掣，利用‰和风，。的定义以及(2．2．1)式，
有

即得：

‰{(s，t)∈R辜：s>z或t>Y)

=n{1一F(U1(佗o)，巩(no)))R，n{(s，t) ∈R辜：s>z或t>Y)

=n{1一F(U1(几o)，u2(住口)))(1一巩，o(z，!，))

=n{1一F(U1(nz)，巩(n∥)))，

∥{(s，t)∈Ⅱ廷辜：s>z或亡>可)

n1．irao。‰{(s，亡)∈R车：s>z或亡>y)

=⋯lim n{1一F(U1(竹z)，U2(佗可)))
n_oo

’’’

log Go(x，可)，

‰{(s，t)∈R辜：8>z或t>Y)=n{1一F(Ul(nz)，巩(n!，)))，(2．2．3)

∥((s，t)∈R辜：s>z或￡>Y)=一log Go(x，可)．

一15_一
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最后，对所有满足(2．2．2)式的Borel集A都有

．1ira．un(A)=∥(A)．
礼—+oo

定义2．2．1．定理2．2．1中的测度∥称为极值分布Go的指数测度．有

Go(x，Y)=exp(一∥(A锄))， (2．2．5)

注2．2．1．(2．2．5)式并不对所有I拘Borel集A刚成立．

指数测度的一个显著性质是下面的齐次性关系．

(2．2．6)

定理2．2．2．(【8])对任一Borel集A c瓞辜，inf(删)∈A max(x，Y)>0，u(OA)=

0,a>0．有

u(aA)=a-1∥(4)， (2．2．7)

其d?aA={z：z=ab，b∈4)．

证明对某个a>0，在(2．1．13)式中令tn=na，得到

lim n{X—F(Ul(nax)，U2(no可)))=一a-。log Go(x，Y)
n_OO

另一方面，直接利用(2．1．1 1)式又可得

因此，

lim n{1一F(Ux nax)，U2(凡o∥)))=一log Go(ax，ay)
n-""*00

u(aA)=一log Go(ax，av)=一。一1 log Go(x，y)=a-1∥(A)． (2．2．8)

、Lr，y>』L或Z>S
2+

R∈”S
，J＼r●I

lI
可ZA

中其



南京师范大学硕上学位沦文

此定理对所有(2．2．6)式定义的集合A砌成立．

注2．2．2．由(2．2．7)易知：

l

Go(ax，ay)=G吾(z，夕)，a，x，Y>0． (2．2．9)

1

事实上，Go(ax，ay)=一exp{u(aA删)}=一exp{a～v(A叫))=G吾(z，可)．

下面的定理是指数测度的一个直观的应用．

定理2．2．3．设(X1，M)，(X2，托)，⋯⋯是独立同分布的随机向量，分布函

数为F．则

舰仡P<(1+7·几—’o。 l

X—bn
)者>z或(1+他)百>z或(+讹

其中口几，bn，C几，d礼M(2．1．8)式．

证明

熙OC,佗P{(1+7·n_ I

X—bn

撬几P{x>。nn—·oo I

y—d扎

)击>可}=-log G。(z，可)，

)寺>z或(1+讹

z11—1

慨礼<1一F(。n

—y1

27"／1．——1

，yl

+6礼或Y>c礼

+bn，Cn

由(2．1．8)式及局部一致收敛性

=魄n<1-F／'t (。n_oo l 、

U1('TAX)一bn

an

y—d竹

可仰一1

可仰一1

"72

+bn，Cn

=lim．．n{1一F(U1(nz)，u2(n∥)))
n_oo

=一log Go(x，y)．

一17-一
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令

Q：={(s，t)∈R辜：s，t≥0，max(s，t)=1)，

更一般地，对每个Borel集A C虿：=(0，o。】X Q，

溉nP{((1怕等加+恤半)老)∈A>叫饥
定义点过程％：对每个Borel集B∈R+×Q

Ⅳ凡(JE7)=∑I(t／n，(1+，yl(置一k)／口。)1／了1，(1+12(K—d。)／‰)·／72)∈日)． (2．2。10)

在相同的空间上定义Poisson点过程Ⅳ，有均值测度入X／J，A为Lebesgue测

度．∥为定理2．2．1中的测度．

定理2．2．4．([8])％依分布收敛于Ⅳ，即对Borel集B1，B2，⋯⋯，B，∈瓞十×

Q，且(入XⅣ)(a鼠)=0，i=1，2，⋯，r，

(％(B。)，⋯⋯％(研))二(N(B1)，⋯⋯N(Br))．

此定理可得到一个估计测度∥的方法：对r组观测值(翰，场)，i=
1，2，⋯，r，J=1，2，⋯，礼，根据(2．2．10)式分别求出％(B)，然后求出均值，

由依分布收敛性此均值可近似EN(B)，EN(B)=(入X∥)(B)=入(Bo)X

∥(B1)，其中Bo C R+，B1 C Q，则z／(B1)=EN(B)／A(Bo)．

2．3谱测度

利用定理2．2．2中指数测度∥的齐次性可建立坐标变换．令R≯：=R辜＼
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{(o，o))，Ec>0，建立从R}到(o，∞)X[0，c】的1．1变换：

满足对Ya，z，Y>0，

---ar(x，y)；

=d(x，可)．

我们可以认：kr是半径，d为角度．在新的坐标下，测度∥有一个简单的结

构．对常数r>o和曰∈[0，c】，定义集合

Bn日：={(z，Y)∈R琴：R(x，Y)>r且d(z，Y)≤9)，

rBl，日=r{(z，Y)∈II廷2．．：R(x，Y)>1且d(z，Y)≤0)

= {(rz，ry)∈R}：R(z，Y)>7．且d(z，y)≤0)

令7'z=X7，ry=Y7

={x7，Y7)∈R}：R(z7／r，可7／r)>l上td(x7／r，∥7／r)≤秽】．

={(z，，可7)∈Ⅱ廷≯：昙兄(z，，可7)>lJld(z，，y7)≤目)
={(z7，Y7)∈R}：R(x7，Y7)>r[ild(x7／r，y'／r)≤0)

=Br．p．

由∥的齐次性可得：z／(Bn口)=v(rBl，口)=r-1∥(Bl，p)，此式说明在变换成

一19．一
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新坐标r(z，y)和d(z，拶)之后，测度L，变成了一个乘积测度．常用的变换有

∞篙．
{dr(。xz,，y秒)，=：xarVctyan,考．

(2．3．1)

(2．3．2)

(2．3．3)

命题2．3．1．对任意(2．1．1)式中的极值分布函数G，且G满足(2．1．4)矛11(2-1·5)，

存在一个【o，三]上的有限测度，称为谱测度，具有性质：若皿是此谱测度的

分布函数，对z，Y>0，有

G(x饥F-1，型)_G鼬川一p{-／o吖2(譬V了sin0"／2 JO )删)
，y1 。 ＼山 F 7

(2．多41

其中71，他是G的边缘分布的极值指标．而且，有边界条件

厂丌肛cos )-严Ok血dO)：1 (2．30va(dO sin Ok'(dO ．5)／ cos )=／ =1 【乙◇’

相反地，任意一个由其分布函数Ⅲ表示的有限测度可通过(2．3．4)式产生一

个(2．1．1)式中的极限分布函数G，条件是边界条件(2．3．5)式成立．

证明 “令，，利用变换(2．3．1)．对常数r>o和p∈【o，爰】，集合

Br'p=∽邶罕：厣>r且arctan zy≤p)'

万一
=

=
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易知：

在p∈【0，考】上，定义

Bn0
2

rBl，0，

∥(Br，p)=v(rBl，日)=r-1∥(B1，口)．

皿(p)：=∥(B1，p)，

皿是[o，三】上一个有限测度的分布函数，称为极限分布G的谱测度．
令s=7’COS 0，t=r sin 8，取z，Y>0，

一logGo(x，Y)

王，{(7’，

∥((7’，

∥((s，t)：8>z或t>可)

r cos 8>x或r sin 8>y)

r>南A志)r>丽赢’

=／or／2f>赤^鼎咖

(2．3．6)

(2．3．7)

根据(2．3．6)和(2．3．7)式

=J(x／(cosO)<y／(sinO)厶圳。酬≯dr州卅ix／(c删>州咖p)厶州。砌矿dr州口)

=f(cosO)／x>(sinO)／y了cos 0Ⅲ(硼)+厂 了sin0J(COSO)／x>(sino)／u J(COSO)lx<(sinO)／y皿(dp)z 可

Io丌72 (等V警)喇
从而(2．3．4)式成立．下证边界条件．

对z>0，

Go(x，oo)=G(
z71—1

一yl 川=exp{一(1怕
一2l—

X71．—．1

，y1

1

)__)= exp{一》

∞

∞
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一l。g G。(z，oo)=∥{(sj￡)：s>z】．=∥骶目)：r>南)

=Z霄72／>z，c∞口≯1 drⅢ(dp)

厂了cos删

：三厂吖2c。s目Ⅲ(dp)=-logexp{一三)=i1Jo X
，

Z Z

所以 盯72cos8Ⅲ(d8)=1．

同理可证舒／2 sin8q(d0)=L

“告”先证(2．3．4)式中的Go为一个概率测度的分布函数．

设y有分布函数exp{一：)，z>0，

P{cVcos8<x,cVsin9<∥)=P{y<
<

CCOSp ^志)一p

-c(警V了sin 8)．弘)

CCOS目

C

南ACOS 南目 sin p

八上csin8CSln)J

其中，c>o为常数，z，Y>0．t!口exp{一c＼(cozsO V了sin0))是随机向
量(cVcosO，cVsino)的／ff布函数．

若R是随机向量(K，睨)，i=1，2．的分布函数，且(Ⅵ，肌)，(％，％)是

独立的，则月F2是(max(Ⅵ，％)，max(W1，％))的分布函数，因此任意分布

函数的乘积还是分布函数．故

f三
exp≮一>
一【鲁 (警V警)) (2．3．8)

也是一个分布函数，其中o≤p1≤⋯≤如≤三，皿i>0，i=1，2，⋯，佗．根

一22一
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据积分定义，(2．3．4)式右端可由(2．3．8)式近似，因此Go是分布函数．

下证G为(2．1．1)式的极限分布．由(2．2．9)式，对z，Y>0，n=1，2，⋯，有

G子(nx，ny)=Go(x，可)，

因此对所有满足1+71x>0，1+72Y>0的z，Y，

Gn(坚Mk in"72-171 坩可)＼ 仇 ／

= G3(n(1+，ylz)1／7·，n(1+72Y)1／-n)

=Go((1+71x)1／11，(1+72y)1／12)

=G(x，Y) (2．3．9)

因此．当

F=G，an=佗饥，Cn=n加，bn=(n11—1)／71，dn=(n加一1)／72

时，(2．1．9)式成立．即任一由(2．3．4)式产生的分布函数G都可作为(2．1．1)式

的极限函数．

定义2．3．1．根据(2．3．9)式，(2．1．1)式中的极限分布函数G称为最大值稳定分

布．因此，任意极值分布是最大值稳定分布，反之亦然．(2．1．6)式中的极限

分布函数Go称为称为简单最大值稳定分布．“简单’’的意思是说Go的边

缘分布为：

1

Go(x，oo)=Go(c|o，z)=exp(一言)，z>0

即Go的边缘分布是标准Fr6chet分布．

在变换(2．3．2)和(2．3．3)下极值分布G的形式如下：
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定理2．3．1．对每个(2．1．1)式中的极限分布函数G，满足(2．1．4)和(2．1．5)式，

1．存在一个[o，7r／2】上的有限测度(由分布函数Ⅲ表示)，使得对z，Y>0

G(竿，y'y2仇_1，I

且伺迈界余仟

f霄／2 c。s pⅢ(d目)：[丌72 sin p、皿(dp)：1．上 c。spⅢ(棚)2上 sinpⅢ(棚)=1‘

2．存在一个概率分布(由分布函数日表示)定义在[o，1】上，均值为{，使得

对z，Y>0

G(尘兰，坐兰)：ao(z，可)
"Yl 72

=唧{-2／01(詈V了1--W)州叫，)．(2．3．1 1，

3．存在一个[o，7r／2】上的有限测度(由分布函数中表示)，使得对z，Y>0

G(竿，等)=G0㈦可)
一p{一／o吖2(半V半)删))(2．3．12，

且有边界条件

厂丌72(1 A tanp)垂(d目)：[丌72(1八c。to：dO)：1．以( p)垂(枷)2以(八c。t “‘

其中参数71，"72是G的边缘分布的极值指标．

相反柏仵鬻南分布甬数Ⅲ．H或圣表示的有限测度均可分别通

d皿p—

n—y

．龇一V9一
竺z

C—Z

计

一％，t

“

叩

瓯

似

=

=
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过(2．3．10)，(2．3．1 1)或(2．3．12)式产生(2．1．1)中的极限分布函数G，条件是上

述边界条件成立．

证明 “寺”(1)已证，下证(2)和(3)．

2． 根据变换(2．3．2)，对常数r>0，W∈【0，1】，集合

则

民叫：={(删)∈R}：z+可>r且南≤叫】．，

BT，叫=rBl，叫．

因此∥(B删)=r-1∥(B1，叫)，即∥变成了一个乘积测度．对o≤W≤1，定义

一个谱测度的分布函数

令

日(训)：=1v(B1,
8=r叫，t=r(1一叫)，对z，Y>0，

一logGo(x，可)=∥{(s，亡)：s>z或亡>可>

=∥{(7’，W)：r伽>x或r(1一W)>可)

=讹咄r>三八南)
=Z／加<可，。。一"，／>z／伽drr。2Hcd叫，+Z，伽>可／。，一叫，／>可，。。一叫，drrz 2Hcd叫，

=．／：w／x>(1-w)／y詈2H(d叫)+／dw／z>(1 dw／x<(1-w)／yZ

= 2 (詈V字)删毗Li V了／}月(如)‘

一25_一

(1一W)
2H(dw)
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因此

G。(z，∥)=exp<一2／01(wz V·1--可W)日(d叫)>．
RP(2．3．1 11成立．

3．根据变换(2．3．3)，在(1)的证明中计算测度￡／时，令s=r(1 A tan口)，t=

r(a A cot p)，谱测度Ⅲ换成西，类似可证．

“々"由命题2．3．1的充分性知(1)已证，下证(2)(3)．

2．设y有分布函数exp{-1}，z>0，

P{cVw<x,cV(1刊<班P<y<三八击>
=P{y<三八南>一p{一焘>
=exp{叫詈V·1 7 w，}，

其中c>o为常数，z，Y>0．RPexp{-c(等V宁))是随机向量(cy叫，cV(1一
叫))的分布函数．

若R是随机向量(K，暇)，i=1，2．的分布函数，且(Ⅵ，肌)，(％，％)是

独立的，则nF2是(ma)((Ⅵ，场)，max(W1，％))的分布函数，因此任意分布

函数的乘积还是分布函数．故

唧{_喜·(wzi V字--WiHi Wi

)) 亿3．1 3)exp{_∑·(z半)} (2．3．

也是一个分布函数，其中0≤Wl≤⋯≤Wn≤1，皿>0，i=1，2，⋯，佗．

根据积分定义，(2．3．11)式右端可由(2．3．13)式近似，因此Go是分布函数．再

由(2．3．9)式知由(2．3．1 1)式产生的分布函数G都可作为(2．1．1)式的极限函

数．

3． 同理可证．
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例2．3．1．令皿(目)=0，0≤0≤7r／2，则易计算得边界条件成立．

因此．

／o丌72 (警V竽)抬
：arctany／x型抬+厂丌72型硼

Jo z Jarctan譬fz勺

sin(arctan y／x)

瓦丽Y+z、仔耳孑。

xy

+
cos(arctan y／x)

Z

(z一2+y-2)1／2

Go(x，可)=exp{一(z一2+y-2)1／2)，z>o，Y>0．

一般地，对0≤a≤1，

Go(z，可)=exp{一(z一1／n+可一1／口)口)，z>o，Y>0．

其中，a=1时，Go(x，Y)=exp(一z一1)exp(一Y一1)=Go(x，oo)Go(oo，可)，因

此G(x，Y)=G(z)G(∥)，故此时两分量相互独立．a=0时(取极限)两分量

完全相关．

例2．3．2．令H(w)=W，0≤W≤1，易知边界条件成立．

2Z1(詈V字)d叫
：2厂z他+可’坐咖+2厂1竺d叫

Jo Y Jz／(z+y)o

一27～
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因此，

2z X2 1 z

2歹丽一歹瓦研+一X一石研
=X一1+Y一1一(X+y)一1

Go(z，Y)=exp{一(z一1+Y一1一(X+可)一1)}， z>0，Y>0．

一般地，对k>0，

Go(z，Y)=exp{一(z一1+Y一1一k(x+∥)一1))， z>0，Y>0．

其中，k=0时对应于分量独立．

2．4二元极值分布的吸引场

由前三节讨论可知，(2．1．1)式的极限分布由以下下几个因素决定：边

缘分布的极值指标，y1和能以及谱测度等．这些均可反映在吸引场条件上．

定义2．4．1．设G：R2_R+是一个最大值稳定分布．分布函数F称为属

于G的吸引场(记为F∈D(G))，如果对an，Cn>0，bn，dn∈R，有

lim Fn(onX+bn，c佗!，+dn)=G(x，可)， z，Y∈R．
竹—+oo

定理2．4．1．设G为最大值稳定分布，边缘分布函数为exp{一(1+

7ix)～／-r,)，i=1，2．设Ⅲ，H，①为定理2．3．1中的谱测度．

1． 设随机向量(X，Y)的分布函数为F，边缘分布为局，毋，如果F属于G的

吸引场。则下面的四条等价．
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(a)对Vz，Y>0，熙等渊叫砌)：：竖坚群舻．
(2．4．1)

(b)对所有r>1和1王r的连续点臼∈[0，丌／2】，

熙P h吩冉2且罟R<tan 9妒∥>亡2>一1器，
‘(2．4．2)

其中V：=---1／(1一F1(x))，W：=---1／(1一毋(y))．

(C)对所有r>ISHH的连续点s∈【0，1】，

恕P{y+W>粗南≤s y+W>t>=r-lH(s)，(2．4．3)
其中V：一---1／(1一F1(x))，W：=1／(1一易(y))．

(d)对所有7'>1和西的连续点口∈[0，7r／2】，

恕P{V vⅣ>粗万V<ta圳y V w>亡)玎1器，(2．4．4)
其中V：=1／(1一F1(X))，W：=1／(1一足(y))．

2．相反地，如果连续的边缘分布函数E在exp{一(1+7ix)-1～)，i=

1，2．的吸引场内，且(2．4．1)．(2．4．4)式对某个正函数S或者某个有界函

数Ⅲ，日或中成立，NF属于G的吸引场．

证明 参照文献[8]，证明如下：

1．(a)在(2．1．13)式中令X=Y=1，可得

．1im t{1一F(巩(亡)，Us(￡)))=一logGo(1，1)=一loga(0，0)，
Z—’o。

一29_一
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因此(2．4．1)左端等于

熙筹器豁黜删删)．熙币了币丽丽书(E可)．
(b) 令 y=R cos， W=R sin a， R>0， Ol∈【0，7r／2】．

B惫，口：={(R，乜)：R>k，＆∈【0，刎】-， Ⅲ=u(B1，p)，

当k=tr时，

P<y2+w2>t2r2可W≤tan 8,V2+W2>亡2)

=P{y2+w2>t2r2可W≤tan口=邶虮p)
：(∽一1∥(Bl,e)=t-lr-1 foeⅢ(dQ)=t-lr-1、I／(p)，

当尼=t，9=薹时，

叩2+Ⅳz>竹叫剐=t-iv(B1)玎1厂州QH。皿(三)，
I天I I咖r，4 2、式的芹端等于

P{V2+W2>t2r2，等≤tan，V2+W2>t2}

恕—————可萨干丽丐可厂—一
=概高等玎1器．

(C) 令 y=Rw， W=R(1一叫)， R>0， W∈[0，s】．

Bk，。={(R，W)：R>k，W∈【0，s】)，H=vBl∽

一30_一



罔尿川J汜入。了：坝上彳：位陀义

当k=tr时，

P卜彬>虮南@y+Ⅳ>0
=P”w>机南≤s>刮‰)
=(∽_1∥(B1，。)=t-1 7’-1／H(dw)=亡_1r_1H(s)，

一S

J0

当k=t，s=1时，

P{V+W>t)=∥(鼠)=t．1／H(dw)=亡。日(1)=t～，
J0

因此，(2．4．3)式的左端等价于

舰坐善凳掣
：lim—t-l—r-丁_lH(s)：r一1H(s)．

t--,oo t—I
、7

Bk，0={(兄，Q)：R>k，Q∈[0，刎)， 西=∥(B1，口)，

当k=tr时，

P<y V V矿>亡r，茜≤tan口，y V V矿>t>

=P{y V w>虮谚V≤t剁>=∥(Bmo)

=(tr)-lv(B邶)=t-lr-1上垂(dQ)=t-lr-l圣(O)rO ，

一3l一
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当七=t，0=詈时，

P<y V∥>t)=z，(玩)=t-lv(Bx)=一Z吖2圣(如)=芒‘1圣(三)，
因此，(2．4．4)式的左端等于

PfV v彤>tr,芳≤tan目，V VⅣ>t、}恕』——]币专矿聂广J
：lira—t-lr-—l垂(O)：r一1业--＼-]2一。o下面矿一1琊‘

2． 以(2．4．4)式为例．对任意a，t>0，在R辜＼【0，n】2上定义概率测度P0，t

只，￡(B)：=P((V W)∈tB V V W>￡o)，

Borel集B C碾车＼[0，n】2．由(2．4．4)式，

￡l。im。。Pn，t(A)=Pn(4)，

其中只是一个R车＼[0，o】2上的概率测度，A={(z，Y)：z V Y>r或x／y≤

tanO}，r>a，0≤0≤7r／2为一个R一连续集．这种形式的集合的有限并

组成了一个集族，此集族在有限交的情况下是闭的，且每个瓞辜＼[0，o】2中

的开集是此集族中集合的可数并．由文献[13]，定理2．2知，对R至＼【0，o】2中

的R一连续Borel集B，

￡l。im。。Pn，t(B)=P0(B)，

对所有a>0成立，特别地(2．4．1)成立．因此(1a)-(1d)是等价的．下面只需证

满足(1 a)的F属于Go的吸gl场．

因为函数S具有．1阶齐次性，则函数1一F(UI(t)，觇(￡))是正规变化，指
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标为．1．故存在--N常数an>0，an—o。，n_o。，使得

n1．im。。n{1一F(UI(an)，巩(n礼))】．=一log G(0，o)-

然后由(2．4．1)式

熙n{1-F(阢(n捌，观(n训)}=-logG(
再由推论2．1．1可得

熙州仉(。捌，巩(。剖)=G(
特别的，边缘分布收敛，

概叫巩(。捌，o。)=G(
z7l一1

，y1

z71—1可他一1
'

"／1 饱

z71—1 Y12—1
'

71 能

，oo)一p(一三)．
因为r(Ul(anz)，∞)=1一去一1一忐=F(Ul(nx)，o。)，故

。lim Fn(巩(钆z)，∞)
n_OO

从而有limn。o。an／n=1，即

一p(一三)，

n1．im。。Fn(仉(叫，觇(训)=G(
z11—1 Y12—1

一y1 '72

由边缘分布的收敛性及(1．2．4)式，对a凡，an>0，

lim
n—+。o

lim
n—÷oo

U1(Ttx)一Ua(n)X11—1

U2(ny)一巩(礼)

一33-一

71

旷一1
'72

(2．4．5)

(2．4．6)

、●，
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结合(2．4．5)和(2．4．6)可得到

lim Fn(o礼z+U1(n)，c凡y+U2(n))=G(z，可)．

注2．4．1．事实上，如果边缘分布属于某个吸引场，对所有z，Y

，． 1一r(ul(tx)，U2(亡∥))t．1-1---恐*了j丽而丽oo I一，l C／1 I C J．f／‘)I【JJ

存在且是正的，如果正规变化函数1一F(阢(￡)，观(￡))有指标-l，则F属于

某个最大值稳定分布的吸引场．
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第3章 谱测度的估计

3．1相关结构函数

联合分布函数是刻画随机向量概率性质的最好工具之一，它包含了

两方面的信息，一是变量的边缘分布信息，再者就是变量间相关结构的信

息．

设随机向量(x，y)的联合分布函数为F(z，∥)，那么日(z) =

F(z，+00)，足(∥)=F(+oo，可)分别是X，y的边缘分布，即由联合分布函

数容易得到变量的边缘分布函数．在联合分布中除去边缘分布的信息后，

就剩下相关结构的信息了．如果存在函数C，使

F(x，Y)=C(F1(z)，F2(可))， (3．1．1)

则称C为分布函数F的相关结构函数(Copula)．有时也称C为随机向

量(X，y)的相关结构函数，且记为以，y．

反过来，如果日(z)，局(可)为连续分布函数．令U=只(x)，V=F2(Y)，

它们都服从区间【o，1]上的均匀分布，则∽y的联合分布函数为：

P(U≤U，V≤V)=P(X≤旰(u)，Y≤巧("))

=F(盯(u)，吁(u))=F(x，Y)=C(”，钞)．

其中彳是乃的反函数．因此相关结构函数c可以看作是边缘分布为区
间[0，1】上均匀分布的随机向量(u，V)的一个联合分布函数．在这个意义

上，C反映了X，y之间的关联，且这种关联与边缘分布无关．Copula是由随

机变量间的相关结构决定的函数，作为连接边缘分布的工具，Copula在形
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式上也是边缘分布为区间【o，1】上均匀分布的随机向量的联合分布函数．

Copula一词最初由A．Sklar与1959年在文献【2l】中提出，广泛应用则是在

文献[20】中．

独立与完全相关是随机变量间相关性的两种极端情况．如果Pf∥=

V)=1，称以y完全正相关．它们的相关结构函数为

M(u，u)=P(U≤札，y≤钞)=P(U≤min{u，u})=min{u，u}．

相应地，称一般的连续随机变量X，y完全正相关，如果P(y =

簟(R(z)))=1，它们的联合分布函数为

F(x，Y)=min{F1(z)，足(可))．

如果P(∥+V=1)=1，称以y完全负相关，它们的相关结构函数为

W(u，V)=P(U≤U，V≤u)=P(U≤U，1一U≤u)

=P(1一u≤U≤U)=max{u+V一1，o)．

如果P(Y=F；-(1一日(z)))=1，X，y的联合分布函数为

F(x，Y)=max{F1(z)+足(可)一1，o】．．

则称X，y完全负相关．完全正相关与完全负相关，统称为完全相关．

如果以y相互独立，它们的相关结构函数E为n(u，秒)，显然有

ri(u，V)=“秽．

定理3．1．1．(sklar定理)设F是随机变量(x，y)的联合分布函数，边缘分布
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图3一I M(u，v

图3-2 W(u，v

图3-3 ri(u，v)的图像

函数分别为Fl和局，则存在一个相关结构函数C，使得

F(x，Y)=C(F1(z)，F2(可))， 一oo≤z，Y≤+o。

一37_一



如果R和易是连续分布函数，则C唯一：否则，C在Ran(F1)×Ran(局)上

唯一确定．反之，如果C是一个相关结构函数，n和最是一元分布函数，则

由上式定义的函数F(z，可)是一个边缘分布为R和足的二元联合分布函
数．

以上定理不仅是相关结构函数的存在性定理，而且还给出相关结构

函数的求法，即利用联合分布函数和边缘分布的反函数来求：

C(u，u)=F(FT(u)，Fi-(v))． (3．1．2)

对二元极值分布Go(z，y)，边缘分布为Go(z)=exp{～三}，Go(可)：

eXpHh秒>o，对酬∈[011】，町(扎)=一去，a6-(u)=一面1，故

％钌)=G。(一面1，一面1) (3．1．3)

在例(2．3．1)中，对0≤a≤1，

则

Go(x，y)=exp(一(z一1／口+可一1／a)口)，。>o，夕>0，

m u)=G0(一再1，一面1)
=exp{一[(--Iogu)1／口+(一logv)1／n】。)

=exp{一【(一1)l／a((109 u)1／口+(109 v)1／口)】口)

=exp{[(109 u)1／口十(109 v)1／。】。)．

当o=1时，∽y独立；当口=0时，以y完全正相关．
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在例(2．3．2)中，对k>0，

则

Go(x，Y)=exp{一(z一1+Y一1一k(x+可)一1))， z>0，Y>0，

m u)=G。(一面1，一面1)
=exp{-[-logu-log v-”面1一南)。1】)
=exp{log u+log v-k(面1+面1)一1)
=唧{log uv-k篆字)．

当尼=0时，以V独立．

3．2谱测度的估计

由第二章可知二元极值分布Go与指数测度∥的关系为：

Go(x，可)

定义函数

=exp(一∥{(s，t)∈R辜：8>z或亡>y))， z，Y>0．

L(z，秒)：=一l。g C(e-',e-Y)=-log
G。(i1，；1)

=州s㈡∈雌s>三或t>昙)， 删>o．

由(2．2．9)式知L具有齐次性：L(ax，ay)=aL(x，可)， a，z，Y>0

易知L决定了Go和L，，因此，估计函数L就是估计极值分布的相关结构．

一39．一
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由函数L的定义以及指数测度∥与谱测度的关系，我们可重点估计谱

测度．为此，我们先回到谱测度的根源．由定理2．3．1(3)，考虑集合

Dr，p=．【(z，Y)∈Ⅱ匙}：z V Y>r_lXx／y≤tan O}，7’>0，0∈[0，7r／2】，

垂(臼)=ru(Dr'0)=∥(Dl，目)．

定义测度：肛{(s，t)∈【0，o。]2＼{(∞，oo))

【0，∞】2＼{(o，o)}：s>1／x或t>1／y)

则

(3．2．1)

：s<z或t<秒)：=∥{(s，t)∈

e(o)=／M(E1，9)，

岛，口：={(z，∥)∈【o，oo】2＼{(oo，oo))：z A Y<qJ|．y／x≤tan0}．(3．2．2)

其中q>0，0∈[0，丌／2】．

设F的边缘分布n，F2是连续的，则由(2．1．13)式

№lim tP(1-FI(X)<詈或1一足(y)<詈)

=№lim tP(X>矸(1一詈)或y>巧(1一詈))

=熙tP(x>以(兰)或y>巩(孝))
=熙￡(1一F(U·(兰)，巩(扣
=一l。g G。(；1，石1)

：“ffs，t)∈f0，0012＼{_(o。，∞)1．：s<z或￡<可}．

—一4m一
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因此．

。l—ira。。tP((1一日(x))八(1一F2(y))≤1亡H_}三}妥≥罱≤tan口)
=p(E1，口)=垂(臼)． (3．2．3)

其中口为面的连续点，(X，Y)为分布函数F的随机向量．

假设有独立同分布的随机向量(x1，M)，(X2，M)，⋯⋯，(‰，K)，分

布函数为F，为把(3．2．3)式左端变为西的估计量，我们把测度P'目，昂换成

它们的经验分布，但在此之前我们先要选择(3．2．3)式中的与样本量n有

关的￡，因为我们仅处理分布的尾部，选取亡=n／k，满足k=尼(扎)，k—

oo，k／n_0，则(3．2．3)式左边变为：

凳去妻I{(。咧酬仲唰Ⅷ酬棚唰胀c。删珊刚，，
进一步，将1一日(z)换为经验分布，经验分布函数的左连续形式为：

1一∥(z)：=熹∑I鼢咖 (3．2．4)

则1一F1(咒)应该换为

1一可n)(柳=丢塞-鼢Ⅻ=华，
其中R(xi)是第i个观察值咒(z=1，2，⋯⋯，n)在(Xl，．磁，⋯⋯，％)中

的秩．同样地，可把1一足(M)换为壁与笋盟，R(K)是第i个观察值M(t=
1，2，⋯⋯，n)在(M，M，⋯⋯，K)中的秩．
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综合以上变换可得圣的估计量：

1 几

蚤(口)：=去∑l(R(xt)V蹦)狲1一心+1-她)妯+1-R(x汕n”(3．2．52)
“扛1

图3-4 k_27时估计营毒(9)的图像

图3-5 k=54时估计量圣(p)的图像．

我们选取上海和深圳证券交易所从2006年1 1月1日至,J20lo年3月17日

共822个每日股票价格综合指数最大值，假如我们想要得到两大证券交

易所每日的股价综合指数都超过某一最大值的概率，那么就要估计出它

们的二元极值分布函数，则首先需要估计出谱测度面(p)．图3·4和图3—5是

当k=27和k=54时，西(臼)的图像．



削尔yll J 7匕人，‘删jj‘，=1正比义

由L和Go的关系以及定理2．3．1(3)可知：

L(z，可)=一l。g G。‘i1，昙)

：厂i{(z(1八tan口))v(可(1 A cotp)))圣(d臼)，z，y>0．(3．2．6)
Jo

将上式积分区域分成两部分可得：

L(z，可)：厂百((xtanp)v∥)西(d口)+厂号(z v(ycotO))圣(dO)．
Jo ．，耳

若z<Y，则上式变为：

可Z三西(d9)+可，。arctan(y／x)cot 0I'(dp)+z／三。an。可／茁，西(dp)，
由于c。t O=1一层sin-2 xdx，则上式等价于

一署 厂暑 farctan(y／x)

y]o垂(搠)+ztan(咖)圣(dp)+y厶 圣(d臼)

一秒厂呱∥功‘霜dz≯删

=夕jfCarctan(y／x)删+z广，删一秒厂呱∥∞‘盎ap(dO)JO Jarctan(y／x sin
，=夕 圣(dp)+z／ 圣(d口)一秒／ ／_=：：} ，

) √署 √署 。z

交换积分次序化简可得：

州抄可厂州∥动器担
类似地，若z>Y，可得

州争z乙咖，器组
—_43—
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综上可得：

m，可)：州三)+(z V驯，．Z．arctan(y／x)邓)(南八壶)以(3．2．7)
带入垂的估计量可得函数L的估计量：

龇小卸(”舢)厂州∥∞吲去八去)搬(3．2．8)
易得此估计量满足齐次性，即：

￡垂(ax，ay)=aL垂(x，可)， o，z，Y>0．

由函数L的定义，可知Go(z，秒)=exp(一L(圭，；))，从而可得到二元极值分
布Gn的估计量：

e。(z，拶)：=exp(一三垂(三，丢))，
图3．6是由前面所求的谱测度估计量击(p)得出的二元极值分布Go的二维

图像．

岛(口z，。可)=eXp(一三圣(恚，刍))=exp(一三￡垂(三，昙))=诺(z，n
即eo(z，秒)是最大值稳定分布．

fl了(3．1．3)式可得Go的相关结构函数C(u，u)的估计：

讯u)=岛(一面1，一雨1)=exp(一￡西(-log u,-log v))，

其中。

￡雪(一logu，一logv)
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罔3-6 ：／i极值分雨佑。的图像

泛睾≮。i，。◆l。|乏之三4誊》0 6参蔷。
0 0

罔3-7 Gon勺Copula图像

移爹
：瞧函

=乩砸(”(10酬^(1唧))厂“黜叫南八去)硼
蚓3．7是Go对应的相关结构函数的图像，与图3．1，3．2，3．3比较可知极值分

布为G。，的二元随机向量两分量间既不完全相关也不独立．

估计量中和L垂的依概率收敛性如下，证明可见文献[8]．

定理3．2．1．发(X1，M)，(x2，硷)，⋯⋯是独立同分布随机向量，有连续的

分布函数F．FI(z)=F(x，oo)，毋(z)=F(。o，z)，对z，Y≥0，

，规t<·一F(∞，巩(㈨叫刎)，
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I| II

令忌：后(n)是一列整数使得庇一oo，k／n_0，佗一。。，则

^ D

垂(p)二圣(9)

对圣的连续点护∈【0，7r／2】成立．而且，

￡圣(z，可)三L(x，秒)， z，Y>0．

壶和￡零的渐进正态性可参见文献[8]，定理7．3．6．谱测度Ⅲ和H的估计

量的渐进正态性尚未证出，在此不在详述．

—_4岳一
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