
求解约束优化问题的序列二次规划方法研究

摘 要

本文研究非线性约束优化问题的求解．我们提出几种序列二次规划(SQP)算

法，建立相应算法的收敛性，并对所给算法进行数值实验．

第2章结合积极集估计技术，提出一个求解非线性约束优化问题的积极集

SQP算法，且该算法所产生的点列均为可行点列．该算法的主要优点在于；算法

的主搜索方向由一个低维的凸二次规划确定，为克服Maratos效应，我们通过求

解一个低维的最小二乘问题得到高阶修正方向．在适当的条件下，我们证明算法

具有全局收敛性和超线性收敛性．

第3章提出一个求解极大极小问题修正的SQP算法．该算法的主搜索方向

通过求解一个二次规划得到．为克服Maratos效应，不同于以往的方法，我们通

过求解一个线性方程组得到高阶修正方向，无需求解二次规划子问题．在较弱的

条件下，我们证明该算法是全局收敛和一步超线性收敛的．

第4章提出一个求解非线性约束优化问题的可行点SQP算法．在该算法的每

一个迭代步，分别通过求解一个低维的二次规划子问题和一个低维的线性方程组

得到一个下降方向和一个可行方向，在此基础上，我们构造一个可行下降方向．

为避免Marat08效应，我们通过解一个低维的线性方程组得到高阶修正方向．在

适当的条件下，该算法被证明是全局收敛和超线性收敛的．与已有算法相比，本章

提出的算法的优点是；算法中线性方程组不涉及乘子估计，所求解的两个线性方

程组的系数矩阵相同且比已有算法中系数矩阵的结构简单，因而可减少计算量．

第5章提出一个求解非线性不等式约束优化问题的非内点型可行点QP—free

算法，这个算法不要求迭代点必须是可行域的内点．在算法的每一个迭代步，为

得到搜索方向，只需求解四个系戮担回的线性方程组．在适当的条件下，我们建

立该算法的全局收敛性和超线性收敛^E理．

第6章提出一个内点型可行点QP-free算法，在该算法的每一个迭代步，为

得到搜索方向，只需求解三个系数矩阵相同的线性方程组，而且在无严格互补条

件下得到系数矩阵的一致非奇异性和近似乘子序列的有界性，且其全局收敛性分

析不受稳定点数目有限的限制．

关键词：非线性约束优化；极大极小问题； SQP算法；QP—free算法；全局收敛

性；超线性收敛性



博士学位论文

Abstract

The purpose of the thesis is to study the numerical method fbr solVing nonlin—

ear constrained op七imization．Wb propose several sequential quadratic program—

ming(SQP)algorithIIls，and establish their global convergence and superlinear

convergence．Wb do numerical eXperimen七s to七est the proposed algorithms．

In chapter 2，by the use of an active set est妇ate technique，we propose an

active set SQP method for noIllinear coIlstrained optimization．The method gen—

erates a sequenee of feasible points．Major advantage of the proposed method lies

in that the main search direction is determined by a low．er dimension quadratic

programs．Tb ov盯come Maratos e丘．ect，we calculate a higher—order correction di_

rection by solving a reduced 1east square8 problem．Under印propriate conditio璐，

w，e show that the proposed method is globally and superlinearly conVergent．

In Chapter 3，we present a modified SQP method for the minimaX problem．

In the algorithm，the main search direction is obtained by solVing a quadratic

program which always has a solution．In order to avoid Maratos e乳ct，di&rent

from the previous technique where a quadratic programs is 80lVed，、Ⅳe solve a

system of linear equations to obt如a hi曲er-order correction direction． Under

some mild conditio璐，we obtain the 910bal and superline盯conVergence．

In Chapter 4，we have proposed a feasible point SQP akorithm for nonlinear

inequality coIlstrained optimization problems．At each iteration，we determined a

deScent and feausible direction by solving a reduced quadratic programming sub．

problem and a reduced system of hnear equations，respectiVely．We then deVice a

feasible def弓cent direction through a suitable combination of the descent direction

and the feaSible direction．TD overcome Mauratos e能ct，a hi曲er-order correction

directi伽is obtained by solving another reduced system of linear equations．The

algorithm is prcIved to be globally and superlinearly conVergent under some mild

conditions．A good feature of the proposed algorithm is that the coe最cient matrix

for the svstem of 1inear equations do not involve multiplier estimate．Further-

more，the structure of coefIicient matrb(is simpler than the one in the preVious

algorithms．

In Chapter 5，we propose a noninterior type feaSible point QP—free algorithm

for n()11lillear inequality constrained optimization problems． The generated iter—

ates are feasible but not necessary interior poin七s of the feasible region．／Lt each

iteraCion，a search direction is obtained by solving fbur systems of linear equa广
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tioIls with the same coemcient matrix．The algorithm is proVed to be globally and

superlinearly conVergent under some mild conditions．

In Chapter 6，we propose an interior point type feasible QP—free algorithm

for nonlinear inequality constrained optimization problems．At each iteration，by

solviIlg tllI’ee systems of linear equatio璐with the same coemcient matrix，a search

direction is generated． The algorithm is‘proved to be 910bally and superlinearly

convergent under some mild conditions． AdVamages of the a培orithm include：

the uniformly no璐ingularity of the coe伍cient matrices and the boundedness of

the approximate La黟ange multipliers without the strictly complementarity are

obtained．Moreover，the global convergence is achieved even if the number of the

Stationary poiIlts is infiIlite．

KeyⅥ厂ords： Nonliear constr出ned optimization； Minima)c problems；

SQP algorithm； QP—free algorithm； Global conVergence；Superlinear

coIlVergence
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第1章 绪论

1．1 课题的发展概况与研究意义

本文中我们主要考虑求解如下非线性不等式约束优化问题：

(P)竺2<0’川卸'2'⋯，m}， (1．1)
(P) s．t． 缈(z)≤o，歹∈，兰{1，2⋯．，m}，

其中m是正整数，函数，，仍0∈，)：舻一R连续可微．

序列二次规划(sQP)方法最早由wnson[5】于1963年在其博士论文中首次

提出．该算法的主要步骤如下，设当前迭代点为扩，通过求解如下二次规划子问

题得铲及相应Lagrange乘子A‘．

min V他七)Td+{矿巩d (1．2)
(QP) s．t． 缈(≯)+V9J(矿)Td≤o， 歹∈j，

、 7

其中上k为问题(1．1)的Lagrange函数关于z的二阶导数V：。L(扩，舻)，令下一

个迭代点为z¨1=矿+扩．设问题(1．2)的最优解为z+且A‘为相应的Lagrange

乘子．wik妁n[5】证明了，当(z‘，”)充分接近(矿，A‘)时，该算法收敛且具有二

阶收敛速度．但是由于该算法仅具有局部收敛性质，并且由于V：。三(≯，”)通常

是不正定的，因而(1．2)的解可能不存在，加之需要计算目标函数和约束函数的二

阶导数，使用起来不很方便，所以在其后一段时间内没引起足够重视．直到上个

世纪70年代中期，一些学者才对其进行了进一步的研究． 1976年， H粕[6】提

出了用类似无约束优化的DFP公式修正上如，并证明了该算法的局部超线性收敛

性． 1977年，HaIl【7】进一步提出甩f1精确罚函数作为效益函数确定步长，从而

建立了该算法的全局收敛性．其后Powell【8】于1977年对Han的方法作了进一步

修改，具体给出f1精确罚函数中参数的选取及矩阵fk的修正方法，建立了一个

快速有效的算法，通常称作Wilson．Han—PoweU方法．此后，序列二次规划方法

引起了许多学者的极大兴趣，得到了进一步的研究和发展，并已取得大量的研究

成果[9】．目前该方法已成为求解中小规模约束优化问题最受欢迎的方法之一．随

着SQP算法自身理论的不断完善，许多学者将该算法应用到工程与经济等各种

实际优化模型上，例如均衡问题(【lo】-【12】)，最优控制问题(【13】，【14】)，极大极小问

题([90H99])，半无限规划问题【65】等，并取得了显著的效果．在研究SQP类算法

的同时，有学者平行地提出了另一类算法：QP-free算法(或称序列线性方程组算

法)(【103】．【109])．QP—free算法通过求解一个或多个线性方程组确定扩，无需求解类

似于(1．2)的二次规划子问题．由于解线性方程组比求解含不等式约束的二次规
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划要简单得多，因而QP．free类算法比SQP算法计算量少．因此对QP．free算法

的研究具有重要的理论意义和应用价值并已引起国内外学者的广泛关注．

我们根据SQP算法的初始点与迭代点的性质，将SQP算法分为不可行点

SQP算法和可行点SQP算法．下面简单介绍SQP算法和QP—free算法的产生与

发展．

1．1．1 不可行点序列二次规划算法

SQP算法的出现与发展基于以下事实：设(d，入)为(1．2)的KKT点对，则

V，(z)+日d+∑～V卯(z)=o，
J∈J

～≥o，缈@)+v夕J(z)Td≤o， (1·3)

～(缈(z)+V缈(z)Td)=0．

如果d=0，则(1．3)等价于(1．1)的KKT条件．

为表述方便，下面我们给出SQP算法的一般步骤：

步0．给出初始点护，初始对称正定矩阵凰，令％：=0．

步1．在扩处，求解二次规划(1．2)得解扩．

步2．令扩+l=矿+Q％扩，其中步长Q船由某种线搜索得到．

步3．修正上如得三k+l，使上k+1保持对称正定．

步4．令七：=七+1，返回步1．

当SQP算法的初始点与迭代点不要求足问题(1．1)的可行点时，我们把sQP

算法称作不可行点SQP算法．显然Wilson-Han—Pawell方法足不可行点SQP算

法．由于迭代点不一定是可行点，因此二次规划(1．2)的可行域可能是空集，从而

导致二次规划(1．2)不相容．为克服这个缺陷，许多学者提出了大量的修正SQP

算法．其中Pawell提出了一个修正方法：通过引进辅助变量∈，在求解(1．2)之前

先解如下线性规划

max∈

s．t．∈易(z七)+V夕J(z七)Td≤0， J∈K (1．4)

函(矿)+V9j(扩)Td≤O， J∈S，

其中

y={J∈，：缈(z)>o)，s={歹∈J：仍(z)≤o)．

Fletcher[15】将计算搜索方向的二次规划子问题(1．2)转化为一个无约束优化问

题，通过求解这个约束优化问题的极小点得到搜索方向．Tone【16】也给出了两种

修正的二次子规划，并证明它们的解不为O时足效益函数一f1精确罚函数的下降

方向．schittkowski【17】则将(1．2)化为一个具有线性约束的最小二乘问题求解．
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作为对Tone的方法的改进， Spellucci【18】给出了一种克服二次规划子问题不相

容的新方法． Han和Burkef20】也给出了一个修正的二次子规划，该子问题总是

相容的．受Han和Burke方法的启发， zhou【21】给出了一种克服二次规划子问

题不相容的方法：该方法先解一个具有有界约束的线性规划，后解一个修正二次

规划得到修正方向．高，贺和赖[61】通过引进一个新的罚函数，结合积极集估计

技术，给出了一个具有可解子问题的sQP算法．Fkchinei[26】利用Lucidi[25]给

出的精确罚函数作为效益函数，给出了一个克服二次规划子问题不相容的方法；

如果子问题(1．2)相容且其解可接受，则将其解作为搜索方向；否则，利用效益函

数梯度的一个合理近似得到搜索方向．最近， Mo，zhang和w西【24】给出了一个

新的二次子规划，该子问题也总足相容的．

正如Maratos【27】指出，传统的不可行点SQP算法可能存在Maratos效应．

即当迭代点充分靠近最优解时，不一定能保证步长恒为1或趋于1，从而影响该

算法的超线性收敛性．为克服这个缺陷，学者们给出了几种克服Maratos效应的

方法．第一种足用光滑精确罚函数代替Zl精确罚函数作为效益函数，具体见文

献【28】一[32】．第二种方法足二阶修正步方法，具体见文献【33】-【38】．第三种方法是

watchdog技术和非单调线搜索技巧，具体见文献【39】一[47】．

在传统的不可行点SQP算法的收敛性分析中，在解处线性无关约束规格成立

对分析不可行点SQP算法的二次收敛性是必要的．为减弱这个条件，wri曲t[48】

通过对(1．2)修改，在Mangasarian_nomovitz约束规格下，给出了一个二次收敛

的sQP算法，该算法称作稳定sQP算法．后来， Hager【50】证明了wri曲t的

算法在无严格互补条件下也足二次收敛的，只不过要求在解处强二阶充分条件成

立．Li【51】通过求解线性方程组也给出了一个稳定SQP算法，并在较弱的条件下

证明了该算法的超线性收敛性．

由于传统的不可行点SQP算法大多涉及罚参数的调整，为克服这个缺陷，

Fletcher，Ley虢r，Toint，w画c^￡er和Biegler等人给出了—类新的序列二次规划算

法：sQP—filter算法，而且在一定条件下，给出了该算法的全局收敛性和超线性

收敛性，具体见文献[52】一【56】．

此外，有学者结合信赖域法，内点法和大规模优化的特点，给出了几类新的

sQP算法：大规模sQP算法可参见文献【69】-【72】，信赖域sQP算法可参见文献

[73】一【76】，内点型sQP算法可参见文献【77】一【79】．

1．1．2可行点序列二次规划算法

由于大多数求解约束优化问题的SQP算法从任意的初始点出发，使用精确

罚函数作为效益函数，这使得迭代点可能不足问题(1．1)的可行点．而对许多实际

问题而言，算法产生可行迭代点足非常重要的，例如对某些工程实际问题以及某
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些实际问题，其目标函数在可行域外往往没有定义，此时要求迭代点必须可行．

为此，Panier和Tits[88】结合可行方向法和SQP算法，提出了一类可行点序列

二次规划(FSQP)算法，在该算法中，由于任意的迭代点扩均属于(1．1)的可行

域，故二次规划(1．2)总足相容的，即问题(1．1)的可行域总是非空的，而且目标

函数可以直接作为线搜索中的效益函数。但足该算法每个迭代步需求解三个不同

的二次规划子问题，有时还要求出一个一阶可行下降方向，而且该算法的收敛速度

仅足二步超线性收敛．为克服上述SQP算法的不足，许多学者对其进行了改进，

Panier和Tits【101】对上述算法进行了改进，给出了一个组合可行与下降的超线

性收敛的SQP算法．该算法的主搜索方向由其对应二次规划子问题的解和另一二

次规划的解的凸组合得到．为避免Maratos效应，需求解第三个二次规划子问题

得到一个二阶校正方向．高，吴【621也对上述算法进行了修正，每步迭代只需计

算一个二次子规划和一个逆矩阵，而且在较弱的条件下证明了算法的全局收敛和

一步超线性收敛性．Jian【57】【58】结合广义投影梯度也对上述算法进行了修正，给

出一个超线性收敛和二次收敛的可行点SQP算法．为减少上述算法每步迭代的

计算量，最近，zhu[102】给出了一个简化可行点sQP算法，其主搜索方向由其

对应二次规划子问题的解和一线性方程组的解的凸组合得到．为避免Maratos效

应，一个二阶校正方向通过解另一线性方程组得到．

另外，文献[83，84，85】中提出了另一类FsQP算法，在算法的当前迭代点扩

处，通过求解如下二次规划子问题得到主搜索方向t

勰z+{矿风d
s．t． V．厂(矿)Td≤名， (1·5)

仇(z七)+V吼(z七)Td≤D★z，i∈，，

其中上k足一对称正定矩阵，吼是一正参数．从(1．5)中可以看出，如果吼>0

且上述二次规期的解d吼≠o，则d口。是问题(1．1)在舻处的可行下降方向．文

献【83】中， Birge，Qi，wei讨论了问题(1．1)的FJ点的求解．他们给参数盯一个

正的初始值，当单位步长不被接受时，适当增加参数盯的值，正如作者们指出，

这种参数调整方法破坏了算法的超线性收敛性；文献[84】中，Lawrence和Tits

也给出了一个类似算法：需通过求解一个等式约束二次规划来修正参数矿，使得

盯=D(Il如㈣，为克服Maratos效应，需求解另一个等式二次规划来修正搜索方向

如．Kostreva和chen[85】也通过求解二次规划(1．5)提出了一个FsQP算法，其

中要求盯=o(Il以l|)’但未具体给出参数盯的修正方式．

1．1-3 QP—free算法

由上述讨论可知，SQP类算法每次迭代需求解至少一个含不等式约束的二次

规划，而相对而言，解线性方程组比求解含不等式约束的二次规划要简单得多．
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因此，在研究SQP类算法的同时，有学者平行地提出了另一类算法：QP—free算

法(或称序列线性方程组算法)([103]．【109])．该类算法的产生基于以下事实：给定

一个合适的指标集7∈，，考虑如下关于(d，A)的线性方程组

其中，

V，(z)+日d+Ⅳ-A=o，

卵(z)+哗d=o，

9了(z)=(彩(z)，歹∈7)，^々=(V缈(z)，J∈7)．

在可行点z处，如果d=0，A≥0，则

V，(z)+Ⅳ-A=0，

毋(z)=O，～≥o，歹∈，．

(1．6)

(1．7)

若令Af=0，歹∈八，，则(1．7)表明z为问题(1．1)的KKT点．

此类算法的思想最早见于文献[63]【64】，而由PaIlier，Tits和Herskovits【103】于

1988年正式提出，该算法每步迭代需求解两个不同的线性方程组和一个线性最小

二乘问题，而且为保证系数矩阵序列的一致非奇异性和近似乘子序列的有界性，

必须假定在所有可行点处严格互补条件成立． Gao，He和wu[104】给出了一个序

列线性方程组算法，该算法在没有假定聚点孤立的条件下足全局收敛的．但是在

收敛性分析中必须要求乘子序列有界．Qi，Qi【105】基于互补函数和KKT条件，提

出了一个求解问题(P)的可行点QP-free算法，他们在无严格互补条件下证明了

迭代矩阵的一致非奇异性和近似乘子序列的有界性．、，ang，Li和Qi[106]通过引进

一个工作集的概念，提出了一个新的求解问题(P)的可行点QP—free算法，这个新

算法仅考虑工作集内的约束，这使得计算量大大减少．在这个算法的每一个迭代

步，为得到搜索方向，仅要求解四个系数相同的线性方程组．在合适的条件下，这

个算法具有全局收敛性和局部一步超线性收敛速度，甚至具有二次收敛速度．数

值实验表明这个算法特别适合求解大规模不等式约束优化问题．最近， zhu【109】

给出了一个新的内点型可行点QP-free算法，在此算法的每一个迭代步，为得到

搜索方向，只需解三个相同系数矩阵的线性方程组，但足系数矩阵序列需在严格

互补条件下保持一致非奇异性．而且为得到全局收敛性，稳定点数目有限这个条

件足必要的．以上均为可行点QP—free算法，有关不可行点QP—free算法的研究

参见文献[19】[59][60】【107】．最近，也有学者研究了求解目标函数足SCl函数(即

一阶导数半光滑)的约束优化问题的可行点QP—free算法，可参见文献【66][67]．
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1．2 本文主要工作及创新点

·第2章在文献【83，84，85】的基础上，结合积极集估计技术，提出一个积极集可

行点SQP算法，该算法的主要优点在于：算法的主搜索方向由一个低维的凸

二次规划(2．3)确定，而且不需求解任何子问题来修正(2．3)中参数吼，只需

取吼=II扩_1n其中扩-1为前一个迭代点处的主搜索方向．为克服Marat08

效应，通过求解一个最小二乘问题得到高阶修正方向．在适当的条件下，我们

证明算法具有全局收敛性和超线性收敛性．

·第3章提出一个求解极大极小问题的修正SQP算法．该算法的主搜索方向通

过求解一个二次规划得到．为克服Maratos效应，不同于文献[95】[98】，我们

通过求解一个线性方程组得到高阶修正方向，而[95】和【98】中需通过求解一

个二次规划子问题得到高阶修正方向．在较弱的条件下，我们证明该算法是全

局收敛和一步超线性收敛的．

·第4章提出一个求解非线性约束优化问题的可行点SQP算法．在该算法的每

一个迭代步，分别通过求解二次规划子问题和线性方程组得到一个下降方向

和一个可行方向，在此基础上，我们构造一个可行下降方向．为避免MaLratos

效应，我们通过解一线性方程组得到高阶修正方向．在适当的条件下，该算法

被证明足全局收敛和超线性收敛的．与已有算法相比，本章提出算法的优点

足：算法中线性方程组不涉及乘子估计，所求解的两个线性方程组的系数矩阵

相同且比文献【102】中系数矩阵的结构简单，因而可减少计算量．

·第5章以文献【106】中算法为基础，提出一个求解非线性不等式约束优化问题

的非内点型可行点QP．free算法，这个算法不要求迭代点必须足可行域的内

点．在算法的每一个迭代步，为得到搜索方向，只需求解四个系数相同的线性

方程组．在适当的条件下，我们建立该算法的全局收敛性和超线性收敛定理．

·第6章以文献【105】中算法为基础，提出一个改进的内点型可行点QP—free算

法，在该算法的每一个迭代步，为得到搜索方向，只需解三个系数矩阵相同的

线性方程组，而且在无严格互补条件下得到系数矩阵序列的一致非奇异性和

近似乘子序列的有界性，且其全局收敛性分析不受稳定点数目有限的限制．
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1．3 本文所用的记号

实向量

目标函数

问题的维数，即z的分量数目

全体实数组成的集合

全体n维实向量组成的集合

n阶单位矩阵

非奇异方阵A的逆

矩阵A的转置

矩阵A的行列式

集合F包含的元素的个数

，(z)的梯度

，(z)的海色矩阵

向量的欧氏范数

一』一
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第2章 求解约束优化问题的一个积极集可行点

SQP算法

2．1 引言

本章考虑求解如下不等式约束优化问题：

min m)
(2．11

(P) s．t． 劬(z)≤0，歹∈，，
、 7

其中m是正整数，函数，，仍0∈J)：舻一只连续可微．

最近，文献[83，84，85】中提出了一类求解问题(2．1)的FsQP算法，在算法
的每一个迭代点矿处．通过求解如下二次规划子问题得到主搜索方向：

班i婴 z+{矿风d
(2，d)

‘

s．t． V，(扩)Td≤z，

吼(z七)+V纺(z知)Td≤盯k名，i∈J，

(2．2)

其中fk是一对称正定矩阵，吼是一正参数．从(2．2)中可以看出，如果以>0且

上述二次规划的解如。≠o，则d。。是问题(2．1)在z七处的可行下降方向．文献【83】

中，Birge，Qi，Wei讨论了问题(2．1)的F‘，点的求解．他们给参数吼一个正的初始

值，当单位步长不被接受时，适当增加参数吼的值，但这种参数修正方法破坏了

算法的超线性收敛性；文献【84】中，LawTence和Tits也给出了一个类似算法；通

过求解一个等式约束二次规划来修正参数吼，使得吼=o(Ild吼㈣，另外，为克服

Maratos效应，需求解另一个等式二次规划来修正搜索方向d附KostreVa和Chen

【85】也通过求解二次规划(2．2)提出了一个FSQP算法，其中要求吼=D(IId吼忱

但未具体给出参数吼的修正方式．

本章中，我们在文献【83，84，85l的基础上，结合近似积极集技术，提出了一个

积极集可行点SQP算法．该算法的主搜索方向由求解一个低维的二次规划(2．3)

得到，而且不需求解任何子问题来修正(2．3)中参数吼，只需取吼=l渺-1盯为

克服Maratos效应，通过求解一个线性方程组得到一个高阶修正方向．在适当的

条件下，我们证明该算法具有全局收敛性和超线性收敛性．

2．2 算法描述

首先我们定义问题(P)的可行域X为

x={z∈R”：吼(z)≤O，i∈，】．，
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而且对每一个可行点z∈X，定义积极集为

J(z)={i∈J：9t(z)=o)．

本章中我们总假定可行集X非空且如下假设成立：

H1对每一个可行点z∈x，向量组{V肌(z)，i∈，(z))足线性无关的．

对z∈x，我们使用如下近似积极集，可参见文献[86】[106】．

A(z；￡)={i：9i(z)+￡p(z，A(z))≥o}，

其中￡是一非负参数，p(z，入(z))=~／矿虱；_天丌『，

坼州z肛[m渊要纠以加
91(z)

92(z)

夕m(z)

入(z)=一(V9(z)rV9(z)+di09(吼(z))2)一1V9(z)rV，(z)，V9(z)=(V吼(z)，i∈j)．

易知(z‘，”)足问题(P)的KKT点当且仅当圣(矿，”)=O或p(z+，A‘)=O．

Eacchinei等人在文献[86]中证明了如果二阶充分条件和Mangass撕an—Fromovotz

约束规格成立，那么对任意￡>0，当z充分接近矿，A(z；5)=，(z+)．

下面我们给出求解问题(P)的一个积极集可行点SQP算法步骤．

有关参数r，乃>00∈，)，丁∈(2，3)，∥∈(o，+O。)，p∈(o，1)，7∈(o，1)，Q∈

(o，{)．
有关数据给定初始点z1∈X，一个对称正定矩阵日l，盯l>0和￡o≥O。令七=1．

步1令E=E≈～．

步2令A七(￡)=A(矿，￡)．如果V9J4-(。)(z。)非满秩，则令E：=仃E，进入步2．(这

里VgA*(。1(z2)=(V吼(z七)，i∈A七(￡)))

步3令E蠡=￡，小=A‘(E)．

步4(计算主搜索方向)

对当前迭代点扩，求解

min rz+；∥玩d
(ⅣQ尸) s．t． V，(z知)rd≤rz， (2．3)

吼(z是)+V吼(z七)Td≤n盯＆z， i∈A七，

得(zk。扩)，令(札3，u盖。)是其相应的Lagrange乘子．如果扩=o，那么扩足问题
(P)的KKT点，停；否则进入步5．
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步5(计算高阶修正方向)

通过求解下面的最小二乘问题得高阶修正方向矛：

(己s) min 到训‰
s．t． 吼(z‘+d‘)+V吼(z知)Td=一(1一pk)Ild毛117+mn仃Z‰IId2Il， i∈A矗．

(2．4)

例12≥一(跫祭n)吼讯；
嗍12<一(跫祭n)巩旅·

如果lI扩lI>l|驴II，令沙=0．

步6(线搜索)

求序列{1，p，p2，．．．)中满足如下不等式组的第一个数作为k

，(z七+Ad七十A2矛)≤，(z七)+aAV，(z南)丁dk，

吼(z‘+入d知+入2孑)≤o，Ⅵ∈J．

步7令一+l=扩+k扩+A：矛，吼+l=II驴旷

步8计算一个新的对称正定矩阵风+l，令忌：=七十1，返回步1．

为讨论方便，对任意的七，我们令“?=o，i∈，＼小．

下面我们证明该算法是适定的．

(2．5)

(2．6)

引理2．2．1对矿∈X，如果条件肌成立，则该算法在步2中的循环经有限步终

止．

该引理的证明类似于文献【87】中引理1．1和引理2．8的证明．

引理2．2．2如果风是一对称正定矩阵，且参数r，巧U∈∥)都是正数以及盯≥O，

则似咧总存在唯一最优解．
该引理的证明见文献[84]中引理1的证明．

引理2．2．3若日岛是一对称正定矩阵，则仁别总存在唯一最优解．

利用王如对称正定性和夕At(扩)的满秩性易得该引理的证明．

引理2．2．4设引理2．2．2中的条件成立．如果(魂，舻)是偿．矽的最优解，则

一，J r‰+；(d七)丁仇d‘s o和z七≤o；

一砂魂=o甘d‘=O错z七是问题口¨的爿Kr点；
一别‰<0暑矿是问题俐在扩处的可行下降方向．
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该引理的证明见文献【85】中引理3．4的证明．

引理2．2．5该算法步6中的线搜索是适定的．

证明：首先，由(2．5)可知：

o七
全 ．厂(z七+入d知+A2孑)一，(z‘)一QAV，(z七)Td％

=V，(z七)T(Ad七十A2d七)一Q入V，(z七)丁d‘+D(A)
= (1一Q)入V，(z七)Td‘+D(A)．

又，连续可微，a∈(o，；)，故由引理2．2．4可知：存在天>o，使得任意A∈fo，习，
妣≤0．

其次，由(2．6)和引理2．2．4可知：当i∈A七时，

砖全吼(z七+Ad七+入2矛)

=吼(z豇)+入V吼(z知)Td南+D(A)

≤ (1一入)吼(z七)+入z+o(入)．

故存在天>o，使得任意入∈[o，天】，砖≤o．

当i隹A詹时， 仇(z知)<一￡p(z詹，A(z詹))<0．由F(A)=吼(z‘+入d七+入2孑)的连

续性知：存在天>o，使得任意A∈【o，天】，醇≤o．
令爻=mill{天，忑，天，i∈J)，因此结论成立．

2．3 全局收敛性分析

本节我们将分析2．2节中算法的全局收敛性．首先做如下假设．

H2．该算法所产生的序列{z七)是有界的．

H3．对任意忌和所有d∈jp，存在两个正数o，6>O满足

o㈣12≤d丁风d≤6||刮2．

我们不妨设矿是序列{z‘)的一个聚点．注意到A‘和以是有限集合，的子集，

故存在一子集Ⅳ使得

!i粤z詹=z+， A‘兰A， 以兰Z V忌∈．K， (2．7)
知∈K

。 ’ o 7

其中

以={i∈A‘：9t(z七)+V9t(z七)丁扩=n盯七‰)．

引理2．3．1如果假设艘，册成立，则序列{扩：后∈K】I，{魂：后∈K)和{矛：
％∈K’都是有界的．
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证明：首先，由V，(扩)_V，(矿)，尼∈K知：存在常数co>o使得0 V，(≯)I|≤

cD，V七∈K．而且，结合引理2．2．4，(2．3)和假设H3可得

o≥r‰+；(沙)T玩扩 ≥V，(扩)T扩+剖剥2
≥一I|V．厂(z‘)ll lld七Il+2 IId七112

≥一c0IId七||+glld七112， 七∈K．

这表明{驴：七∈K)是有界的．

其次，{旅：七∈Ⅸ)的有界性可从{驴：后∈K)的有界性和下面的不等式推

得．

o≥2镌≥；V，(z七)丁d奄≥一；JIV，(z膏)II·Ild‘II≥一挚IId‘II，后∈K． (2．8)

最后，{矛：七∈K)-的有界性可从{驴：七∈K】-的有界性得到．

下面我们给出(NQP)的KKT条件如下；

凰铲+u6Vm七)+三蝣V缈(扩)=o，u墨=(砖，J∈A)， (2．9)

r=r乱5+暑嘭吩巩，谚≥o，歹∈A，u3≥o， (2．10)
j∈A

o≤u3上(r魂一V，(z七)丁扩)2 o， (2．11)

o≤u；上(吩盯k‰一缈(z奄)一V缈(z‘)丁扩)≥o，歹∈A， (2．12)

其中记号z上可表示zT秒=0．

引理2．3．2俐乘子序列{让g】．篷。是有界的．

以砂设条件肌，如册成立，且令乘子向量仳‘=(仳鲁，o八A-(。))=(u§，o八t，)．
如果lim矿=矿以及lim毋=0，则{u知：南∈K)是有界的．

k∈．K 南∈K
、

证明：(i)根据(2．3)的KKT条件可得

r=r乱3+∑谚吩吼≥ru：，
j∈A

即，o≤仳3≤1．

(ii)假设(ii)的结论不成立，则存在一个子集K’∈K使得lI铲ll=lI u5|I_

oo，七∈K7．因此，用}Iu钏去除(2．9)两边可得

南风d2+赫Vm七)+暑志V仍(z‘)=o· (2．13)

注意到{禹：七∈K’}是一模长为1的序列，故我们不妨设

禹一冯， 七∈K’，j∈正o s(弓，j∈J)≠o． (2．14)
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因此，对(2．13)两边取极限(后∈K’，七一。。)，考虑到假设H3和给定的条件可

得：

∑弓V缈(∥)=o． (2．15)
J∈J

另一方面，根据给定的条件可得： J∈，(z+)，因此根据(2．14)，(2．15)和H1

可得一矛盾，故{u詹：七∈K}足有界的．

考虑到序列{u3：后∈K)，{让2：后∈K)和{吼)的有界性，我们不妨设

u奄=(砖，J∈，)一u+=(嵋，歹∈，)，u：_u；，吼一盯。，七∈K． (2．16)

引理2．3．3设{矿)是该算法所产生的序列，如果l啦扩=z’且lim扩=0，则、 ’

知∈K ％∈K

口是R题(P)的KKT点、．

证明：由l迪扩=z’和lim扩=0可知：lim z七=o．因此，对(2．9)一(2．12)两
七∈K 七∈K 七∈K

’ ’ ’

边取极限(七∈K，七一。。)可得：

u；V他+)+暑让；V缈(z+)=o，
q乃(z+)=o，u；≥o，彩(z+)≤o，歹∈A， (2．17)

r=7．u；+以∑巧嘭，u；≥o．
J∈J

由(2．17)的第三式易知：(让；，u》)≠0，而且结合假设H1可得：喵>0．这

就表明(z‘，兰)是问题(P)的KKT点．

基于引理2．3．1，引理2．3．2和引理2．3．3，我们给出如下全局收敛性定理．

定理2．3．1如果假设何J，艘，册成立，那么该算法或有限步终止问题俐的麒T
点或产生一无限序列{z‘】-，其每一个聚点z’都是问题俐的删T点．而且
{鬟：七∈K)收敛到对应于z+的肼T乘子且l蛔砧>o．
、“O

。

七∈K。

证明：该定理的第一个结论足显然的．因此我们不妨设{∥)为该算法所产生的无

限序列且(2．16)成立．下面分仃。=o和以>O两种情况给与证明．

(1)．当以=0时．由步7知，存在一无限子集风∈K使得．1im驴_l=O．

再次由步7知：

||z奄一z七一1 II≤￡七Il d‘1|I+￡2 lI孑一1 ll≤2扩0 d七一1 ll—o， 凫∈K1．

因此，根据．1i骋扩=z+可得lim znl=z+．进一步由引理2．3．3知矿是问题
七∈．Kl 奄∈．Kl

(P)的KKT点．

(2)·当盯·>o时·显然，只需证明般沙=o即可·为此，我们假设躲扩≠o，
则存在一无限子集K7∈K和一常数△>0使得对任意后∈K’，有Il扩||≥△．

下面的证明分两步进行．

一13—
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a．首先证明存在天>O使得对任意克∈K’，有A七≥天，

，(z‘+Ad七十A2d南)一，(z七) 一口AV，(z七)丁驴
= V，(z七)T(Ad七+A2d七)一QAV，(z‘)Td‘+D(A)

≤入(1一Q)V，(z七)?d％+D(入)

≤A(1一a)7．讯+D(A)

≤一{入(1一n)(d岛)?风d七+D(入)
≤ 一ioA(1一Q)IId‘112+D(A)

≤一{口A(1～Q)△2+D(A)．

上面的最后一个不等式表明对七∈K7充分大和入>0充分小，有(2．5)成立．

下面分析(2．6)：如果歹g A，即，缈(扩)<一印(扩，A@七))<0．结合缈(z)的

连续性，{扩：凫∈K)和{驴：七∈K)的有界性，则对七∈∥充分大和入>o

充分小，有缈(矿+入扩+A2扩)≤0成立．

如果J∈A，则由泰勒展式和(2．3)可得

缈(扩+A扩+A2扩)=劬(z缸)+AV乃(扩)T舻+D(A)

≤仍(z七)+A(巧吼‰一彩(矿))十D(入)

=(1一入)仍(z七)+入rj仃★么+D(曲

≤入rj仃七旅+D(A)．

从而由(2．3)和假设H3可得

仍(z七十Ad七十A2d知) ≤ A乃口+(一寺(d七)T风d七)+D(入)
s 一入q仃+砉n l|d七i12+D(入)

s 一入q盯+去o△2+o(入)．

因此上面的不等式表明对后∈K7充分大和A>O充分小，有(2．6)成立．

综合上面的分析可知：存在天>O，使得对老∈K’有k≥页．

b．其次利用A％≥入>o得出一个矛盾．

由(2．5)，(2．3)和假设H3可知

，(z七+1) ≤ ．厂(z知)+aA七V，(z2)丁d七≤，(z奄)+口A知rz格

≤，(z‘)一；QA^(d‘)丁风d七≤，(z南)一{QA七o lI d七112， V七．

因此序列{，(∥))是单调下降的，考虑到!姊，，(矿)=．厂(矿)，故。Iim．厂(一)=，(z‘)．
Kt^’ 托—·o。

又

，(。‘+1)≤，(。詹)一去8a页△2， V七∈K’．

对上面不等式两边取极限(七∈K’且七一∞)可得一；口Q页△2≥o，这是一个矛

盾!因此，扩=o．故由引理2．3．3知：矿足问题(P)的KKT点，而且{筹：后∈K)
收敛到对应于z+的KKT乘子且2臻让5>o·
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2．4 收敛速度分析

本节我们将分析2．2节中算法的收敛速度．为此，我们做如下假设．

H4(i)函数，(z)，缈(z)(歹∈，)二次连续可微．

(ii)在序列{矿)的聚点z+处二阶充分条件成立，即，

矿v：。L(z·，u·)d>o，Vd∈Q型．(d∈兄!，l：d≠o，V9，(z。)(z+)丁d=o)， (2．18)

其中

L(z，tz)=，(z)+∑％缈(z)． (2．19)
J∈』

(iii)在z+处严格互补条件成立，即”一9(z+)>0．

引理2．4．1以，J如果假设肌，上陀成立，则tlim驴=o，，lim扩=o，，1im讯=o，
七·-+oo 靠—+。。 托—+o。

．1im盯七=0和．1im llz七+1一z奄lj=0．

亿)如果假设Z“，三陀，上旧成立，则。1im扩=矿．拧—_∞

证明：(i)首先用反证法证明扩_o，砍_0．假设结论不成立，则由{扩)，{‰)

的有界性和引理2．3．1知；存在一子集K使得

驴一扩，‰_z+<O(砖∈K)．

根据{扩～，u3，u?)的有界性得：存在子集甄∈K使得

札：_乱；，u；_u；，i∈，，吼_盯。(七∈K1)．

而由扩一扩≠0和定理2．3．1的证明知： 口。=O．对(NQP)的KKT条件

(2．9)一(2．12)两边取极限(七∈Kl，七一。。)得：

凰矿+V．厂(z+)+∑u；V吼(z+)=o；
i∈A

u；=1，V．厂(矿)r矿=乙<0；

V吼(z+)Td’≤0，i∈J(z+)．

结合上两式和Farkas引理知：存在A+∈Rlm‘)l使得

V，(z+)+∑NV吼(z+)=o，x≥o，t∈m+)．
2∈，(z+)

这表明∥足问题(P)的KKT点，由引理2．2．4知：矿=0．矛盾救驴_0，‰一0．
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由上述结论和步5和步7分别可知： ．1im扩=0和．1im一=0．
疗—+o。 K—·∞

而又从上面的结论可得：

．1im Il≯¨一矿lI=，lim 0k扩+A2孑||≤．1im(||扩II+lI矛||)=o．
尤—+。c 胄—●。。 片—+。。

(ii)类似于文献【88】中的性质4．1的证明可知； 矿足问题(P)的一个孤立KKT

点，因此由定理2·3·l知：矿是{扩)的一个孤立聚点，这和熙flz七+1一扩lI=o
一起表明lim扩=z。．

K—+oo

类似于文献f89】中引理3．1的证明可得如下引理．

引理2．4．2在上述假设下，当七充分大时，矩阵

尥些[v盎甲掣’卜
是非奇异的，而且存在常数C>o使得lI何1II≤c．

引理2．4．3如果假设肌，如日舅月彳一砂成立，则

以=，0’)=A七． (2．20)

恢l=o(I{驴忱lI矛ll=o(maX删扩l|2，一(黪。)嗽魂】1)2。(||驴11)’ (2·21)

证明： 首先从．1im(∥，驴，硌，叽)=(0，O，O，0)可得：以∈J@’)．反过来，对任

意t∈j(z+)，由H4(ii)知；X>o，结合定理2．3．1知：牡；>o，即，{∈氕．类似

于文献【86】中的定理2．3和定理3．7可得，(矿)=∥．

由(2．3)的第一个不等式可得

一IIV，(z知)IlIId‘II≤rz七，I讯J≤圭|IV，(z‘)II II扩¨．

因此不难证明恢l=D(1l驴11)．

其次，我们证明(2．21)中的第二式．注意到(LS)等价于如下线性方程组：

№甲勋≯悯=[-(1刊旧Ⅶh。■忙钏协。
其中~A女=一9Ak(z七十d‘)，eAk=(1，⋯，1)T∈兄l∥I，rAk=(巧，J∈A‘)丁．

由泰勒展式和(2．20)可得：孔-=o(|I扩惝+吼钆％t．因此结合引理2．4．1，

引理2．4．2和丁∈(2，3)有；ll驴Il=o(maX{lI扩l|2'一(maX乃)吼致>)=o(1渺她
，f4‘
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引理2．4．4如果假设肌，职册成立，则{豢)收敛到问题例相关于z+的麒T
乘子且lim ug=1．

胃—+o。

证明：利用．1im(扩，扩，扩，魂)=(o，o，o，o)，类似于引理2，3．2(ii)的证明可知：{让‘)
K—呻(X)

。．七

足有界的．类似于定理2．3．1的证明可得：对任意无限子集K，序列{去：七∈K)
存在一个聚点矿且(矿，矿)是问题(P)的KKT点．又对应于z‘的Lagrange乘

子是唯一的，因此，序列{去)收敛到问题(P)对应于z+的Lagrange乘子．最
后，由(2．10)，{仳七)的有界性以及引理2．4．1(i)可知

熙u：=熙(1一言∑谚巧吼)=1：K—-o。K—÷∞7⋯
为确保七充分大时，k三1．我们再如下假设．

H5假设II最(V：。L(扩，警)一风)驴I|=D(1l扩忱其中

R七=(V缈(扩)，J∈以)，R=厶一R％(R吾R知)-1R吾．

m，争m，+萎缸一
引理2．4．5如果假设肌，脚，以剧，助成立，贝一l当后充分大时，步长k兰1．

证明：首先我们证明当忌充分大且A=1时(2．6)成立．对歹≠j(矿)，即，缈(矿)<0．

由(∥，驴，矛)_(z‘，O，0)(七一∞)和仇(z)的连续性可知：仍(一+扩+矛)≤0．

对歹∈，(矿)=小，由泰勒展式，(2．3)，(2．4)和(2．21)可得

仍(z‘+d七+矛)=仍(z七+扩)+V卯(z‘+d七)r矛+D(II孑||2)

=9J(z詹+d知)+V缈(z‘)丁d七+O(I|d‘lI IId砖II)+O(Ild七112)

=一(1一酬邢+风乃盯矧删+o(maX渺悒一(辫勺)吼魏㈣I))
(2．22)

因此从m的定义和(2．22)可知；

9j(z‘+d七+孑)S o．

这表明(2．6)当后充分大且A=1时成立．

下面证明(2．5)当七充分大且A=1时成立．

由泰勒展式和(2．21)可得

虮型，(z知+d‘+孑)一，(z‘)一“v，(z‘)丁d≈
= V．厂(z知)r(d‘+d‘)+；(d‘)丁V；。，(z七)d‘一口V，(z‘)丁驴+D(Ild七J12)．

(2．23)
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另外，由(2．3)的KKT条件和(2．21)知

u5V，(z‘)T(扩+孑)=一(舻)T上k扩一∑札；V劬(矿)T(驴
JtJ知

+矛)+D(I渺㈣．

(2．24)

锃6V，(扩)T扩=一(扩)T日≈莎一∑砖V劬(z‘)r沙
j∈“

=一(扩)丁风扩+∑u；缈(矿)一∑谚q吼名七．
j∈“ j∈Jk

再次由(2．22)的第三式和泰勒展式得

因此，

缈(矿)+V缈(矿)T(扩+孑)+主(d七)丁V：。缈(矿)驴=。(II扩l|2)， J∈以．

一∑蝣V劬(扩)T(驴+矛)=∑蝣乃(矿)+{(扩)丁(∑谚V：。乃(∥))驴
j∈Jk j∈Jk j∈Jo

把(2．25)代入(2．24)得

缸6V，(z七)T(扩+矗忘)=一(d七)T峨驴+∑u；易(z奄)+
J∈Jk

把(2．26)和(2．24)的第三式代入(2．23)得

u七2去(a一
+(1一Q)

+D(1胪112)．

(2，25)

12)

≤(去(a一1)+；)nl|驴112+{(扩)T(V；。L(矿，蒜)一日I)驴

+(卜Q)聂纂幻(z七)籼j轰纂巧吼魂+0(IId七112)．
根据R定义可得

从而有

驴= R扩+风(磺凡)-1磺扩

Rd七+Rk(磁R≈)一1(一卯@·)(z七)+盯七魂e)

R扩+D(Il夕№·)(矿)lI)+D(II吼讯e忱

D(1I沙112)．

‰≤(去(Q一1)+；)o|l扩lf2+{((扩)丁R+R七(霹R％)一1磁d奄)(V：。L(z七，嚣)一凰)d膏

+(1一Q)轰蔫易(z‘)帕j邑篆坼针州‘112)
=(去(Q一1)+{)o||d‘112+o(119，(。·)@七)If)+D(1I盯七‰eI|)．

+(1一Q)磊篆卯(矿)帕，邑纂坼针D(ild七112)．
因此，由a∈(o，；)，乱3_1，可知(2．5)当A=1时成立．

由假设H4(ii)易得如下引理：

18一
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引理2．4．6在上述假设下，当后充分大时，矩阵

碟P∥。]l 碰’ f

定理2．4。1在上述假设下，该算法是超线性收敛的．即，序列{矿}满足Ilz七+1一

z+ll=D(IIz奄一z’11)．

证明：因为RR女=o，故由泰勒展式，(2．9)和引理2．4．4知：

去最凤驴=一RV，(扩)=一R(V，(≯)+凤u；(。·))
=一RV：。己(z+，珏；o。))(z七一z‘)+p(Ifz七一z+f}2)，

即

R(去风一V乞L(z‘，u；(。．)))扩=一RV乞L(矿，u；(。·))(扩+驴一矿)+o(1I扩一z+112)-
又由泰勒展式可得：

夕，(霉．)(z七)=9，(。．)(z‘)一9J扛．)(z4)=R吾(z七一z+)+D(||z％一z+112)．

故由(2．7)和引理2．4．3知

兄舌(z‘+d‘一z+)=D(I|d‘I|)+o(1|z七一z’112)．

从而由引理2．4．6知

z％+d≈一z+=c。吾。t，。。蚕[一R(去域一V吾L(矿，让；(矿)))扩]+。clIz膏一z训2，．
由上式，引理2．4。4和假设H5知：

lIz‘+铲一矿lI=D(j1驴lI)+D(Il扩一矿l{2)．

根据引理2．4．3和引理2．4．5得Il扩II=D(II扩11)-从而有

IIz七+1一z+lI= IIz‘+d‘+矛一z+ll≤D(Ild2||)+D(||≯一z+112)

=D(1ld‘+d‘11)+D(1lz七一z+112)

f(z奄+1一z+)一(z8一z+)II)+0(IIz知一z’Ij2)

(}1z七+1一z4il+flz2一z‘l{)+D(1fz毫一z+112)

= o(f|z七十1一z’if)+D(1fz七一z4lf)．

因此，llz七+1一z‘I}=D({lz2一z’l{)．
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2．5 数值试验

本节，我们对2．2节中的算法和文献[84]中的算法进行数值比较．2．2节中算

法用Al9021表示，文献[84】中的算法用Al9022表示．两种算法都用MATLAB

6．5编程，都在windows xP的个人计算机实现．其中(2．3)和(2．4)都使用优化

工具箱求解．

整个实验中，我们使用如下BFGS公式：

其中

％=凤一错磐+器，(Ⅲ)，

s‘=z南+1一z七，矿=y七+o七(饥s‘+R七R吾s‘)，佻=min{IId七|12，∈)，∈∈(o，1)，

可知=V。L(z詹+1，A七)一VzL(z七，A‘)，

驴㈦罐葛裂烯；(0'1)；
整个实验中，令

凰=厶，7-=2．7，r=o．25，吩=o．0020∈n p=o．5，

，y=0．5， n=0．3， 仃l=0．00l， L，=2， 盯=0．5，￡o=2．

表2．1的测试问题来自文献[110】和文献[111】．所选测试问题的初始点和文献

【110】，文献【111】中相同．表2．1的列表示如下意义：prob表示来自文献【110】和

文献【111]的测试问题；Ni表示求解的迭代次数；NC Ng分别表示约束函数值

和约束函数梯度值的迭代次数． objective，dnorm和eps表示目标函数值，模

扩和精度E．
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表2．1数值结果

Algo Prob Ni Nf Ng objectiVe dnorm eps

Al902l HSl2 11 49 9 ．30．0000 1．7668e_006 le-05

Al9022 12 5l 10 ．30．0000 3．4720e．005 1争05

Al9021 HS29 14 67 11 —22．6274 5．6545e．006 l争05

AI9022 16 84 14 ．22．6274 1．3650e-005 1e-05

Al9021 HS31 12 455 28 ．6．0000 7．1223e-006 l争05

AI9022 lO 385 23 ．6．0000 1．6319e-005 1争05

Al902l HS34 13 176 33 ．0．8340 1．599le．006 l争05

AI9022 11 155 24 ．0．8340 1．5562争005 1昏05

Al9021 HS35 8 125 16 0．1111 1．1247e-006 1争05

AI9022 8 119 14 O．1111 1．6929e．005 1争05

AI9021 HS43 22 132 45 ．44．0000 4．2772e_006 1争05

Al9022 14 126 34 ．44．0000 1．7061e．005 le-05

AI902l HSloo 27 562 5l 680．6301 9．4936D006 l争05

AI9022 30 598 57 680．6301 2．6100e-005 1争05

Al902l HSll3 25 752 95 24．3062 2．2422争006 1争05

Al9022 18 541 20 24．3062 2．8480c-006 1e．05

Al9021 S264 21 312 42 ．44．1134 8．7955D006 le-05

Al9022 23 333 54 ．44．1134 1．4441争005 1D05
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第3章 求解极大极小问题的一个修正SQP算法

3．1 引言

本章考虑求解如下极大极小问题：

(P)婴番F(z)· (3-1)
Zt几”

其中F(z)=maX{乃(z)，歹∈，}且乃(z)连续可微．问题(3．1)有较强的实际背

景，它经常出现在许多工程设计问题中(具体见文献[90，91】)．

由于当^(z)，i∈J都是可微函数时，目标函数F(z)一般也是不可微的．因

此把传统的光滑优化方法直接用于求解极大极小问题可能很难找到其最优解．为

克服这个困难，许多学者把问题(3．1)转化为如下等价问题：

(P)

min z

(z，：)

8．t． 乃(z)≤z，歹∈，，
(3．2)

显然，问题(3．2)的KKT条件可表述如下：

[习+暑b r2：z’]=。， 。3．3，

～≥0，办(z)一z≤o，～(厶(z)一z)=o，歹∈，．

上述关系等价于

∑～V厶(z)=o，∑～=1，～(乃(z)一F(z))=o，～2 o，J∈，，

j∈I ，∈l

(3．4)

其中点z∈R“称作问题(P)的稳定点而入称作乘子向量．

由于序列二次规划方法(SQP)是求解非线性优化问题的一类比较受欢迎的方

法．因此许多学者尝试用sQP方法求解极大极小问题(具体见文献{92，93，94，95，

97，991)．其中，zhou和Tits【95】提出了一个算法：该算法的搜索方向通过求解两

个二次规划得到，为避免Maratos效应，．采用非单调线搜索技术．但是，该算法

仅得到两步超线性收敛速度．为克服这个缺陷， xue【97】给出了一个改进算法，

但为得到一步超线性收敛速度，需假设该算法足强收敛的，而且还假设了当k充

分大时其步长恒为1．最近，zhu{98】给出了一个求解极大极小优化问题的SQP

算法，该算法的主搜索方向通过求解一个二次规划得到．为克服Maratos效应，

其修正方向通过求解另一个二次规划得到．但和标准的非线性规划问题相比，为

得到一步超线性收敛性， [98j中的假设H6和H7足较强的．
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本章中，我们提出一个求解极大极小问题(3．1)修正的SQP算法．该算法的主

搜索方向通过求解一个二次规划得到．为克服Maratos效应，不同于文献【95】[98】，

本章所给算法的高阶修正方向通过求解一个线性方程组得到，无需求解二次规划

子问题．在较弱的条件下，我们证明该算法具有全局收敛性和一步超线性收敛性．

3．2 算法描述

为表述方便，对z∈舻，本章中我们使用如下记号：

，(z)=(厶(z)，歹∈，)丁，，(z)={歹∈，：乃(z)=F(z))， (3．5)

而且我们做如下假设．

H1函数厶O∈J)连续可微．

P2∥中肭量组(瞄卜№，)足缗陛无撕

№垤得矩阵稚(畔’卜厶)足列满撕
首先，我们给出如下记号：

箩=czr，z，r，Lcy，入，=z+若～c厶cz，一z，，V可Lcy，A，=[习+著～[V2iz’]，J∈J L上J j∈， L
▲

J

G(z)=din9(厶(z)_F(z))，V白(z)=l V2：z’l，Vc(z)=(V勺(z)，歹∈J)，
M(z)=Vc(z)TVc(z)+G2(z)，A(z)=一M一1(z)Vc(z)TV矗(z)，V如(z)=I；l，

圣cz，入，2[m饥。乏豸!’￡：z，，A，]·pcz，A，=厕·
下面我们定义近似积极集如下；

其中￡是一非负参数．显然(z+．A‘)足问题(P)的稳定点当且仅当圣(矿，入+)=o

或p(z’，A+)=o．而且由文献[86]知在二阶充分条件和Mangassarian—FroInovotz

约束规格下，对任意E>0，当z充分接近z+时，，(z，￡)=J(z4)．
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该积极集估计技术通过如下步骤实现．

算法A

步(i)给定初始参数E=瓢一1>0．

步(ii)生成￡-近似积极集，(矿，5)和矩阵肌，其中

肌= (K’卜缈㈡)． (3．7)

步(iii)如果det(W眠)≥￡，受Ij令k=j(矿，￡)，A忌：=M和￡七=￡，停；否则令
￡：=§￡重复步(ii)．

引理3．2．1如果假设饵j，和口别成立，则上述算法中的循环经有限步终止．

该引理的证明类似于文献【87】中引理1．1和引理2．8的证明．

对当前迭代点扩和一对称正定矩阵上“=日(z‘)，我们求解如下二次规划子

问题得到主搜索方向扩．

Ⅱ妇z+；矿风d
(QP) s．t． 办@2)+易(z‘)丁d—F(z七)≤z，歹∈厶．

下面的引理刻画了上述QP子问题的某些重要性质．

(3．8)

引理3．2．2如果矩阵风是一对称正定矩阵，则

以，二次规划子问题佃．8)有最优解；

一iJ(魂，驴)是p．功的最优解当且仅当它是p．纠的删丁点．

证明；(i)由于F(≯)=maX．【厶(z缸)，J∈，)，故(互，d)=(o，o)∈彤冲1是(3．8)的一

可行解，即(3．8)的可行集非空．故二次规划子问题(3．8)有最优解．

(ii)如果(旅，驴)是(3．8)的KKT点，注意到(3．8)是一凸二次规划，则它是(3．8)

的KKT点．反过来，如果(钆，扩)是(3．8)的最优解，注意到Abadie约束规格

((3．8)的约束都足线性的)成立，则(‰，扩)是(3．8)的KKT点．

引理3。2．3如果假设伊j，和伊圳成立，且(魂，扩)是p．矽的最优解，则

俐讯+；(d七)r凰d2≤o，‰≤o；
一班2=0§魂=O，驴=o兮z2是问题例的删z点；
似砂如果铲≠O，则‰<o，而且，扩是F俐在z‘处的下降方向．

证明：(i)注意到(o，0)是(3．8)的可行解且王k正定可得

戤+丢(矿)丁风扩≤o，魂≤一去(扩)丁日e扩≤o．
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(ii)如果扩=o，那么由(3．8)知：

F(z‘)一厶(z七)+‰≥o，j∈厶．

由，(扩)∈厶知z詹≥O．又‰≤0，因此‰=0．

反过来，如果‰=o，则；(∥)T日≈毋={(扩)丁王kd奄+‰s o，结合风的正定性

可得扩=0．

由引理3．2．2(ii)知：(3．8)的最优解(魂，驴)是(3．8)的KKT点，则存在乘子向量

舻=(砖，J∈厶，oj、k)满足

㈨+姜芍瞄，]=0'
厶(一)+乃(扩)T扩一F(z七)一魂≤O，J∈厶， (3．9)

(厶(z老)+缈(扩)丁扩一F(≯)一致)砖=o，歹∈厶，

砖≥o，歹∈厶；砖=o，歹∈J＼厶．

如果舻=O，则‰=0，从而由上述式子可得

∑芍=1，厶(矿)一F(≯)≤o，歹∈，，
J=l

(厶(扩)一F(扩))砖=o，砖≥o，J∈J．

因此扩足(P)的稳定点．

反过来，如果扩足(P)的稳定点，则‰=o和驴=O满足(3．8)的KKT条件．

因此由引理3．2．2知(0，0)是(3．8)的最优解．因此扩=0．

(iii)由％十{(扩)7、风扩≤o，扩≠o和矩阵风的正定性知： 魂<o．而且，由

(3．8)的约束知：

9j(z‘)rd蠢≤讯+F(z后)一厶(z膏)=‰<o，歹∈J(z‘)．

另一方面，易知F(z)在点z处沿着方向d的方向导数F7(z；d)能被表示成

F，(z；d)：、li黑!!兰_=!二掣：max{易(z)?d，ji∈f(z))． (3．10)
A一0+ A

。。’ ’～

因此

F7(≯；矿)≤‰<o， (3．11)

即，扩足F(z)在点z七处的下降方向．
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下面我们给出本章算法的算法步骤．

算法B

有关参数：E—l>O，7．∈(2，3)，Q∈(O，0．5)，p∈(0，1)．

步0初始数据：护∈jp，对称正定矩阵王k∈舻×n．令七：=0．

步1产生5一近似积极集厶：令￡=“一l，由算法A产生近似积极集厶．

步2计算主搜索方向扩：

求毹(QP)(3．8)得其解(‰，舻)，其乘子向量为．境=(入；，j∈厶)．如果驴=o，则
∥是(P)的稳定点，停；否则，进入步3．

步3计算修正方向扩：

求解如下线性方程组得扩

[磊含][习=[一IId七110e一五]， (3，12)

其中鼠=[吉0]，手=[习，e=cl，1，⋯，1，T∈剥划和五=c鸢，J∈如，，牙=
厶(矿+扩)一F(∥)一锄，歹∈厶．如果f}萨|f≥}}扩If，令萨=o．

步4线搜索：

求序列{1，p，p2，⋯)中满足如下不等式的第一个数作为靠

F(≯+￡d奄+￡2孑)≤，垩熙F(矿一‘)一Q￡(扩)?风扩． (3．13)’

Z=O。1．2
’ ’ ’ ’ 。

步5产生一个新的对称正定矩阵量k+1，令z蚪1=扩+tJc扩+t；水和克：=％十l，
返回到步1．

为说明算法B是适定的，我们给出如下引理．

引理3．2．4如果沙≠O，则步名中的线搜索是适定的．即，存在靠>0使得p．j圳

成立．

证明对于二次规划(3．8)，由于(d，名)=(0，O)为其可行点，则

旅+妄(扩)丁玩扩s o．

假设对A=∥，歹=1，2⋯．，线搜索(3．13)不能成立，则从(3．11)，(3．10)，a∈

(O，O．5)，f，∈(o，1)和引理3．2．3(i)知：

‰≥F№七；d。)=jim业墅笋：lim丝坐堡铲幽7_o。 ’ '_∞ ’

尸(z‘十月j扩+∥2J毋)一。1臻等‘。F(z‘一‘)>lim二————嘞■竺堂二
≥一iim a(扩)丁王靠扩>一{(舻)?壬如扩≥魂．

这足一个矛盾!故步4中的线搜索足适定的．
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3．3 全局收敛性分析

本节，我们将分析算法B的全局收敛性．如果在步2中求得的扩=0，则算

法B在点扩终止，且从引理3．2．3(ii)知扩是问题(P)的稳定点．如果扩≠0，

则从引理3．2．3(iii)知扩是F(z)在矿处的下降方向．

我们不妨假设算法B产生一无限序列{矿>，接下来的目标是证明．【≯)的聚

点矿是问题(P)的稳定点．为此，我们做如下的假设．

H3矩阵序列{z如}是一致正定的．即，存在两个正数n和b使得

olIdI|2≤矿风d≤6lld|12，Vd∈彤，V％． (3．14)

H4对任意护∈尼。，集合Q={z∈jp：，(z)≤，(一)}足一紧集．

在本章余下部分，我们设矿是{扩}的聚点．因此，注意到厶是有限集，的

子集和引理3．2．1，不妨假设存在一子集K使得

z七一÷z’，^兰j7，V％∈K． (3．15)

下面的引理见文献【95】．

引理3．3．1序列{矿，是有界的，且{如扩}一。和{扩+1一≯}一。

引理3．3．2如果假设肌，舰，册成立，则
俐序列{％，七∈K)，<扩，七∈Ⅸ)和{毋，七∈K}都是有界的；

删臻扩2般毋=o，牌‰2 o·

证明(i)由于(o，O)是(3．8)的可行解，注意到假设H3和(3．8)的约束可得

o≥旅+{(扩)丁风扩≥乃(矿)+缈(扩)丁驴一F@‘)+；(扩)r凰扩

=幻(z七)Td七+{(d奄)T风d七≥一If缈(z‘)0·IId詹|J+；口|Id奄i12，坳∈，(z‘)，V后．

上述不等式表明{饥，七∈K)和{扩，七∈K)是有界的．由算法B步3中舒的定

义可知{毋，七∈K】．足有界的．

(ii)类似于文献[95】中的定理3·1，可以证明|；|酸驴=o，这表明(ii)的结论足成立
的．

引理3．3．3乘子序列{舻=(入欠，o八几))是有界的．

证明由(3·8)的KKT条件知2暑A；=1和峙≥o，ji∈，·即{A‘)是有界的·
基于引理3．3．1，引理3．3．2和引理3．3．3，我们给出算法B的如下全局收敛性

定理．
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定理3．3．1如果假设肌，脚，册，川成立，则算法B或在有限步终止于问题俐
的稳定点，或产生一无限序列{扩)，其每一聚点矿都是问题例的稳定点．

该定理的证明见文献【95】中的定理3．1．

3．4 收敛速度分析

本节，我们将分析算法B的收敛速度．首先，我们证明如下命题．

命题3．4．1如果假设饥和册成立，则对应于问题例的稳定点孟的乘子是唯
一的．

证明：假设入，豇足关于问题(P)的稳定点孟的乘子，则从(3．2)知

，戛，砖I朝=匕]，，羡，西墨刘=[三]，k堆，=凤坼，=。．
上面两个等式表明：

，黔国蚓一o·歹∈，(毒) L 上J

由假设H2可知：天=皿

定理3．4．1如果假设三以，如如上“成立，则．1im扩=。lim扩=0，．1im‰=0．
R—÷oo 臀—+o。 局—+。。

该引理的证明见文献[95】中的定理3．1。

为证明算法B的超线性收敛性，我们进一步做如下假设．

H5(i)函数厶(z)(歹∈，)都是二次连续可微的；

(ii)在问题(P)的稳定点(矿，矿)处，二阶充分条件成立．

d丁V：。三(z’，p’)d>o，Vd∈月以：d≠o，(彤(z+)一9幻(z+))丁d=o，歹∈，(z+)＼{￡o)，幻∈，(z+)．

其中

V：。￡(z’，肛’)=∑圬V2厶(矿)=∑p；V2厶(z+)．

(iii)在(矿，p’)处严格互补条件成立．即，p；>o，坳∈，(矿)．

下面我们证明z’是问题(P)的孤立稳定点．

引理3．4．1如果假设俾别和俾剀成立，则z’是问题俐的孤立稳定点．

该引理的证明类似于文献【88]中的性质4．1．
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定理3．4．2如果假设上陀，册，H；，上巧成立，则Um扩=z+．
詹—÷oo

证明：由引理3．4．1知；z+是问题(P)的孤立稳定点．而且，从定理3．3．1知：z+

是{∥)的孤立聚点．这和引理3．3．1一起表明．1im扩=z+．(参见文献【88】中的

性质4．1)．

下面的引理表明即使在解处严格互补条件不成立，当后充分大时，积极集能

被精确达到．

引理3．4．2设z+是问题例的稳定点，如果假设f驯俐_砂成立，则存在z+的
一个邻域，使得对此邻域的任何点z，有

，(z，习=，(z’)．

该引理见文献[86】．

引理3．4．3如果假设日J，艘和胁似砂成立，则当七充分大时，

以=f(矿)，

其中以=．【歹l厶(z。)+仍(z七)T扩一F(z詹)=魂)．

证明：对任意j∈^，有

乃(z‘)+夕j(≯)r扩一F(矿)=魂．

考虑到定理3．4．1和定理3．4．2，通过对上面等式取极限得： 以∈，(z’)．反过来，

对任意歹∈，(矿)，由(H5)(iii)知：当七充分大时， 砖>o．注意到(3．8)的KKT
条件可得：J(。+)∈以．

引理3．4．4在上述假设下，当岛充分大时，矩阵

慨型臣匀．
是非奇异的，而且，存在常数c>o使得ll蜂1|I≤c．

类似于文献【105】中的引理3．1的证明可得上述引理．

引理3．4．5如果假设f，日剀，俾到和伊矽一冽成立，则lI矛l|=D(11扩112)．

证明：由泰勒展式，骨的定义，定理3．4．1，引理3．4．2和引理3．4．3可得

学=￡(z七+驴)一F(z七)一钆=尼(z‘)+仍(z七)丁d膏+o(Il扩112)一F(z‘)一讯
=O(Il扩112)，歹∈厶．

因此，从引理3．4．4，丁∈(2，3)和(3．3)可知： ll毋||=o(1f驴Ii2)}．
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引理3．4．6如果假设脚，册，刎，肋成立，那么p．砂对应于(‰，扩)的KK丁乘

子久‰满足

3i巴妒=旷，妒=(入袅，o，＼“)．七—P∞ ”

证明：假设

．1im”≠p+，

则存在子集K和常数a>O使得

0入七一p+|I≥五，后∈K．

注意到．1im矿=矿和{妒)的有界性，存在另一个子集K7∈K使得

z七一z‘，IIA詹一p+I|≥a，入七_入+，忌∈K7∈K． (3．16)

注意到定理3．4．1并对(3．8)的KKT条件两边取极限(老∈K7，七一O。)可得

豳+薹芍窿，]：o'
厶(z’)一F(z+)≤o，(乃(z+)一F(z+))芍=o，碍≥o，歹∈J．

从上可知(矿，A+)足(P)的稳定点，因此”=p+．这和(3．16)矛盾!

为得到算法B的超线性收敛性，首先必须保证当后充分大时，搜索步长恒为

1．为此，我们再做如下假设．

H6假设IIR(V；。L(矿，小)一风)扩fI=D(Il扩忱其中

R=厶一取(冗玉R盘)一1尺丢，冗k=兄(z七)=(缈(z‘)一9幻(z詹)，歹∈L＼{￡o】．)．

下面的引理见文献[95】．．

引理3．4．7扩满足如下关系：

扩=最驴+砍，

其中戤=R奄(兄吾Rk)-1乃(z‘)，-J(z‘)=【^(z七)一厶(z七)：t∈J(z+)＼D)，歹∈，(z’)】．
而且存在常数c2>0使得当七充分大时，

Il乃(矿)lI≥czII畋玑歹=1，2，⋯，m．

进一步，存在常数c3>O使得当七充分大时，对满足力。(扩)=F(z七)的任意

靠∈，(矿)，有

7j(z2)T页七≤一c3I|以忆

其中X=【入k∥i∈，(z‘)＼{靠}】丁．
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定理3．4．3如果假设月2，爿ZH；，月5，月舀成立，则当后充分大时，搜索步长恒为|f．

即， 如三1．

证明：我们只需证明(3．13)当￡=1时成立即可．首先由泰勒展式，定理3．4．1，

3．4．2和引理3．4．5，可得

以≯材褂’裂篇：萎寄善焉蒯黧卅．慨忉=五(z七+d‘)+吼(z七)Td七十o(Il驴i13)，i∈，(z’)．
、 7

从(3．12)可知

A吾[耋]=一IIdⅦ7‘e一，‘，吼cz七，T孑=磊一“dⅦ7一五知，i∈，c矿，． c3．·8，

因此根据(3．17)，(3．18)和乃的定义得

以矿“叶∽篡：麓：=矧策笺篇寥k1 q埘
=F(扩)+z七十兹一II扩旷+D(《扩¨3)， i∈J(矿)．

、 。

故

乃(z七十d奄+a鼍)=F(z詹)+‰+氛一lld七117+D(|1d2113)，歹∈，(z+)．

由上两式知

五(z‘+扩+驴)=厶(z知+扩+矛)+0(1Id‘113)，Ⅵ，J∈J(z’)． (3．20)

注意到当七充分大时，有，(矿+扩+孑)∈J(z+)．故对Ⅵ＆∈J(扩+扩+毋)，

有

F(z七+d七+孑)=厶。(z‘+d七+矛)=乃(z七+d奄+毋)+D(}Id七113)，Ⅵ∈，(z+)．

另一方面，从(3．9)，引理3．3．2，泰勒展式和引理3．4．5知

∑对=1：砖F(z七+扩+矛)=芍厶(扩+矿+孑)+D(II矿喃，J∈，(矿)，
j∈J(z’)

F(z。+d七+毋)= ∑入；F(z詹+d七+毋)= ∑A；办(z七+扩+毋)+D(||扩113)
J∈，(z’)

，

J∈，(z‘)
．

= ∑ A；(厶(z知)+9j(z七)r(d七+毋)+{(d七)TV：。厶(z‘)d知)+D(I|d奄112)．
，∈』Iz’J

、 ’

(3．21)

又根据(3．9)和引理3．4．5有

∑A；仍(扩)丁(驴+舻)=一(扩)r风扩+D(Il扩112)， (3．22)
J∈』(z’)
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和

∑入：^(z2)=∑砖F(矿)+∑A：{^(z÷)一办(扩)】．=jcf(矿)+乃(矿)项t．
t∈，(。’) 讵，(z’) j∈J(z’)

(3．23)

因此，从(3．21)一(3．23)，(H3)，(H5)和引理3．4．7，可得

F(z七+d七+d七) ≤，然F(z七一2)一(d七)T风d七一c30d：l|、 7

—2_0．1．2
、 7 、 7 1 ⋯’8”

+{(d岛)T(∑A；V：z厶(z屉))d七十D(f|d鼍112)

2 z豁F(扩一)一c3矧l’{(驴)T风铲
+j(d‘)T( ∑对V：。尼(z七)一凰}d知+D(I|d≈J|)+D(IId‘112)
2
f蛩熙F(扩一)一c3 JJ畋IJ一；(舻)T仇沙

+{(扩)丁R I∑A；V：。乃(扩)一风)铲+D(1I畋II)+D(1l扩喃
2

l璺您F(矿一)一c3ff畋8一Q(扩)丁风扩

+(Q一{)(d七)T巩d七十D(1ld：11)+D(IId‘112)

≤z燃F(矿一)一Q(d七)T风扩+(Q～洲I(删2
一c3Il以l|+D(fl以lI)+D川舻|12)．

注意到Q∈(o，；)，易知当后充分大时

F(z七+驴+矛)≤，燃F(z七一‘)一a(矿)T风扩，’

括0，l，2
’ 、

’

即，(3．13)当￡=1和忌充分大时成立．

下面的引理对分析该算法的超线性收敛性是必要的．

引理3．4．8如果假设舰，册，郫，历成立，则当后充分大时，矩阵

耻P秽勺] cs-24，

是列满秩的．

该引理的类似于引理3．4．4．

定理3．4．4如果假设艘，册，川，仍，日6成立，则算法JE7是超线性收敛的，即，序

列{z‘)满足

Ilz七+1一z’||=D(f|z七一z+11)．
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证明：由(3．9)可得

凰驴+∑A锄(矿)=o，∑A；=1，
j∈3 j∈J

∑A‰(z七)=夕。。(≯)， (3．25)
j∈J

彩(z‘)T矿=F(一)+魂一力(z2)，歹∈Z (3．26)

又由(3．25)和(3．26)可知

风d七+乏二芍(乃(z七)一矶。(z‘))=风d七+R≈A≥=一9幻(z‘)， (3，27)
j∈‘，

(易(z七)一阢(z血))Td量=五(z七)～乃(z。)，Vi，歹∈J；磁d2=(^。(z‘)一办(z七)，歹∈，)．

(3。28)

定义^(z)如下

^(z)=∑圬(易(z)一吼。(z))=Ro)∥≥．
j∈J

则从泰勒展式和∑瞄=1知

^(z忌)=忍p≥=^(z+)+V九(z+)丁(z惫一z+)+o(1I舻一z·J|)

。2暑嵋‘仍(z+)咄。(矿))+暑圬(V：z彬)一V乞聃忡七一”+。(桫叫lI)
2暑蟛(仍(竹一吼。(矿))+(暑孵V绷矿)一V飘(z’))(矿一矿)+。(缈可fI)
。暑圬(仍(z+)一班。(z’))+V：z￡(矿，p+)(z七。)
一V：。^。(z‘)(z七一z’)+o(Ilz‘一z’11)．

而由R的定义有R风=0．故

o=最风力=R^(矿)

=R暑膨(9J@’)一9t。(z+))+RV：zL@’，p+)(一一z’)一RV：。厶(矿)(妒一z+)
+D(Il扩一z‘lf)．

这和∑巧仍(矿)=o和∑弘；=1一起表明
)∈J 3∈J‘

RV：。L(z+，弘4)(z‘一z+)

=RV；。^。(矿)(矿一z+)一R∑蟛(仍(∥)一9。。(z+))+o(0妒一矿JI)

=RV飘(矿)(扩叫)一乓匿p；仍(竹一吼。(z·))+帅七叫11) (3·29)

=RV!。^。(z+)(z后一z+)+R吼。(z+)+o(I|z‘一z·II)．
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而从定理3．4．3，(3．29)，引理3．4．4，∑店缈(z+)=o和(3．28)有

RV：。L(z+，p’)(z七+1一z+)

=最V釜L(z’，p+)(z七一z+)+最V：。三(z+，肛+)(d凫+毋)

=RV：。氏(矿)(矿一矿)+R‰(z+)+RV：。L(z+，p+)驴+D(Il扩一矿11)+D(II扩11)

=RV：。凡(z+)(z七一z+)+R9t。(z+)+斥(V!。L(z‘，p+)一风)扩+最矾dk+D(IIz七一z·}1)
+D(1妒|I)

=RV：。厶(z+)(z七一z‘)+R9t0@+)+最风驴+D(1|z七一z+11)+D(JId詹11)．

由(3．27)知最风扩=一R9t0(扩)，结合上面最后一个等式和泰勒展式可得

最V：zL(z’，p+)(z七+1一z+)

=最(V：。^。(z‘)(z七一z+)+甄@+)一吼。(z南))+D(1lz七一z’lI)+o(|f扩f|)
=D(|Iz知一z+11)十D(1Id奄II)，

即，

RV：。己(z‘，p+)(z‘+1一z’)=D(1Iz七一z’lI)+D(IId知lI)． (3．30)

另外，由以=J(矿)和泰勒展式可得

o=厶(z+)一，幻(z+)=乃(z七)一^。(z七)十(9j(z七)一矶。(z詹))T(z’一z知)+D(IIz七一z+II)，歹∈以，

o=(办(z七)一厶(z蠡)，歹∈，)+R舌(z+一z七)+D(1Iz七一z+I|)． (3．31)

因此由(3．31)和(3．28)也有

碟(z鼍一z+)=(厶(z七)一氏(z七)，歹∈J)+D(fIz七一z‘l|)，

R丢(z詹+1一z‘)=R蚕(z七一z4)+R蚕(d‘+矛)

=(乃@七)一厶(z七)，歹∈，)+冗吾扩+D(ff∥一矿8)+D(fl沙I J)

=D(Jlz七一z+|1)+D(Ild。II)．

即，

R吾(z七+1一z’)=D(|Iz2一z+11)+D(1Id七0)． (3．32)

故从(3．30)和(3．32)有

P秽。胪f矿】=o(1妒吣州忙七。∞．
由引理3．4．5和引理3．4．8知 ‘

IIz2+1一z+Il =D(||d七||)+D(1|z‘一z’11)

=D(1I扩+d‘11)+D(I|z七一z+II)

=D(1I(z‘+1一z+)一(z七一z’)lI)+o(IIz‘一z+l|)

S D(||z‘+1一z+f1)+D(I{z惫一z+lI)．
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因此，

|}z‘+1一z+j|，，1 D(1Iz岛+1一z+11)、／o(Ilz‘一z+|1)
IIz七一z+|I ＼‘ ||z七+1一z+II／，-二 Ilz七一z4lI

’

3．5 数值试验

z七十1一z’|I=o(IIz七一z+I|)

本节，我们对3．2节中的算法(为表述方便，我们用Al9031表示)和文献【95】

中的算法(用Al9032表示)进行了数值比较．两种算法都用MATLAB 6．5编程，

都在windows xP的个人计算机实现．其中(3．8)和(3．12)都使用优化工具箱求

解．

整个实验中，我们使用如下BFGS公式：

其中

‰=凰一篙警+器邝列，

驴=zk+1一扩，扩=矿+o七(饥矿+B％贸∥)，饥=mill{||扩||2，∈)，∈∈(o，1)，

可七=V。L(z‘+1，A七)一V。L(z知，A七)，B≈=(V厶(z七)，歹∈以)，

V。L(z，入)=∑～V厶(z)，
J∈』

一㈠而端蒜“
if(5‘)丁扩≥删s‘悒6∈(o，1)；
if o S(s‘)T矿<刚s七I|2；
otherwise．

整个实验中，令

凰=厶，丁=2．5，p=O．6，o=0．45，E—l=2．1．

表3．1的测试问题来自文献[97】和文献【100】．所选测试问题的初始点和文献[97】

和文献[100]中相同．表3．1的列表示如下意义：prob表示来自文献【97]和文献

【100]的测试问题；Ni表示求解的迭代数； objectiVe，dnorm和eps表示目标

函数值，模扩和精度e．
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表3．1数值结果

Algo Prob Ni objective dnorm eps

Al903l 1 lO 1．9522 4．2478e-006 1昏05

Al9032
- 11 1．9522 9．6073e-006 1e-05

Al9031 2 30 2．0000 1．9868e-014 1e-05

Al9032 - 28 2．0000 5．2721e-006 1e-05

Al903l 3 11 ．44．0000 8．2939昏006 1争05

Al9032 - 11 ．43．9900 1．2939e-005 le-05

Al9031 4 22 0．6164 8．7974e．006 1争05

Al9032 — 21 O．6164 1．0136e．006 1e-05

Al9031 5 14 3．5997 1．8319e—006 1争05

Al9032
● 15 3．5997 8．6761e-006 1争05

Al903l 8 23 680．630l 1．5379e-006 l争05

Al9032
— 24 680．6380 2．7637e．006 1e．05

Al903l 9 35 24．3012 2．5676e-006 l争05

Al9032 ● 39 24．3062 1．2946争006 1e-05

Al9031 Vardi-3 10 —48．0158 4．5843e-008 1昏05

Al9032 12 ．48．0158 6．30610008 l争05
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第4章 求解约束优化问题一个组合可行与下降的

可行点SQP算法

4．1 引言

本章继续考虑求解如下不等式约束优化问题：

血n他) ⋯)
(P) s．t． 缈(z)≤O，J∈，，

其中m是正整数，函数，，缈0∈J)：尼‘一R连续可微，我们记x=．【z：9t(z)≤

o，i∈，)．

Panier和Tits在文献【88】中提出一个可行点sQP算法．该算法的主搜索方

向通过求解如下二次规划得到．

min V，(扩)Td+；矿巩d ，㈣
(QP) 8．t． 乃(z七)+V缈(矿)Td≤0， 歹∈J，

、 ’

由于迭代点矿满足问题(P)的所有约束，故其对应二次规划子问题总是有解的．

为避免Maratos效应，一个二阶校正方向通过解一线性最小二乘问题得到．但是，

为得到该算法的收敛性，该算法需求出一个一阶可行下降方向．后来，Panier和

Tits[101】对上述算法进行了改进，提出一个组合可行与下降的超线性收敛的SQP

算法．该算法的主搜索方向由二次规划(4．2)的解和另一二次规划的解的凸组合

得到．为避免Maratos效应，需求解第三个二次规划子问题得到一个二阶校正方

向．为减少每步迭代的计算量，zhu[102】提出一个简化可行点sQP算法，其主搜

索方向由二次规划(4．2)的解和一线性方程组的解的凸组合得到．为避免Maratos

效应，一个二阶校正方向通过解另一线性方程组得到．而且在合适的条件下，该

算法被证明足全局收敛和超线性收敛的．但是，Zhu的算法中的线性方程组涉及

乘子估计．正如文献【103】中所指出的，当近似积极约束所对应的乘子估计非常小

时，这些线性方程组可能会变为病态的，从而导致算法不稳定．

本章中，我们提出一个求解问题(P)的可行点SQP算法．在该算法的每一个

迭代步，通过分别求解二次规划(4．3)和一线性方程组得到一个下降方向和一个

可行方向，在此基础上做一适当组合得到可行下降方向．为避免Maratos效应，

高阶校正方向通过解一线性方程组得到．而且在适当的条件下，该算法被证明足

全局收敛和超线性收敛的．本章所给算法的优点足：算法中线性方程组不涉及乘

子估计，所求解的两个线性方程组的系数矩阵相同且比文献[102】中系数矩阵的

结构简单，因而可减少计算量．
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4．2 算法描述

对z∈X，定义积极集为

，(z)={i∈，：仍(z)=o)．

本章中，我们假设可行集X非空和下面的假设成立．

H1对z∈x，向量组{V劬(z)，歹∈j(z))线性无关．

对z∈x，我们也使用如下积极集估计技术，有关记号见第2章2．2节．

4(z；￡)={i：绕(z)+￡p(z，A(。))≥o}。

下面给出该算法的算法步骤．

有关参数7．∈(2，3)，p∈(o，1)，a∈(o，{)，6>2，p>o，，y>o．

初始数据给定初始可行点z1∈X，一个对称正定矩阵皿和Eo>O．令七=1．

步l令￡=￡七一1．

步2令∥(￡)=A(≯，￡)．如果V9小(。)(≯)非满秩，则令E：=盯￡，进入步2．(其中

V9A-(。)(z七)=(V缈(z知)，歹∈A‘(E)))

步3令E％=E，∥=A血(g)．

步4(计算主搜索方向)

1．1计算下降方向d台：

min Vm‘)Td+{矿凤d f4．3)
(QP) 8．t． 仍(矿)+V9J(矿)Td≤0， J∈A2，

、 7

通过求解上述二次规划得稚，令u§。是对应Lagrange乘子．如果驴=o，则砂
足问题(P)的KKT点，停；否则进入1．2．

1．2计算可行方向砰：

求解如下线性方程组：

[v9赫珊訾胳瞄甜 汪4，
【V鼢(z‘)r o 儿刈 【一IId5怜AtJ’

、7

其中eAt=(1，．．．，1)T∈R泌1．令(钟，7rj。)是其解．
1．3计算可行下降方向驴：

建立d3和d}的一个组合：

扩=始+m钟， (4．5)

m_{瓿，：裂驱0；
一38一

(4．6)



博士学位论文

步5通过求解如下线性方程组得高阶修正方向扩：

[v9赫勋紫][j=h钏‰点“∽]，㈡7，
如果}f萨||>}}扩m令水=0．

步6(线搜索)

求序列{1，p，p2，．．．)中满足如下不等式组的第一个数作为k

，(z七+入d七十入2d鼍)≤厂(z七)+QAV，(zk)Td奄， (4．8)

缈(∥+入铲+入2扩)≤o，Ⅵ∈J。 (4．9)

步7令矿+1=扩+A七驴+A2驴。生成一个新的对称正定矩阵风+1，令尼：=七+1，
返回到步1．

注4．2．1不同于文献口口纠中的算法，上述算法中线性方程组“．彳，，似．∥的系数

矩阵不涉及乘子估计．

4．3 全局收敛性分析

为讨论方便，对任意的后，我们令磷=砖=o，Ⅵ∈，＼∥．

本节，我们首先证明该算法是适定的．

引理4．3．1如果假设ⅣJ成立，则算法步2中的循环经有限步终止．

该引理的证明类似于文献[87】中引理1．1和引理2．8的证明．

引理4．3．2如果风是对称正定的，则在假设肌下，线性方程组心．∥和“．砂

总存在唯一最倪解．

证明：由风的对称正定性和假设H1知

[v盎甲掣’]I．V纵t(z‘)T o J

是非奇异的．因此结论成立．

引理4．3．3 f，纠如果稚=o，则矿问题俐的删T点．
俐如果d3≠o，则

V厂(z七)丁姑≤一熹(罐)丁风姑，V，(∥)丁矿≤口V厂(矿)丁砧(移∈(o，1))，

V劬∽)丁扩<o，歹∈J『(扩)．
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证明：(1)由问题(P)和(4．3)的KKT点的定义可知，扩问题(P)的KKT点．

(2)如果稚≠o，由(4．3)可得：
1

V，(z七)丁稚≤一去(d3)T日kd：<o，V9J(z‘)丁d：≤o，J∈J(z‘)．

而从(4．4)可知：

V易(扩)?前=一喊n

又JD七>0，故

V仍(≯)T扩=V缈(扩)T稚+mV缈(z‘)T毋≤mV协(≯)Td}<o，J∈，(z七)．

由驴的定义可得

V，(矿)7驴=V，(≯)?稚+肌V，(≯)7本

而从触的定义知： V，(矿)T铲≤pV，(扩)T稚

引理4．3．4步6中的线搜索是适定的．

由引理4．3．3，类似于引理2．2．5的证明，可得上述引理．

为分析4．2节中算法的全局收敛性，我们做如下假设．

H2该算法产生的序列{扩)是有界的．

H3对任意的南和所有的d∈j≯，存在常数n，6>0使得

al|d|12≤dT风d≤6IId|12．

不妨设z+是_[z七}的一个聚点．注意到小和以是有限集，的子集，故存在子集

K使得

HI骢z七=z’， A七三A， 以三Z V七∈K， (4．10)
七∈K

、

其中

以=D∈A七：办(z七)+V厶(∥)丁驴=o)．

引理4．3．5如果假设职册成立，则序列{罐：南∈K}，{遴：七∈K)，{扩：七∈
K)，{u‘：七∈K)和{7r‘：后∈K)都是有界的．

证明：由z2的可行性和(4．3)可知：

一lIv厂(z‘)⋯ld：||+nlld3I|2≤v‘厂(z七)丁罐+去d5丁玩兹<o．

又IlV，(≯)n七∈K有界，故不难证明{稚：南∈K)有界．
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由引理4．3．2和{d台：七∈K)有界性易证{矛：七∈K】．，{u七：七∈K)和

{铲：路∈K}的有界性．

基于引理4．3．5，我们给出如下全局收敛性定理．首先，我们不妨设存在一个

子集K，使得

扩一z+，凤一日+，d5_蝣，u七一“’，扩_扩，妒一r，七∈K．

定理4．3．1如果假设日j，朋，册成立，贝ll该算法或在有限步终止于问题例的
删T点，或产生一无限序列{扩)，其每一聚点矿都是问题俐的KK丁点．

证明：该定理的第一个结论由引理4．3．3易得．下证第二个结论．由{，(z‘))的单

调下降性和，的连续性并结合矿_矿(后∈K)可知：

，(扩)_，(z’)，％_oo． (4．11)

由(4．3)易知：蝣足下面二次规划的唯一解，咳是相应的Lagrange乘子．

min V，(z+)Td+{∥月Id

(QP’) s．t。 缈(矿)+V缈@’)Td≤0， 歹∈A，

如果靠=O，则由心P，)的KKT点的定义知：矿都是问题(P)的KKT点．假

设蝣≠0，则V，(z‘)7瞄<o．

由(4．4)易知：(《丌盖)足下面线性方程组的唯一解：

[％篡甲％苫矿)]圈=[二滋52]1％A(z’)于 o J N 卜惴怍A I

类似于毋的定义，我们可定义d。，模仿引理4．3．3的证明可得：

V，(z+)丁d；<o，V，(z’)Td+<o，V9j(z+)Td。<o，歹∈，(z’)

由引理4．3．4的证明，易知步6中的线搜索所得步长￡居满足下面的关系：

￡七≥≠。>O，七∈K．

因此由(4．8)和上面的关系式，可得：

o 2般(m川)一m奄))≤般嘶Vm‘)丁扩≤Q￡·pVm+)丁以<o．

上述矛盾表明：靠=o．故结论成立．
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4．4 收敛速度分析

本节，我们将分析4．2节中算法的收敛速度．为此，我们进一步做如下假设．

H4(i)函数，(z)，缈(z)0∈，)二阶连续可微．

(ii)在KKT点对(z’，u+)处二阶充分条件成立，即，

矿V：zL(z’，u+)d>o，Vd∈Q型{d∈兄，：d≠o，V卯(z．)(z+)rd=o}， (4．12)

其中

L(z，u)=，(z)+∑％仍(z)． (4．13)
J∈』

’

(iii)在(z+，u+)处严格互补条件成立，即，u+一9(z+)>0．

引理4．4．1例如果假设日J，上陀成立，则．1im I|z奄+1一≯Il=O和．1im∥=z+．疗—_+∞ K—+o。

以砂如果假设肌，日2，册成立，则．1im罐=o，，lim d七=o，。lim驴=o，。lim扩=o．疗—+∞ 鬈—’oo 心—'∞ R—÷∞

证明：(i)由(4．8)，(4．11)和引理4．3．3有

o=．1im(，(z七+1)一，(z七))
心—+∞

≤．1im aA七V，(z七)丁d七
心—+∞

≤QpkV，(矿)T罐

≤一恕{a甜圳d5112≤o·
故

。lim A七V，(矿)T扩=o，，lim kV．厂(矿)Td台=o，，lim A七lId钏=o．
K—+oo 鬈—÷。o 詹—÷∞

另外，由(4．4)知

V厂(矿)T钟=一(钟)Tf巩啦一(钟)TV夕At(≯)丌鬈
=一(毋)T风d{+∑Ild3旷砖

≤一口Ild}||2+IA知I||罐Ij6c，

其中I砖I≤c，c为一正常数(由群的有界性可得)．
又

o=，1im kV，(矿)T扩一，lim kVt厂(z‘)Td鑫
R—÷。。 K—}o。

=．1im』％A％V．厂(z‘)Td}
K—’∞

≤一omAklld{112+mA≈IA。|¨d3旷c≤JD＆A％fA‘⋯d3116c．

因此

A岛I|扩Il≤儿Ild鑫8+风kIld钏_o，七_∞．

从而

。lim IIz‘+1一z七lI=。lim IIA七d‘+入：a凳l|≤。lim 2入kIld。II=o．
甩—-∞ 拧—·∞ 咒—÷∞
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由假设H4(ii)知z+足问题(P)的孤立KKT点，因此由定理4．3．1知：

的孤立聚点，这和

．1im I|z七+1一z七ll=0

一起表明lim扩=矿．

(ii)考虑到≯_z’，七一o。，类似于定理4．3．1的证明知：

lim碟=0，lim前=0，lim扩=O，lim扩=0．
符——+o。 K—÷∞ 臂—·oo K—+oo

引理4．4．2在上述假设下，当七充分大时，矩阵

慨=[v9赫V紫]．
是非奇异的．而且，存在常数C>o使得|l何1|I≤C．

类似于文献【105]中引理3．1的证明，可得上述引理．

引理4．4．3如果假设肌，脚，册成立，则

Ild：lI=D(IId：112)，lId奄ll=|l兹l|+D(1Id3||2)，

^=，(z+)=A‘，lI孑I|=o(Il扩f12)，

lim让七：u+．

证明：首先，由(4．4)，(4．5)和(4．6)知：

z+足{z‘)

(4．14)

(4．15)

(4．16)

|ld：|l=D(I|d：|12)，Ild‘Il=I|稚lI+D(||d：I|2)．

其次，我们将证明(4．15)．由．1im(矿，驴)=(0，0)知：以∈，(矿)．对任意

i∈，(矿)，由H4(ii)知：u：>o．从而由定理4．3．1知：u：>o．即i∈以．由文献

【86】中的定理2．3和定理3．7结合假设H1，H4(ii)知，(矿)=小．注意到(4．7)等

价于如下线性方程组：

[v9赫乳紫悯山州卜A点“∽]．
因此，不难证明II扩|l=D(1l扩㈣．

类似于文献[102】中的证明，有．1im u奄=u+．

为确保当后充分大时，A奄三1，再做如下假设．

H5假设IlR(V!。￡(≯，uk)一凤)稚f|=D(Il罐II)'其中

R=厶一R七(R吾兄^)_1R舌，Rk=R(z‘)=(V缈(z血)，歹∈以)

一43～



求解约束优化问题的序列二次规划方法研究

引理4．4．4如果假设刖，艘，册，刨，仍成立，则当七充分大时其步长恒为J．即，

k三1．

证明；该定理的证明只需证明当A=1时(4．8)和(4．9)成立即可．

首先证明当A=l时(4．9)成立．当歹譬J(矿)时，即，缈(z+)<0，注意到

(扩，扩，孑)一(z+，o，o)(七一。。)，故9J(z七+扩+孑)≤o成立．

当J∈J(矿)=A‘时，由泰勒展式和(4．15)有

缈(扩+驴+扩)=缈(z‘+驴)+V仍(z七+扩)T扩+D(I|扩112)

=仍(z七+扩)+％(矿)T孑+D(ff扩㈣孑11)+D(Il孑f12)
=仍(扩+驴)+V仍(扩)T扩+0(1I扩113)．

(4．17)

因此结合(4．7)和(4．17)知

绑(z‘+矿+矛)=一0d七07+D(IId知113)<o．

这表明(4．9)当A=1时成立．

下面证明(4．8)当A=1时成立．．

考虑到泰勒展式和(4．15)可得

‰‘箩，(z七十d‘+矛)一，(z七)一av，(z惫)Td詹
= V，(z七)丁(d2+d蠡)+{(d鼍)rV：。．厂(z七)d‘一QV，(z知)Td七十D(1Id七l|2)．

(4．18)

另一方面，由(4．3)的KKT条件和(4．14)，可得

V，(z七)T(d‘+d‘)=一(d6)T骨七砧一∑u}V缈(z七)T(d七十d七)+D(Ild3112)．
J∈以

(4．19)

V，(≯)丁扩=一(稚)Tfk稚一∑乱；V缈(矿)Td台+D(||d台112)
J∈以

=一(磁)T巩d3+∑u；仍(扩)+D(|ld洲2)．
j∈J七

又从(4．17)的第三式，(4．15)和泰勒展式知

仍(矿)+V仍(≯)T(扩+矛)+去(扩)丁V：。缈(扩)扩=o(1I驴112)， J∈以．

因此

一∑u；V缈(≯)丁(扩+矛)=∑谚缈(矿)+{(d5)T(∑时V：。仍(扩))稚+D(I嵫㈣．
3tJk 3∈Jk j∈Jk

(4．20)

把(4．20)代入(4．19)得

V，(≯)T(扩+孑)=一(d台)丁风d吉+∑哆仍(矿)+；(d吉)丁(E u；V：。劬(z‘))稚+D(II稚㈣．
J∈t，k J∈Jk

(4．21)
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把(4．21)和(4．19)的第三式代入(4．18)得

u^==(Q—1)(d5)r日≈硝+；(d3)丁V：。￡(z是，乜七)d3

+(1一位)∑札；毋(z七)+D(Ild5112)
j∈J七

≤((n一1)+；)oII稚ff2+；(稚)T(V：z￡(z膏，u奄)一凡)d3
+(1一Q)∑tt；毋(矿)+D(1Id台112)．

由最的定义有：

扩=最扩+风(磺瞰)以磁驴

=Rdk+R七(霹R≈)。(一9J(。·)(z奄)+p七lld5酽)

=Rd七+D(Il一夕fo．)(z良)11)+o(|I镌112)．

根据假设H5和上述条件知

uk≤((n一1)+丢)a}Id3112+。(1Id3Ilz)．

因此，由Q∈(o，；)可得结论成立．

定理4．4．1在上述假设下， 彳．2节中算法是超线性收敛的．即， l|z％+1一矿lI=

D(Il矿一z’11)．

证明：因为R吼=0，故由泰勒展式扩的定义知：

即

最m扩=一最V，(≯)=一R(V，(扩)+瞰牡珏))
=一RV：。己(z。，t‘；f。．)(矿一z+)+D(IIz七一z+112)，

最(圾一V：。L(z+，社；忙．))沙=一RV：。三(z’，珏；(。．)(z七+沙一z+)+p(1jz七一z4 82)．

而从泰勒展式可得：

9，(；．(z岛)=夕，(。。(z七)一9』(￡。(z’)=冗吾(z七一z’)+o(ffz知一z+i12)．

由(4．11)知

磁(z奄+扩一z’)=D(1I扩lI)+D(Jlz七一z+|12)．

记
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由H4(ii)知： D七是列满秩的．从而有

(zt+dt—z·)=(。吾。七)一-。吾[_一R(月l—V：≠‘z+，u：扛+))d南1+。(Ildtll)+。(IIzt—z·l|。)．
由上式和假设H5知：

|Iz‘+d南一z+Il=D(I|d七II)+D(0z七一z+112)．

根据引理4．4．3得Il扩0=D(1I扩忱从而有

z七+1一z’Il=lIz奄+d知+矛一z’ll≤D(Ild七II)+D(|Iz七一z·112)

=D(Ild七+矛II)+0(||z‘一z+112)

l(z‘+1一z+)一(z七一z’)II)+D(0z七一z’I|2)

(IIz七+1一z’I|+llz七一z+lI)+D(1Iz七一z+112)

=D(1Iz‘+1一z+II)+D(1lz‘一z‘II)．

因此，0z七+1一z+II=D(1Iz七一z+11)．

4．5 数值实验

本节，我们对4．2节中算法和文献[102】中的算法进行了数值比较．4．2节中

算法用Al9041表示，文献【102】中的算法用Al9042表示．两种算法都用MATLAB

6．5编程，都在windows xP的个人计算机实现．其中(4．3)，(4．4)和(4．7)都使用

优化工具箱求解．

整个实验中，我们使用如下BFGS公式：

‰=风一筹器+筹朋列，
其中

s‘=z船+1～z知，矿=y‘+n七(，yks‘+Rk兄吾s七)，饥=min{l|d七112，∈)，∈∈(o，1)，

∥南=V。L(z‘+1，A。)一VzL(z知，A2)，

f o，if(≯)丁矿≥6渺悒6∈(o，1)；
n七2

t 1， if o≤(s七)r可七<6Ils七|12；

整个实验中，令

日1=厶，7-=2．8，p=2，p=0．6，a=0．2， ，y=1，6=3，￡o=2．

两面掣叫主扣!+妒两渺～渺

州一i

M—I



博士学位论文

表4．1的测试问题来自文献【110】和文献【11l】．所选测试问题的初始点和文献

[1lo]，文献[1ll】中相同．表4．1的列表示如下意义：prob表示来自文献【110】和

文献【111]的测试问题；Ni表示求解的迭代数；NC Ng分别表示目约束函数值

和约束函数梯度值的迭代次数． objective，dnorm和eps表示目标函数值，模

扩和精度E．

表4．1数值结果

Algo Prob Ni Nf Ng objective dnorm eps

AI9041 HS001 6 62 11 1．0000 5．2373争014 l争06

Alg“2 8 64 14 1，0000 4．2709e-012 1争06

Al9041 HSl2 11 51 8 —30．0000 2．5691e-008 l争06

AI9042 9 37 6 ．30．0000 7．5775e．008 1争06

Al9041 HS29 13 56 9 ．22．6274 1．0308争008 l昏06

Al9042 16 87 11 —22．6274 1．2937e-008 1争06

Al9041 HS31 9 434 14 ．6．0000 5．4155争008 l争06

Al9042 10 455 16 ．6．0000 4．5850e．008 1争06

Al9041 HS34 18 984 53 —0．8340 7．2411争007 1争06

AI9042 35 1160 73 ．O．8340 3．1356e．008 1争06

Al9041 HS35 8 164 14 O．1111 1．0122争008 1昏06

Al9042 9 166 17 0．1111 3．6653争008 1e．06

A19041 HS43 12 165 25 ．44．0000 8．4210e-008 l争06

Al9042 21 444 36 —44．0000 1．2956e_007 1e-06

Al904l HSl00 41 512 66 680．6301 4．6149争007 1e-06

Al9042 31 147 56 680．6301 3．0494争009 l争06

Al9041 S225 7 105 11 2．0000 1．2382e-009 lo-06

Al9042 8 125 14 2．0000 3．4452e-009 1e-06

Al9041 S264 20 435 27 ．44．1134 2．806le_007 l争06

Al9042 17 246 22 ．44．1134 6．5058争008 10-06
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第5章 求解约束优化问题的一个非内点型可行点

QP．free算法

5．1 引言

本章我们继续考虑求解如下不等式约束优化问题

(P)瓣m)s·t·吼(z)≤o，i∈J· (5·1)

其中，：舻一瓣，鲰：渺一驼”都足连续可微函数。我们记F={z∈舻：

仇(z)≤o，i∈，)．

为了克服传统SQP方法某些缺陷，如QP子问题可能不相容，求解QP子

问题的计算量较大等．Panier，Tits和Herskovits f103]提出一个求解问题(P)的

可行点QP．free算法．在这个算法的每一个迭代步，仅要求解两个不同的线性方

程组和一个线性最小二乘问题．在适当的条件下，这个算法具有全局收敛性和局

部两步超线性收敛速度． Gao，He和wu【104】也提出一个求解问题(P)的可行点

QP—free算法，不同于Panier，Tits和Herskovits的算法，在不要求稳定点数目

有限的条件下，由他们的算法所产生的点列的聚点都是问题(P)的KKT点．但

是，在收敛性的证明中，他们必须假定乘子序列有界． Qi，Qi[105】基于互补函数

和KKT条件，提出了一个求解问题(P)的可行点QP—free算法，他们在无严格

互补条件下证明了迭代矩阵的一致非奇异性和近似乘子序列的有界性． Yang，“

和Qifl06]通过引进一个工作集的概念，提出了一个新的求解问题(P)的可行点

QP．free算法，这个新算法仅考虑工作集内的约束，这使得计算量大大减少．在这

个算法的每一个迭代步，为得到搜索方向，仅要求解四个系数相同的线性方程组．

在适当的条件下，这个算法具有全局收敛性和局部一步超线性收敛速度，甚至具

有二次收敛速度．但是，对于上述几种可行点QP—free算法，迭代点必须是F的

内点．

在本章中，以文献【106】中算法为基础，我们提出一个求解问题(P)的非内

点型可行点QP—free算法．这个算法不要求迭代点必须足F的内点，在算法的每

一个迭代步，为得到搜索方向，只需求解四个系数相同的线性方程组．在适当的

条件下，我们证明该算法具有全局收敛性和超线性收敛性．

5．2 算法描述
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5．2．1 Yang，Li，Qi算法

本小节我们给出Ya．ng，Li，Qi算法[106】．首先做如下两条假设：

H1集合F是有界的．

H2对任意z∈F，向量组{V吼(z)，i∈Jr(z)}是线性无关的，这里，(z)=

{引玑(z)=0)．

下面的性质可见文献【108】．

性质5．2．1(i)对每个z∈F，关于A的二次函数lIV。L(z，A)112+IlG(z)刈2存在

唯一的极小解A(z)=一M-1V9(z)rV，(z)，其中

L(z，A)=厂(z)+AT夕(z)，G(z)=出n9(肌(z))，M(z)=V9(z)丁V9(z)+G2(z)．

(ii)乘子函数入(z)在F上足连续可微的．

(iii)如果(矿，A‘)∈尼’×曰”足(P)的KKT点对，那么A(z+)=”．

对z∈F，一个近似积极集定义如下：

A(z；￡)={引鲰(z)+￡p(z，A(z))≥o)，

其咻№))_洞硼州硝)=l盎搿A}1．
对一个对称正定矩阵日和，的一个子集A，定义

哪㈡=l v9象，r V删．
‰lg，Li，Qi算法步骤：
参数及有关初始值：p∈(o，1)，p∈(0，0．5)，∥>2，下∈(2，3)，秽∈(O，1)，胛>
0，口∈(O，1)，仃1>l，z1是F的一个严格可行点，风是一个对称正定矩阵，
￡o>0．七=1．

步1．令￡=扩一1和M=M七～．

步2．令∥(￡)=A(扩；￡)和K(￡)=y(z‘，上k；A七(￡))．如果V纵t(。)(矿)非满秩

或|lK(￡)-1ll>M，那么令￡=口E和M=盯1M，进入步2．

步3．令￡2=E，M知=M，A‘=A‘(E七)，圪=y(扩，风；∥)．

步4．搜索方向的计算：

(i)求解如下线性方程组得(d加，z絮)：

K[z三。]=[一V丢‘z七’]．
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其中
，

l护， if帮<o；

妒；={一绑(z2)，if护>o；
I o， if护=o．

如果扩1=O，停．

(iii)求解如下线性方程组得(d眈，z紧)：

叱¨二懈A。]．
(iv)通过以下方式计算(扩，z§。)：

阱”∽阱扩斟
其柑刈叫蒜希南．
步5．求解如下线性方程组得玉：

K[￡。]=[一lId。Il，eA。三A。。z七+d七，]．
如果II矛ll>II扩叭令舒=o．

步6．线搜索：

求序列{1，p，p2，⋯，)中满足如下不等式组的第一个数作为￡k：

．厂(z2+≠d七+t2孑)≤，(z七)+p￡v，(z蠡)rd七，9t(z七十￡d‘+t2争)<O，i∈J．(5．2)

步7．令z七+1=扩+九扩+t2争，产生一个新的对称正定矩阵风+1，令七=尼+1，

注5．2．1从日2和风的对称正定性易知， y(矿，风，A七)是非奇异的．

5．2．2 非内点型可行点QP—free算法

从Yrang，Li，Qi算法可知，该算法要求迭代点必须足F的内点，在本章中，我

们仅通过修改

萨匕一，簿冀
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和线搜索第二个不等式组为

9i(z‘+￡d‘+￡2孑)≤o，i∈，．

得到一个非内点型可行QP-free算法(其他步骤同1‰ng，Li，Qi算法)．

类似于Yang，Li，Qi算法，不难得到如下关系：

d南o=一QkV，(∥)，z祭=一B蚕V，(矿)；

舻1=d如+鼠矿，撑=z纂一Dil扩； (5．3)

扩2=扩1一Il扩1旷瞰eAt，z紧=z鐾+II扩1l|”攻1e小；
、 ’

萨=扩1一扩|l驴1伊鼠e胪，么。=堪+扩Il砂1旷Dile小，

其中

心t=V9小(≯)，仇=碎《1心-，
Bk=Hil N AkD}，Qk=Hil0In—NAk崴、)．

为讨论方便，对任意的七，我们令毋o=露1=皆=毒=o，Ⅵ譬A托．

引理5．2．1～如果扩1=o，那么≯是问题(尸)的KK丁点．

以砂如果扩1≠0，那么

v，(z七)Td柚=一(d加)丁日七d加，V，(z‘)T驴1=V，(z七)Td枷一(妒‘)丁z絮≤V．厂(z≈)Td加，

V厂(z患)Td七≤毋V．厂(z‘)丁dH，V9t(z凫)丁d七=妒七一≯南lId‘1l|”<o，Vi∈J(z知)．

证明：(i)如果扩1=0，那么由步4(ii)知：

V．厂(z。)+V9At(z七)z鬈=o，

矿=o．

由矿的定义得： 撑≥o，9At(扩)=o．而从(5．3)得，z聚≥o．根据(P)的
KKT点的定义知结论成立．

(ii)该结论的证明类似于文献[106】中引理2．2的证明．

5．3 全局收敛性分析

本节我们将分析5．2．2节中算法的全局收敛性．首先我们做如下假设：

H3对所有的七和d∈舻，存在正常数G和仍满足

C1 IIdI|2≤矿凰d≤岛l|dll2．

下面两个引理见文献[106】．
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引理5．3．1序列{(d柚，z七o))，{(扩1，扩1))，{(d娩，z娩))都是有界的．

引理5．3．2对所有的七，存在正常数K满足Il扩一扩1I|≤圪Il扩1旷．

引理5．3．3设矿是5．2．2节中算法所产生序列{≯)的一个聚点且{扩】．硒一矿．

如果<V．厂(扩)r扩1)娲一o，那么z+是问题(P)的ⅣⅨ丁点且<z加)‰存在一子

列收敛到对应于矿的唯一乘子向量”．

证明：如果{V，(矿)丁扩1】-‰_0，由引理5．2．1(ii)和假设H3知：

{d3】-‰一o，{扩Tz磐)‰一o．

由引理5．3．1知：存在子集Kl∈‰，使得{z舳}K。一z‘(z’足{z加)硒的一个聚
点)．根据步4(i)和上述关系得：

V，(z’)+V9(z+)z+=0，

露≥o，荔吼(矿)=o，i∈j．

又9(z+)≤o，因此z+是问题(尸)的KKT点．由乘子向量的唯一性知： {z加)K，

收敛到对应于矿的唯一乘子向量”．

类似于文献[106J中定理3．1的证明，我们可得如下全局收敛性定理．

定理5．3．1如果(z+，入+)是该算法所产生序列{(舻，名‘o))的一个聚点，那么(矿，入‘)

是问题(P)的KKr点．

证明：假设(z+，A+)不足问题(P)的KKT点，由定理的条件知：存在一个子集K

使得：(扩，z柚)K一(矿，A+)．下证存在子集‰∈K使得：{V，(矿)丁扩1)‰_o．

否则，存在7>0和宣>0使得：

V，(z七)Td南1≤一7，后∈K，0d‘1II≥查． (5．4)

由引理5．3．1，扩的定义和上式知：存在≯>o，使得扩≥≯．类似于文献【103】中

的性质3．9和文献[106]中的定理3．1的证明有：

‘厂(z‘+￡d七十￡2d膏)一，(z‘)一卢￡V．厂(z七)Td七

≤“点翟，IfVm七+￡秒+煳。)一Vm洲例 (5．5)(∈10，l『 ～”。，

+2t sup||V，(z七十zfd七+￡2f矛)lI|l云kll一(1一p)椤G矛}，

吼(z‘+￡d七+￡2矛)≤吼(z七)+￡{u?(z)+V肌(z‘)Td2)， (5．6)
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其中

乱?(t)：sup lIv肌(z“+埏d2+￡2∈孑)一V吼(z。)川Id岛jl+2t 8警p．flV吼(z‘+￡∈铲+t2∈矛)¨¨五k||．
f∈【o，1】 f∈【o，1】

由(5．4)，矿的定义和上式知：对i∈A知，有

吼(扩+时+t2永)

≤鲰(z奄)+￡．【u；￡+妒：一妒七|I扩1lI”，

≤仇(z。)+￡{t正?t+妒；一≯kIldMlI”)

f仂(z七)+￡毋o+t{仳?t一咖七IId肌|I”}，if孝<o；
l(1一z)吼(z七)+t{u；t一≯七IIduIl”)，if护≥o．

当i隹A七时，吼(扩)<一芒p(扩，入(扩))．因此由(5．6)得

甄(z膏+t驴+t2冱k)≤一印(z七，入(z七))+t．【t工；(￡)+V吼(z“)Td‘)．

而由p(z·：A(矿))>o，_[扩)K_矿，|I矛II≤lI扩I|和{扩}的有界性可得：存在

如>o，使得对任意￡∈【0，翻和忍∈K充分大有

阢(扩+td‘+t2孑)≤o．

由(5．5)知：存在‘，>o，使得对任意￡∈【o，瑚和惫∈K充分大有

，(z知+￡d‘+￡2孑)一，(z七)一p￡审，(z‘)rd。≤o．

令i=min{￡，，￡l，⋯，‰)>0，则由引理5．2．2可得

，(z七+￡d七+t2矛)一，(z七)≤一pi一，y． (5．7)

而由{，(扩))的单调下降性和，的连续性并结合矿一z+(后∈K)可知：

，(扩)一，(矿)，七一∞．

显然这与(5．7)矛盾!因此由引理5．3．3知结论成立．

5．4 收敛速度分析

本节我们将分析5．2．2节中算法的收敛速度．假定(z+，A+)足该算法所产生序

列(矿，z％o)的一个聚点，那么从全局收敛性定理知，(z+，A+)足问题(P)的KK丁

点．下面我们做如下假设：

H4(i)函数，(z)，鳜(z)都足二次连续可微的．

一53—



求解约柬优化问题的序列二次规期方法研究

(ii)在(z+，入+)处严格互补条件成立，即A’一9(z+)>0．

H5在(z‘，r)处二阶充分条件条件成立，即在子空间{t‘lV9i(z+)丁u=0，Ⅵ∈

，(z+)}上V：。L(矿，")是正定的．

引理5．4．1若日l，日3，日4，日5成立，则整个序列．[扩)收敛到z4，即， 矿_

z’．七一。o．

证明：从(5．2)和引理5．2．1可知；

厂(z‘+1)≤，(扩)+芦￡七V，(z2)?d‘S，(z。)一p秽￡七(d七1)r抒女萨1．

考虑到日l和日3，可得到蚓I故1}f_o．因此利用引理5．3．2可得，蚓l靠Il_0．

从而{{扩+1一扩l|一0．又日4，日5成立，类似于文献}881中的性质4．1，可得

hm zk：z+．
k—+o

下面的引理见文献[86】中的定理2．3和2．7．

引理5．4．2设日5成立，如果矿是问题(P)的KKT点，那么存在矿的一个邻

域，使得这个邻域中的任意z，有A(z，享)=，(矿)．

类似于文献【106】中的推论4．1，我们可得如下引理．

引理5．4．3若Hl，日2，日3，日5成立，则对充分大的凳，有A奄=，(z’)成立．而且

有如下关系成立：

(j)d‘o—o，舻1_o，扩_÷o(七一∞)

(ii)220一”，≯1叶入’，≯_A+(七一。o)

(刎)如果还有H4成立，则对充分大的七，有‰=一卯(。．)(舻)．

为得到该算法的超线性收敛性，我们再做如下假设．

H6矩阵序列{风)满足

||R(玩一V：。己(矿，A+))扩{l=o(|i矿|1)'

其中R=厶一眠(孵肌)一1孵，帆=V9№。)(≯)．

引理5．4．4(i)当尼充分大时，扩可分解为扩=R扩+矛，其中矛=D(119堆。)(≯)lI)+

D(Il铲1l{2)，特别，当9，(。·)(≯)=o时， 舻=o(1I扩1 112)，(税)当尼充分大时，

lf≯}l=p(f渺f}2)，

该引理的证明见文献[106】中引理4．3，引理4．4．

引理5．4．5若日1一日5成立，则当七充分大时，步长如三1．
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证明：由线搜索可知只需证明：当％充分大时，

，(z‘+d七+孑)S，(≯)+pV，(z2)丁矿，

gt(z2+d七+孑)≤o，i∈J．

当l∈，(矿)时，由步5和引理5．4．4知：

吼(z七+扩+净)=吼(z‘+d知)+V鳜(z‘+d‘)丁孑+D(1I冱klj2)

=仇(z七十d奄)+V鲰(z‘)丁云x+O(1Id‘|l五x11)+o(Il舒112) (5．8)

=一l妒|Ir+o(I渺峭．

故当后充分大时，坊(扩+扩+净)<0，i∈J(矿)。当i碧J(矿)时，由玖(z)的连

续性和吼(矿)<o易知结论成立．

下证，(矿+驴+孑)≤，@奄)+dV，(扩)丁驴对充分大的后成立．

由泰勒展式和引理5．4．4有：

，(扩+扩+净)=，(扩)+V，(矿)r(驴+≯)+三(扩)rV乙，(矿)铲+。(||扩112)．
从步4，步5和扩的定义得；

凰扩+V，(矿)+∑孝V反(≯)=o，
诞f(z。)

V姨(z七)rd七=一班(z‘)一咖膏lld七1 Il”，i∈，(z+)，

9。(z‘+扩)+V9i(z七)T孑=o(渺112)．

由上面第一式和引理5，4．4可得：

(5．9)

(5．10)

V，(≯)丁驴=一扩风d‘一∑露V吼(矿)丁d詹，
i∈，(z’)

V，(z2)丁孑=～∑薯V仇(矿)下孑+。(1|驴112)．
i∈，0

因此

，(z七十扩+孑) = ，(z‘)+；V，(z‘)rd‘+；(d‘)丁(V：。，p‘)一段)d惫
一；∑z?V9：(z七)T扩一∑劣V娇(z‘)丁玉+D(11d‘112)．

1∈』(工’J t∈』(z’)

由泰勒展式和(5．10)得：

吼(∥)+V9z(z‘)r(扩+驴)+圭(d‘)丁V：。驮(扩矽=。(㈣2)．
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从(5．9)和上式知：

一去 ∑毋V仂(z七)于d‘一∑z?V吼(z七)丁孑
二 t∈，(z·) i∈，(z+)

=吉∑0V吼(扩)丁驴一∑母V仇(矿)T(驴+孑)
t∈，(o·) i∈，(z·)

孝吼(z詹)+专∑孝d奄TV：。吼(z七)d七+D(1Id奄112)．
{∈J(工’)

(5．11)

由假设日4和引理5．3．2知：当‘9m．)(扩)≠0时，

专∑z；仇(≯)+D(慨∽(扩)l|<o．
一{∈，(z’)

结合上两式和假设日6，由(5．8)可得：

，(扩+扩+护)=，(扩)+{V，(一)T驴+{∑露吼(铲)
1

l∈』p’)

+ 去d量r(V：。，(z岛)+V：。吼(z七)一风)d知+D(IId‘112)
= ，(zk)+；V，(z七)Td‘+{ ∑棼仇(z七)+D(1l夕J扛·)(z七)11)

1
l∈』‘z’)

+ 去d‘T最(V：。．厂(z七)+V：。仇(矿)一风)d‘+D(1Id七|12)
≤，(扩)+{V，(妒)T扩

+去||扩㈣R(V：。L(z‘，入南)一风)dklI+D(Ild‘112)
=，(一)+；V，(妒)T扩+D(||舻旧．

由引理5．3．2和假设日3知：

V，(扩)丁扩≤口V，(扩)T扩1

。≤一目(扩1)F凰驴1

≤一口cllI扩1112

=一口q|I舻112+D(IJ扩怖．

注意到p∈(o，1)，(5．1i)和上式表明：当七充分大时，，(∥+扩+矛)≤，(矿)+

pV，(z七)Td七．

定理5．4．1若日1一日6成立，则5．2．2节中算法所产生的序列<z七}超线性收敛，

即， II扩+1一z+I|=D(1I扩一矿忱如果还有V2，，V2吼(Ⅵ∈，)L咖sc^i纪连续且

当七充分大时， 日七=V：。L(扩，A墨)，则收敛速度是二次的，即， lIz七“一z+II=

D(ff矿一z’㈣．
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该定理的证明见文献【106】．

5．5 数值试验

本节，我们对5．2．2节中算法和文献[1061中的算法进行了数值比较．两种算

法都用MATLAB 6．5编程，都在Windows XP的个人计算机实现．其中本章算

法步4和步5中的线性方程组都使用优化工具箱求解． 5．2．2节中算法用Ak051

表示，文献(102】中的算法用Al9052表示．

整个实验中，我们使用如下BFGS公式；

硒=凰一篱+筹，
其中

批潞忡坝‰兰h竺蓍邳盔灯耶匕
s七=z七+1一z七，萨=Vl己(矿+1，A七)一Vz己(z奄，A七)，虻器，

研=厶，1-=2．85．肛=O．25，p=0．6，∥=2．7，秽=0．3，

仃=0．4，c7l=3．5，eo=2，』讶o=0．8．

表5．1的测试问题来自文献[1l叫和文献【111】-所选测试问题的初始点和文献

【11 0]，文献[11l】中相同．表5．1的列表示如下意义；prob表示来自文献[110j和

文献(111】的测试问题；Ni表示求解的迭代数；N￡Ng分别表示约束函数值和

约束函数梯度值的迭代次数。objective，dnorm和eps表示目标函数值，模扩

和精度e．
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表5．1数值结果

Algo Prob Ni Nf Ng objective dnorm eps

AI905l HS001 7 60 12 ．1．O000 2．7509e-009 1e-06

Al9052 8 78 15 —1．0000 1．7988e-009 l争06

Al9051 HSl2 9 36 6 ．30．0000 3．5097e-007 1e-06

Al9052 8 32 6 ．30．OOoo 4．9214e-009 1争06

AI9051 HS29 11 43 8 一22．6274 9．5834e-007 1争06

Al9052 13 53 10 —22．6274 8．2007争008 1e．06

Al905l HS31 9 77 19 —6．0000 8．9923e-007 1e-06

Al9052 10 83 19 ．6．0000 9．5086e-008 1D06

Al905l HS34 29 92 73 ．0．8340 1．0992争008 1昏06

Al9052 37 132 103 —0．8340 3．2684e-014 1争06

Al9051 HS35 11 320 23 O．1111 2．3668e_010 1争06

Al9052 10 312 21 O．111l 2．5179e-008 1争06

Al9051 HS43 12 363 24 一“．0000 6．9779争008 le-06

Al9052 11 355 22 ．44．0000 2．0101e-007 le-06

Al905l HSl00 19 90l 36 680．6301 5．4214e—007 1昏06

AI9052 19 632 29 680．6301 1．5996e-007 1争06

Al905l HSll3 32 594 66 24．3062 5．4193e-007 le-06

Al9052 33 611 68 24．3062 4．4202e_007 1e-06

Al905l S225 7 110 9 2．0000 3．5510争010 le-06

Al9052 6 103 8 2．0000 1．8097e_010 1e．06

Al9051 S264 13 210 16 —44．1134 2．7452e．007 1争06

Al9052 13 201 14 ．44．1134 8．1741争007 1e-06

Al905l S388 79 1655 281 ．5821．1000 3．8179e．007 1e．06

Al9052 76 1595 227 ．5821．1000 3．0200e-007 1e-06

—58—



博士学位论文

第6章 求解约束优化问题的一个内点型可行点

QP—free算法

6．1 引言

本章我们继续考虑求解如下不等式约束优化问题

(P)胁，(z)s·t·臻(z)s o，i∈，·

其中，：郧一兄，仇：舻一跄连续可微．我们记

F={z∈尺，：吼(z)≤o，i∈，)，F10={z∈蹰“：歌(z)<o，i∈，}．

(6．1)

在文献【105】中， Qi，Qi基于互补函数和KKT条件，提出了一个求解问题

(P)的内点型可行点QP—free算法，他们在无严格互补条件下证明了系数矩阵的

一致非奇异性和近似乘子序列的有界性．但是，他们算法的每一个迭代步，为得

到搜索方向，需解三个系数矩阵相同的线性方程组和一个最小二乘问题．为减少

计算量，最近，zhu[109]给出了一个新的内点型可行点QP—free算法，在此算法

的每一个迭代步，为得到搜索方向，只需解三个相同系数矩阵的线性方程组，但

足系数矩阵需在严格互补条件下保持一致非奇异性．而且为得到全局收敛性，需

要稳定点数目有限的限制．

本章中，我们以文献[105】中算法为基础，给出一个改进的内点型可行点QP—

free算法，在该算法的每一个迭代步，为得到搜索方向，只需解三个系数矩阵相

同的线性方程组，在无严格互补条件下得到系数矩阵的一致非奇异性和近似乘子

序列的有界性，而且其全局收敛性不受稳定点数目有限的限制．

6．2 算法描述

首先，我们按照文献[105]给出有关记号．

令z‘∈j知，(z2，p七)∈．R卅”，定义

磷：i丐器+-，醴=<t一：嘉)。，
砖：{孺两葡藏去谪丽r
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易知， (前)2+(p?)4≥3—2以，醇=一酵吼(z岛)．

若令A岛=V9(z2)=(V吼0血)，i∈，)，r=反口9(仉)，ek=一、，／劢i叼(以)，可定义

矩阵

K 2 k绊
其中H七为一对称正定矩阵．

下面我们给出内点型可行点QP—free算法．

内点型可行点QP—free算法步骤；

参数及初始值；初始点zo∈Fo，初始对称正定矩阵凰∈形枷，p，p∈(0，1)，Q∈

(o，{)，2<r<6<3，一y∈(o，1)，芦>o，o<p；<万，J=l，⋯，m，七：=o．
步1．牛顿步稚的计算

解如下线性方程组得(d3，仉)

如果稚=o，停．

步2．搜索方向的计算

(i)计算下降方向毋

解如下线性方程组得(前，矾)

其中e=(1，1，⋯，1)∈妒．
(ii)计算主搜索方向扩

坛卜阿’]-

K卜隙]’

矿=(1一觑)d：+觑前，妒=(1一仇)饥+觑砘，

其中反=maX{p∈(o，1)I(1一p)V，(扩)Td6+pVt厂(≯)丁d{≤pV，(扩)T稚】．．

(iii)计算修正方向驴

解如下线性方程组得(孑，瓦)

K[d]=一[r凫。m詹兰+矿，]，
其中

州钕∽肛啪^=P旧qh赋嘛一r
JI驴I|2)，
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扩=c劈，i∈，，，劈=<置@七+扩L薹：主乏：
如果II孑|I≥I渺ll，令矛=o．

步3．按下式确定参数组可；，i∈，．

谚={；：鬈蓉
步4．线搜索

。

求序列{p，p2，矿，p4，⋯)中满足如下不等式组的第一个数作为如．

，(扩+t矿+t2孑)≤，(矿)+o￡V，(扩)丁扩，仇(z‘+￡驴+t2矛)<谚吼(矿)，i∈J．

(6．5)

步5．令砖+1=min{maX{秽，II罐忱瓦)，扩+1=扩+￡七扩+￡；孑，生成一个新的对
称正定矩阵吼+1，令七：=后十1，进入步1．

6．3 全局收敛性分析

本节我们将给出6．2节中算法的全局收敛性．首先做如下假设．

H1集合F足有界的．

H2对任意z∈F，向量组{V吼(z)，i∈，(z)}线性无关，其中J(z)={引吼(z)=o)．

H3对任意七，任意d∈形，存在两个正常数o'6，满足

o|Id|12≤矿风d<6㈣2．

下面的引理见文献【105】．

引理6．3．1对任意的七，矩阵序列{K1}是有界的．

引理6．3．2例如果罐=o，那么矿是问题(P)的KKT点．

一砂如果d鑫≠o，那么

V，(矿)丁d台<一兹丁日％兹，V，(≯)丁扩≤移V，扛‘)丁稚<o，

V仇(矿)丁扩=一讵筹A：吼(扩)一靠lI前酽，i∈-
证明：由(6．2)知：

Vm甲船一若等(群“丁以砖<-d5丁凰落
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结合扩的定义和上式可得； ．厂(扩)丁扩≤口V，(扩)T硝<o．

由(6．2)，(6．3)和扩的定义有；

％t(矿)丁扩=(1一仇)吼(矿)丁罐+觑吼(矿)丁毋=一讵芸A‰(矿)一象I|稚旷．
引理6．3．3步彳中的线搜索是适定的．

证明：首先，由(6．5)和泰勒展式可知：

o七
全 ，(z‘+￡d七+t2矛)一，(z七)一Q￡v，(z七)Td蠡

=V厂(z七)T(￡d七+t2扩)一Q￡V，(z七)T扩+D(t)

=(1一Q)￡V．厂(矿)丁扩+D(≠)．

又，连续可微，V，(矿)丁舻<o，Q∈(o，{)，故存在i>o，使得任意￡∈【o，习，
o知≤O．

其次，由(6．5)，泰勒展式和引理6．3．2可知：

砖全仇(z‘+￡d七+t2矛)一啦甄(z七)

=(1一砖)仇(z七)+tV吼(z七)T扩+D@)

=(1一啦一以筹入：t)吼(扩)一t赛lld5旷+。(t)．

结合啦的定义可知：存在瓦>o，使得任意￡∈【o，毛】，砖≤o．

令f=min{Z，毛，i∈，)可知结论成立．

下面将分析6．2节中算法的全局收敛性．根据假设日2，日3，我们可假定存在

一无限子集K，使得

≯_矿，风_凰，罐一蝣，钟_前，饥_以，氟一冠，p‘_p+(后∈K)．

引理6．3．4如果扩一z。，七∈K，那么d台_o，七∈K．

证明：由．【，(矿))的单调下降性和，的连续性并结合扩_矿(后∈K)可知：

· ．厂(矿)叶，(z+)，七一∞．

假设蝣≠O，则由步5知：

p；_圬>o，J∈J，七∈K．

从而由(6．2)易知： (残，以)足下面线性方程组的唯一解．

K=k绷=一矿’]'

(6．6)
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因此V，(z+)r靠<0．又由(6．3)易知： (啦，冠)是下面线性方程组的唯一解．

K=k绯]=[瑙甜
类似于扩的定义，我们可定义文，模仿引理6．3．2的证明可得：

V他啊<。，V∥)T矿一以耠础卜釉砒川．
类似于引理6．3．3的证明，易知步4中的线搜索所得步长￡七满足下面的关系：

“≥Z。>0，七∈K．

因此由(6．5)和上面的关系式，可得：

o=恐(mⅢ)一m‘))≤般。z女Vm知)r矿≤Q￡’Vm+)丁d’<o·

上述矛盾表明：d3_÷o．

类似于引理5．3．2的证明，可得如下引理．

引理6．3．5对所有的七，存在正常数圪满足II扩一谁II≤，clld苦恽

定理6．3．1 6．2节中算法或有限步终止于问题(P)的KKT点，或产生一无穷点

列{矿}，使得其任一聚点是问题(P)的KKT点．

证明：由引理6．3．2知：该定理的第一部分结论是显然的．因此可假设矿_矿，七∈

K．由引理6．3．4知：d各_蝣，七∈K．结合(6．2)，(6．3)，扩的定义和引理6．3．5可

得：

V，(z。)+A+入+=O，A；钟=0，i∈，．

如果对Vi∈Jr，有仇(矿)<0，则田>o，从而K=0，V，(z+)=O．即，矿足问题

(P)的KK丁点．

如果存在如∈，，使得‰(z’)=o．若虼≥o，则z+是问题(P)的KKT

点．若艨<0，由于9{。(扩)<0，故存在霄∈K，使得仇。(z‘+1)>吼。(矿)，后∈瓦，

结合(6．5)和嗑的定义可得：吃=o，七∈瓦，从而A乞≥o，后∈霄．这与强<o
矛盾1

6．4 收敛速度分析

本节我们将分析6．2节中算法的收敛速度．假定(矿，入’)足该算法所生成序

列(矿．”)的一个聚点，那么从全局收敛性定理知， (z+，A+)足问题P的KKT
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点．下面我们做如下假设：

H4(i)函数，(z)，9t(z)都足二次连续可微的．

(ii)在(z+，A+)处严格互补条件成立且"≤芦，坳∈j．

H5在(z+，A+)处二阶充分条件条件成立，即在子空间{“lV吼(矿)丁u=o，Ⅵ∈

J(z’)】．上V：z工(z+，A’)足正定的．

引理6．4．1在上述假设下，序列{∥)收敛到矿．即，矿一矿(七_oo)．

证明：从(6．5)和引理6．3．2可知：

，(z‘+1)≤，(z七)+Q￡七V，(z七)丁d七≤，(z‘)一a口z詹硝?月kd3．

考虑到(6．6)和日3，可得到划I稚ll_o．因此利用引理6．3．5可得，训I毗lI_o．

从而IIz知+1一矿I|_o．又日4，H5成立，类似于文献[88】中的性质4．1的证明，

可得．1im矿=z’．
R—●∞

下面两个引理见文献[105】中的推论4．3和引理4．4．

引理6．4．2在上述假设下，下列关系成立s

d5_o，仉_以，矾一冠，扎_k，矿一九(七一oo)．

引理6．4．3当七充分大时，有厶=J(矿)．对i∈j(z+)，有

前吐醇川籍_一击硝砖一击．
对i譬J(z+)，有前_o，砖一1．

为分析6．2节中算法的超线性收敛性，我们在做如下假设．

H6矩阵序列{峨)满足

lIR(风一V：zL(z+，A+))矿II=D(1Id七lI)，

其中R=厶一帆(Ⅳ孑帆)．1孵，M=V9堆·)(矿)．

引理6．4．4(i)当七充分大时，护可分解为扩=R扩+净，其中矛=o(|19m．)(扩)11)+

o(||矧}2)，

(ii)当七充分大时，

㈣=D(m则㈣2器)I涤_圳跏)～(Il扩吣，
㈣l=晒删㈣2。黪)l淼-圳跏)一。川驴吣·
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证明：(i)由引理6．3．2口】知：

V嘶甲拈一讵齄嘶卜缸孙5，涮
特别有

孵扩=班

其中胪是一个f，(矿)I维向量，其分量为：

一讵齄艄一和旷雕№．)．
由引理6．3．2知；

JJ九七ll=D(fI卯扛．)(z詹)lI)+D(II始112)．

义

驴=最扩+帆(孵眠)-1孵扩，

故令矛=帆(艇帆)一1孵驴．易知结论成立．
(扰)由泰勒展式和矿的定义知：对i∈厶，

川；一费一脚{lI机蹴I涤。|7l脚卜烈≯)坷烈扩尸驴+D(||扩I|。-
结合引理6．3．1，引理6．3．2(ii)，引理6．3．5易知结论成立．对i譬厶，可类似证明．

引理6．4．5假定日1一日5成立，则当奄充分大时，步长如三1．

证明：由日4易知，堙=o，i∈，．因此只需证明：

，(z七+扩+矛)≤，(z七)+nV，(z缸)丁扩，

鲰(z七+矿+矛)<0，i∈，．

当i∈，(矿)时，结合引理6．3．2(ii)和引理6．3．5知；9t(∥)=D(1l扩忱i∈，(矿)．

由(6．4)和引理6．4．4知：

V9{(z七)了’矛=一~／礤玑(z‘)爻‘一皿：一鲰(z七+驴)

=一皿；+o(maX{|I扩悒i嚣譬)i老耘一lff|扩112】-)一仍(扩+扩)·
因此，

职(z七+d‘+矛)=m(z知+d‘)+V驮(z岛+d‘)r矛+O(J}孑112)

=吼(z盎+d‘)+V肌(z七)丁a莨+D(1{d‘洲a太li)+D(fla≈f12)

=一皿：+。(max渺113’t等譬)l燕一1咿||2))·
(6．7)
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故当七充分大时，饥(扩+扩+矛)<o，i∈j(z+)．当i譬J(z+)时，由吼(z)的连

续性和9t@+)<0易知结论成立．

下证，(矿+扩十矛)≤，(扩)+QV，(扩)T扩对充分大的七成立．

由泰勒展式和引理6．4．4有：

，(z≈+驴+矛)：，(zk)+V，(z“)T(dk+矛)+寺矿TV：。．厂(z。)d七+D(1{d七112)．

从(6．2)，(6．3)，(6．4)和扩的定义得；

吼d知+v‘厂(z‘)+芝二A：V肌(z。)=o，

V烈鹕T拈一以齄必卜秘钏6瓜m1
吼(zk+d七)+V仇(z知)Ta奄=D(1ld‘112)，i∈，(z’)．

由上面第一式和引理6．4．4可得：

(6．8)

(6．9)

V，(扩)T扩=一(d‘)T风d‘一∑A：V绑(矿)Td‘，
t∈，扛’)

Vm七)T矛=一∑A?V研(扩)T矛+。(㈣h
i∈J扛+)

因此

，(z‘+d‘+孑)= ，(z七)+5V，(z知)Td七+{(d‘)丁(V：。，(z南)一风)驴

一{∑A；v仂(z七)Td七一∑A；V吼(z七)Ta毛+D(1ld七112)．徘’’ 砷“
(6．10)

由泰勒展式和(6．9)得：

仇(z2)+v侪(z七)T(d七十矛)+去(d‘)TV：。9i(z后)d七=o(1{d七112)．

从(6．8)和上式知：

一去 ∑入：V吼(z七)Td七一∑入；V吼(z‘)丁扩

=丢∑入：V9t(扩)Td。一∑入：V吼(∥)T(扩+矛)

2品(1一以融艄一。嘉，釉州16
+丢∑A：(扩)TV：。鲰(矿)矿+。(㈣|2)

3品‘1～以耕艄+_。善，榭慨艄扩+Dapl|2卜
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由假设月4和引理6．3．2有：
f量

∑(1一讵羔)砖9t(扩)+D(慨㈣(zⅦ<o．
t∈，(z+)

一。n

结合上式， (6．11)和假设日6，由(6．10)可得：

，(z七+d七+孑)=，(z‘)+；V，(z知)丁d知+∑(1一以嘉)A；肌(z‘)

+专(d。)丁(V：。，(z七)+∑A；V：卫研(z知)一风)d七+D(IId七¨2)

=，(z膏)+{V，(zk)Td奄+ ∑(1一以嘉)A：仇(z七)+D(II夕J。．)(z‘)||)

+专d七丁R(V：。，(z‘)+∑A：V：￡仇(z七)一凰)扩+D(Ild2 112)
一

t∈』(z‘)

≤，(矿)+；V，(矿)T扩

+去lld七㈣最(V：。L(zk，A七)一凰)d七lI+D(IId凫112)

=，(矿)+；V，(矿)T驴+o(桫㈣．

由弓l理6．3．2和假设日3知：

V，(矿)T扩≤pV，(扩)rd台

≤一pd3T风稚

≤一例ld3孵

注意到Q∈(0，1)，引理6．3．5和上式可得：当七充分大时，

，(z‘+矿+孑)≤，(z‘)+Qv，(z七)r扩．

类似于文献[107】中定理5．2的证明方法，可得如下定理．

定理6．4．1若日1一日6成立，则有该算法所生成的序列{∥)超线性收敛，即，

IIz七十1一z+ll=D(1Iz‘一z’II)．

6．5 数值试验

本节，我们对6．2节中的算法和文献【109】中的算法进行了数值比较．两种算

法都用MATLAB 6．．5编程，都在Windows XP的个人计算机实现．其中(6．2)，

(6．3)和(6．4)都使用优化工具箱求解．6．2节中的算法用Al9061表示，文献【109】

中的算法用Al9062表示．

整个实验中，我们使用如下BFGS公式：

‰=风一篇磐+筹，
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其中

批协州“№兰h竺蓍独2s灯如匕
s詹=z詹+1一z詹，矿=V。L(z‘+1，入南)一V霉三(z惫，入七)，虻鹣，

整个实验中，令

月b=厶，丁=2．5，6=2．8，p=O．6，Q=0．55， 口=0．35，，y=O．6．

表6．1的测试问题来自文献[1lo】和文献f111]．所选测试问题的初始点和文献

【11 0】，文献f111】中相同．表6．1的列表示如下意义：prob表示来自文献[110】和

文献[111】的测试问题；Ni表示求解的迭代次数；Nf'Ng分别表示约束函数值

和约束函数梯度值的迭代次数． objective，dnorm和eps表示目标函数值，模

扩和精度E．
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表6．1数值结果

Algo Prob Ni Nf Ng objective dnorm eps

Al9061 HSl2 10 4l 7 ．30．0000 2．6980c．006 1006

Al9062 9 37 6 —30．0000 3．9052e-007 1e-06

AI9061 HS29 12 70 8 ．22．6274 7．4282e-007 1e-06

Al9062 14 98 10 —22．6274 1．6131e-007 1e．06

Al9061 HS31 8 196 17 —6．0000 4．1021e．007 1争06

Al9062 10 208 19 —6．0000 1．1714e-007 1e-06

Al9061 HS34 58 2452 130 一O．8340 8．2056e-015 le-06

Al9062 60 2756 135 ．0．8340 4．2665e．012 1e-06

Al906l HS35 9 196 19 0．1111 7．0825争010 10-06

Al9062 14 236 25 0．1111 9．1633e．010 1e-06

Al9061 HS43 11 180 28 —44．0000 4．4855昏008 1争06

Al9062 12 189 28 ．44．0000 3．0538e．007 10-06

AI9061 HSl00 19 344 76 680．6301 2．5531e-006 1争06

Al9062 19 442 56 680．6301 1．1857e_007 1e-06

Al9061 HSll3 34 1594 66 24．3062 8．5715e-007 1争06

Al9062 33 1464 58 24．3062 2．3525争007 1e-06

AI9061 S264 12 234 19 ．44．1134 1．6354争007 1e-06

Al9062 14 243 22 ．44．1134 5．3506e．008 1e-06

Al9061 S388 15 245 26 ．5821．1000 6．1715争007 1e．06

Al9062 14 231 23 一5821．1000 6．4045e-008 1e．06
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结 论

本文研究非线性约束优化问题的求解．我们提出几种序列二次规划(SQP)算

法，建立相应算法的收敛性，并对所给算法进行数值实验．

第2章在文献(83，84，85】的基础上，结合积极集估计技术，提出了一个积极

集可行点SQP算法，该算法的主要优点在于：算法的主搜索方向由一个低维的

凸二次规划(2．3)确定，而且不需求解任何子问题来修正(2．3)中参数盯七，只需取

盯七=ll扩。n其中扩-1为前一个迭代点处的主搜索方向．为克服Maratos效应，

我们通过求解一个低维的最小二乘问题得到高阶修正方向．在适当的条件下，我

们证明算法具有全局收敛性和超线性收敛性．

第3章提出一个求解极大极小问题的修正的SQP算法．该算法的主搜索方

向通过求解一个二次规划得到．为克服Maratos效应，不同于文献【95]【98】，我们

通过求解一个线性方程组得到高阶修正方向，无需求解二次规划子问题．在较弱

的条件下，我们证明该算法是全局收敛和一步超线性收敛的．

第4章提出一个求解非线性约束优化问题的可行点SQP算法．在该算法的每

一个迭代步，分别通过求解二次规划子问题和线性方程组得到一个下降方向和一

个可行方向，在此基础上，我们构造一个可行下降方向．为避免Maratos效应，我

们通过解一线性方程组得到高阶修正方向．在适当的条件下，该算法被证明是全

局收敛和超线性收敛的．与已有算法相比，本章提出算法的优点足：算法中线性

方程组不涉及乘子估计，所求解的两个线性方程组的系数矩阵相同且比文献f102】

中系数矩阵的结构简单，因而可减少计算量．

第5章以文献[106】中算法为基础，提出一个求解非线性不等式约束优化问题

的非内点型可行点QP～free算法．这个算法不要求迭代点必须足可行域的内点．在

算法的每一个迭代步，为得到搜索方向，只须求解四个系数相同的线性方程组．

在适当的条件下，我们建立该算法的全局收敛性和超线性收敛定理．

第6章以文献[105】中算法为基础，提出一个改进的内点型可行点QP-free算

法，在该算法的每一个迭代步，为得到搜索方向，只需解三个系数矩阵相同的线

性方程组，而且在无严格互补条件下得到系数矩阵序列的一致非奇异性和近似乘

子序列的有界性，且其全局收敛性分析不受稳定点数目有限的限制。

在本文研究工作的基础上，我们提出如下值得进一步研究的问题：

1．本文第3章所提算法能否推广到求解约束极大极小问题?

2．本文第6章所提算法中的线性方程组的系数矩阵涉及近似乘子，能否设计

一系数矩阵不含近似乘子且在无严格互补条件下也证明了系数矩阵序列的一致非

奇异性和近似乘子序列的有界性?

3．本文各算法的收敛性都是在非退化假设和严格互补条件下讨论的，能否把
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稳定SQP算法的思想用于上述算法?

4．由于实际中的问题大多足大规模问题，能否利用本文思想，针对大规模问

题的特点设计出有效的算法?
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