
摘 要

随着真空紫外软X射线(XUv)在生物、材料、微加工和超大规模集成电

路中的应用以及在空间光学研究领域中的发展，对XUV光学系统的设计提出了

不同程度的挑战。反射式光栅和反射镜是XUV波段光学系统的主要组成部分。

工作在XUV波段的光学仪器，往往需要采用掠入射光学结构，光学系统的像差

比较严重。所以对这类光学系统像差的研究是一个十分有意义的研究课题。

李变换理论作为研究像差的方法之一，已经在轴对称光学系统的研究领域中

发展成熟。而对于平面对称光学系统来说，李变换的方法还仅仅是刚刚起步；

K．Goto和T．Kurosaki将这一方法运用到平面对称(球面光栅)的光学系统中，

计算球面光栅的像差和成像公式。本文应用李变换的方法研究了超环面光栅的成

像及其像差。

第一章简要阐述了目前常用像差理论的研究基本情况，以及本课题的目的及

其意义。第二章介绍了李变换基本原理，根据这些基本原理，使得李变换方法能

够被运用到光学系统像差的研究。

光栅成像过程可分成五个部分，分别对应五个李变换；其中最重要的变换就

是超环面光栅的衍射李变换，本文的第三章详细阐述了该变换的推导过程，并得

到了相关的变换公式。

在第四章中，利用上述五个李变换推导出超环面光栅的成像公式，以及相关

的像差表达式；并应用光线追迹，对推导结果进行了分析，说明了李变换的方法

能准确地描述超环面光栅的成像。当主半径与次半径相等时，超环面光栅的成像

公式与像差表达式可转换成球面光栅相对应的表达式，与K．Goto和T．Kurosaki

的结果一致。

本文的推导以及分析表明了李变换方法应用在像差理论的研究具有优势。它

可以处理平面光源，能计算远离子午焦平面处的像差。李变换方法导出的成像公

式描述了像平面坐标与物平面坐标、方向余弦之间的函数关系，公式中并没有出

现如光栅表面坐标之类的中间变量，体现了物空间变量与像空间对应变量之间映

射关系。同时，该方法能转换成矩阵形式，更有利于多元件的像差表达。

关键词：像差理论李变换超环面光栅
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ABSTRACT

XUV has found a wide application from the fundamental research to the

application study such as biology,materials science，industry,physics and

astronomy etc．It makes demands on high-resolution XUV optical system．XUV

optical system has the grazing structure，which produces higher level of

aberration．Gratings and mirrors are the main components of XUV optical system．

Grating aberration theory is the most important basis for instruments．

Lie transformations，as one of the methods in aberration theory,has been

developed in the optical systems with axial symmetry．It is a novel method in the

optical systems that lack axial symmetry．Goto and Kurosaki extended。Lie

transformations to systems with a plane of symmetry．They derived the aberration

coefficients and image equations of spherical gratings．

The Lie method to characterize imaging of a toroidal grating is presented．A

brief introduction of Lie method is fwstly given,then the five transformations to

describe the imaging processes of a toroidal grating is derived in detail．The

formulae for calculation of the coordinates and direction of light ray are obtained

with the above Lie transformation；and its numerical results are compared with

those by ray tracing program of Shadow．

An advantage ofthe Lie theory ofoptical imaging is that the pupil(aperture)

coordinates do not appear in the Lie theory．This provide a significant advantage

when multi-element optical systems are considered．The phase space variables X

and Y in the Lie theory provide for the extent ofthe object．

Keywords：aberration theory；Lie optics；toroidal grating；
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1．1课题来源

第一章绪论

本课题来源于国家自然科学基金资助项目《建立真空紫外软X射线多元件光学

系统的研究平台》，项目编号：60578040。

1．2研究目的及其意义

随着真空紫外软X射线(XuV)在生物、材料、微加工及超大规模集成电

路应用和空间光学研究领域的发展，对XUV光学系统的设计、加工提出了不同

程度的挑战【¨。高性能的XUV光谱仪的能量分辨率达到10000以上：XLrV微聚

焦系统的空间分辨达到亚微米；应用于空间观测的望远镜往往要应用复杂的非球

面光学元件，在足够的光学传输效率前提下，得到尽可能高的空间分辨能力【21。

我国高性能XUV光学仪器设计、研制水平的提高将会有力地推动上述各领域进

行更深入的研究与探索。

工作在XUV波段的光学仪器，往往需要采用掠入射光学结构，光学系统的

像差比较严型3】【4】；对这类光学系统像差的研究是一个十分有意义的研究课题。

通常，在已知系统参数的情况下，光线追迹是一种能精确而又直观地评价成

像质量的工具。但是在设计XUV光学系统中，我们很难根据光线追迹的结果，

来确定每个光学元件的参数与最后在像平面上的像差之间的关系。而利用李变换

方法，就可以推导出像差与系统参数之间的直接关系，便于在设计过程中对光学

系统整体优化。

1．3研究背景

在XUV波段内，一般采用反射式元件作为整个光学系统的基本元件。反射

式光栅和反射镜是这类系统的主要组成部分。反射式光栅的作用是用来将连续波

长的光进行色散，以此可以获得单一波长的光。反射镜主要是用于光线的偏转、

聚焦和准直【51161。系统产生的像差可以通过改变元件的反射面的几何形状等一系
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列参数来减小甚至消刚7】【8】。因此，在设计中调整各个元件的参数就能使得整个

系统的成像质量达到最优的水平。

1．3．1衍射光栅像差理论

衍射光栅像差理论是用解析的方法处理光栅光学系统的成像特性，从而可以

分析几何像差对于分辨率的影响。从Rowland时代以来一百多年的历史来看，

众多的学者对之进行了不懈的努力，作出了很多出色的研究，像差理论内容日益

丰富，应用非常广泛。迄今，光栅的像差理论并没有完全成熟。

用哈密顿程函可以清楚地描述一般光学系统的行为，但实际的光学系统都具

有高度的非线性，不能显式地写出哈密顿程函。光栅光学系统比一般光学系统更

加复杂，其哈密顿程函的表示更为困难；这很大程度上是由于光栅光学系统大多

是反射光学系统，对称度很低，在光栅的像差理论中通常只假定光学系统有一个

对称平面。

研究光学系统的像差特性的方法可以大致分为两类：一是解析法，如光栅的

像差理论；二是数值方法，如光线追迹。解析法是用符号计算来描述光学系统的

像差，为光学系统的优化提供了理论依据；数值计算可以给出光学系统成像的精

确结果，借助于计算机人们就可以得到与实际一致的成像。在光学系统设计中，

利用解析法可以得到优化准则或者得到优化的初始值，以避免漫无目的的搜索而

陷入局部极值；数值方法可以验证解析法得到的结果，两者是相辅相成的。虽然

数值方法是精确描述光学像差的方法，但解析法可以加深对光学系统成像特性的

理解，在设计之初把握光学元件参数对系统像差的影响，这是数值方法所无法做

到的。

衍射光栅像差理论发展到今天，主要有以下四种理论：

l、光程函数(Light Path Function)理论

2、波像差(Wave fi'ont aberration)I里论

3、解析点列匿t(Spot diagram)理论

4、基于李变换(Lie transformation)理论
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1．3．2光程函数理论

光程函数理论的历史最为悠久，其基本思想是利用所谓哈密顿特征函数(并

非严格意义下的点特征函数)和费马定理，即物点和像点之间光程函数取极值。

Noda掣9】人用光程函数理论，对于具有一个对称平面的光学系统，给出了通用

的光学系统像差表达式。从Beutler[1 01，Namioka[41【ll】，到Noda等人发展的理论

在子午焦平面内可以得到比较准确的结果，对于离开子午焦平面位置则误差较大；

W．Werner通过选择合适的光瞳坐标和其法线方向，建立斜坐标系，用光程函数

理论详细地研究了等间距凹面光栅的像差特性，给出了成像方程和慧差、球差表

达式。凹面光栅在实际光学系统中经常要配上辅助光学元件，对于多个光学元件，

写出光程函数是很困难的。

1．3．3波像差理论

ChrispB21[13】提出的波像差(W，ave front aberration)理论是第一个多元件像差理

论。该理论定义了相对于像散参考面的波前像差，把波前像差分开成四个光束单

独作用的贡献，每个光束的作用方式相同，差别仅仅是光束的坐标参数不同，最

后用近基理论对光学系统的坐标进行归一化处理以便不同光学元件的像差系数

可以相加。该理论的特点是：

1、适用于全息超环面光栅，像差系数可以相加；

2、波像差相对于像散波前定义，适合平面对称系统；

3、可以用于轴对称全息光学系统，

4、利用计算机辅助可以实现复杂光学系统的分析。

同时该理论有一定的局限性：1)系统入射光阑总是在光栅元件上，而没有

考虑在其他位置的情况，波像差理论在远离焦平面以及衍射角偏大的情况下有很

大误差；2)在计算波像差的时候，以球面波为参考波面，而实际上由于像差的

存在，这样的假设是不确切的。

1．3．4点列图理论

由于光程函数理论和波像差理论的精度不够好，为了满足分析高分辨率光栅
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光学系统的需要，Namioka等人建立了解析点列图(spot diagram)理论【14]420】，开

始只能处理单个光栅，后来又发展出适合平面对称双光学元件和平面光源的三阶

像差理论。该理论具有完全三阶精度，可广泛应用于高级光学元件和扩展光源条

件下的像差研究。

1．3．5李变换理论

考虑到光学系统是典型的非线性哈密顿系统，可以用处理非线性动力学中的

李代数方法分析，通过相空间坐标来描述光线通过光学系统的成像情况。李代数

这种数学工具由理论物理学家A．Dragt等人提出并且首先在磁光学中得到应用。

李代数的方法也可以处理轴对称光学系统的问题，已经成为一种成熟的轴对称光

学系统成像理论。K．Goto和T．Kumsal(i将这一方法运用到平面对称(球面光栅)

的光学系统中，计算球面光栅的像差和成像公式【2¨。PalIIle—22】【231在K Goto等人

的工作基础上提出了一种简化算法。

1．4本论文的主要内容

本文应用李变换的方法研究了超环面光栅的成像及其像差。

第二章介绍了李变换基本原理。李变换是高斯光学中矩阵方法的延伸与发展，

引入李变换，可得到描述光线状态变量的初值和末值之间的关系表达式。根据这

些基本原理，使得李变换方法能够被运用到光学系统像差的研究。

在单个超环面光栅的光学系统中，按照光线从物平面传到像平面的顺序，将

光栅成像过程分成五个部分，分别对应五个李变换：其中最重要的变换就是超环

面光栅的衍射李变换，本文的第三章详细阐述了该变换的推导过程，并得到了相

关的变换公式。

在第四章中，利用这五个李变换推导出超环面光栅的成像公式，以及相关的

像差表达式；并应用光线追迹，对推导结果进行了分析，说明了李变换的方法能

准确地描述超环面光栅的成像。当主半径与次半径相等时，超环面光栅的成像公

式与像差表达式可以转换成球面光栅相对应的表达式，与K．Goto和T．Kurosaki

的结梨2l】一致。

本文的推导以及分析表明了李变换方法应用在像差理论的研究具有优势。它
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可以处理平面光源，能计算远离子午焦平面处的像差，以及便于多元件的像差计

算。虽然李变换方法在光栅光学系统的应用也存在一定的局限性，但李变换本身

的优势还有待充分挖掘和利用。

为了保持文章的连贯性，上述推导中的相关公式将安排在文章的附录部分。
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射率。

尽管这个理论经常使用，但用特征函数还是有～些不便之处。从上述的例子

中我们可以发现，这个关系式把光线入射时(一，；’)和出射时(尹，，；，)混合在一起。

为了找出描述光线状态变量的初值和末值之间的具体表达式，必须解出式(2．1)，

用尹’和；。来表示尹，；将这个结果代入式(2．2)，将j厂表示为尹‘和；’的函数。即使

在由己知特征函数的元件所组成的光学系统中，很难得出整个光学系统特征函数

的确切表达式。在使用特征函数时，没有一种特征函数适用于所有的光学系统中。

一个点特征函数不能用于成像系统，一个角特征函数不能用于望远系统。

李变换的方法可以用来描述一个光学系统。与Hamilton的方法类似，这个

方法包含了由Fermat原理所得到的约束条件。更重要的是，它能提供描述光线

状态的各个变量初值和末值之间明确的关系表达式。用特定的算符来描述组成光

学系统的每个单独元件的行为。这些算符可以通过一定的规则连接在一起，从而

获得描述整个光学系统的合成算符【2611271。最后，这个方法对光学系统的处理和

像差分析比较简便‘28Ⅱ291。

2．2光学辛映射

假设光线的入射点Pi和出射点Pf的z轴坐标都是固定值。平面z：少和平面

z：z，可分别看作为物平面和像平面。接着，假设一般光线从P‘点传到Pf点这个

过程中，Z是一个独立变量。那么，一般光线的光程可以用x(z)和少(z)这两个

函数描述。光程的微元ds可表示为：

czs==[(出)2_P((纱)2_P‘?’2]2 (2．3)

=[1+(x’)2+(少’)2]2 dz

其中√=妄√=老a2 比

那么，光线从pi点传到pf点的光程为：

7
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彳：f∥(训，z)[1+(xt)2+(y·)2扎 (2q

函数∥(x，弘z)=∥(尹)是表示光线经过每一点的折射系数，包括光学元件本

身以及经过光学元件前后的介质。

根据Fermat原理，对一个实际光程来说，彳必须是个极值。因此，光程必

须满足Euler-Lagrange方程【30】：

旦dz(嚣]．罢=。 倍5，
＼、苏’／良

、 ’

乏㈤一考-o ㈤
出L砂。／砂

、 ’

Lagrange量为￡=∥(训，z)11+(x’)2+(y’)2]2
进一步，我们将Eulcr-Lagrange方程转换到Hamilton方程。通过标准关系，

引入两个与坐标x，Y共轭的动量：

P=嚣，g=器 陋乃2-=i，g 2：i 【z’，)
C％。D1，。

代入L得

p：—型-，g：—型-(2-8)
[·+(工’)2+(y’)2]2 [·+(x’)2+(J，’)2]2

那么与L对应的Hamilton量为

H=-[Ix2(P)-p2一92]2(2-9)
P g表示光源发出光线的方向。

在上述基础上，引入矢量访

访=(w，％，叱，w4)=(五弘p，g) (2-10)

访‘和∥表示访的初值和末值。我们可以用一个函数关系或映射∥来描述

初值与末值之间的关系。

∥：删 (2．11)
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光线的初值访‘与末值∥之间的关系由Hamilton量决定，这与Fermat原理

是等价的，因此可以推知饿是一个辛映射。

设M为映射JR的伴随Jacobian矩阵【3l】

‰=甏 ㈣

J为4x4的矩阵，其定义为

，=匕刁 浯㈣

其中，每个元素都是2X 2的矩阵，，为单位矩阵，其余都是零。

如果M满足

厨肼=．， (2．14)

其中，府为M的转置。那么，M为辛矩阵。

上式在光学中经常被称为透镜方程【321。从某种意义上来说，饿应该被称为

光学辛映射阎。

2．3李变换的定义及其运算规则

用数学的术语来说，访中的变量确立了一个相空间。设，g为定义在此相

空间的两个函数。那么这两个函数的Poisson括号表示为{，，g}，定义如下：

{／,gl=军I
Of

Og一丢砉] 弘垌
t vPi v、量i，

现在，令／是定义在相空间的函数，g是相空间中任意函数。每个厂都表示

一个作用在任意函数g上的李算符。包含有厂的李算符表示为：／：，用Poisson

括号定义此算符为：

：厂：g={^g} (2．16)

类似的，：厂：的幂表示反复进行Poisson括号运算。例如，：f2：定义如下：

9
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：／：2 g={厂，{六g)} (2—17)

最后，：／：的零次幂定义为单位算符：

：厂-o g=g (2．18)

接着，就可以根据：f：幂的定义处理：厂：幂级数。其中特别重要的幂级数就

是e)(p(：厂：)的幂级数。eXp(：厂：)也被称为伴随厂或：，：的李变换。李变换也是一

个算符，用幂级数定义为：

exp(：川2委等 (2-19)

exp(：厂：)作用在任意函数g上的具体形式为：

cxp(：川g=g+{／，g)+击{／，{厂，g))+⋯ (2-20)

利用因式分解理论【33】【蚓，假设小为任意辛映射，将相空间从初始状态转换

到最终状态。那么，．JR能写成李变换的乘积形式：

小=exp(：石：)唧(：石：)唧(：石：)⋯(2-21)

这里每个函数无是n阶齐次多项式。exp(：f。：)称为n阶李变换。更重要的

是，这个映射对任何形式的多项式来说都是对称的。在连乘式(2-21)中，去除任

意因子后，该映射仍然是辛映射。

Campbell．Bal(er-H肌sdom方型331将两个李变换的乘积表示为一个李变换。

即

eXp(：¨e)【p(：g：)=唧(：厅：)(2-22)

其中，办=厂+g+三{凤)+丧㈨加))+壶{g，{盯))+．”
李变换算符的交换规则是：

cxpc

g．卜x哆’型exp(：，f勰：g乌 倍23，
’ = ：)exp(：’：)

其中，f’=eXp(：g：)厂，g’=exp(：-f：)g

exp(：_厂：)是eXp(：厂：)的逆变换。即
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exp(：-f：)exp(：i：)=exp(：f：)exp(：-f：)=1

当∥有常数项时，在数学处理上会遇到问题：在这个条件下，尽管能找出

对应的李变换，但是不能将这个变换用于Campbell-Baker-Hausdorff方程和李变

换算符交换规则。

一个线性变换∥=∥(影)可以表示成一个矩阵。二阶李变换就是一个线性

变换。假设以和以为两个二阶李变换，肘。和托是和这两个变换相对应的矩

阵。可以证明，以以的乘积等于帆心的乘积。矩阵相乘的顺序与其对应变换

的顺序是相反的。

2．4用李变换方法研究光学系统的一般步骤

通常，光学系统包含物平面和像平面。在这两个平面上，x,y为坐标，p，g分

别为光线传播方向与X轴和Y轴之间夹角的余弦，表示光学方向余弦。假设光线

从物平面上(x，y)点发出，光学方向余弦为P，g。经过光学系统后，光学到达像

平面上(x’，y’)点，光学方向余弦为P’，g’。(x,y，P，g)与(xt，y’，P’，g’)之间的关系

将用李变换来描述。

光线通过整个光学系统的过程可分解若干个单一过程。对每个单一过程，都

可以找到变换∥=∥(影)并将其转换成李变换的形式。光线通过整个光学系统，

就相当于将所以单一过程的变换连接在一起。

爿21=爿21(∥11)，爿习=办31(爿21)，⋯，爿肿11=爿肿11(爿川)(2-24)

它们对应的李变换为以，鸽，⋯以。整个光学系统的李变换就是将各个单一

过程的李变换的乘积。

以鸽⋯以(2-25)

最后把整个光学系统的李变换转化成标准形式：

扩1】．[eXp(：红：)eXp(：吃：)exp(：h4：)]爿11(2-26)
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％为齐次n阶多项式。二阶变换eXp(：红：)是高斯光学的效应。其余各项代

表像差或像散。在上式中，如果光学系统为非轴对称系统，那么将会产生三阶变

换exp(：呜：)。

在处理非轴对称系统中，常常会出现含有常数项的辛变换。这个常数项转换

到李变换的形式为eXp(：倪：)，c是常数。幸运的是，只要选定主光线为坐标轴，

就恰好能找到含有eXp(：嵋：)的相邻辛变换。eXp(：a：)和exp(：哝：)相乘即为单

位变换，因此常数项就可以被消除。去除常数项后的变换∥(影)就可以用于

Campbell．Baker-Hausdorff方程和李变换算符交换规则。

12
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第三章超环面光栅的李变换

3．1光栅光学系统

在单光栅的光学系统中，先确定

入射主光线和衍射主光线，然后分别

在物空间和像空间建立坐标系。如图

2所示。

以入射到光栅中心的光线为入射

主光线，从光栅中心衍射出的光线为

衍射主光线。选取这两条主光线所在

的平面为对称平面，同时分别选取它

＼
J

汐备面3、
／砭辩面光栅 ／口

t kl

r2

，

，l／

／
＼

i

图2光栅光学系统示意图

们为对应物空间和像空间的Z轴。不失一般性，入射主光线位于XOZ坐标系中

X轴负值范围内，衍射主光线位于X轴正值范围内。物空间和像空间的Z轴与光

栅中心的法线方向的夹角分别为口和∥。根据XOZ坐标系，令口为负值，∥为

正值。

在物空间和像空间中，物平面乏和像平面Z’分别垂直于各自的主光线。为

了叙述方便，定义包含光栅中心的三个平面。平面1垂直于入射主光线；平面2

与光栅曲面相切；平面3垂直于衍射主光线。规定物空间和像空间中的Y轴都与

平面2坐标系中的Y轴平行且正方向相同。那么，根据坐标系右手定则，物空间

和像空间X轴的正方向也就分别确定了。光栅中心到物平面和像平面的距离分别

是，1，r2。

3．2描述超环面光栅成像的五个李变换

描述光线由物平面传到像平面这个过程可以由五个李变换的乘积来表示：

(1)表示光线从物平面传到平面1的李变换以。，

(2)表示光线坐标从平面1坐标系转换到平面2坐标系的李变换以，

13



上海大学硕士学位论文

(3)表示光线在平面2坐标系内光栅衍射的李变换心，

(4)表示光线坐标从平面2坐标系转换到平面3坐标系的李变换以，

(5)表示光线从平面3传到像平面的李变换以：。

整个光学系统李变换的乘积形式为

饿=以。以鸲以以： (3—1)

3．2．1位移李变换

式，

在折射率为∥的均匀介质中，表示光线传过直线距离为r的李变换为

以=exp(：，．(∥2一p2一92)：)(3-2)
在空气中，∥=1，光线从物平面传到平面1的李变换就是上式的幂级数展开

3．2．2转角李变换

"exp[：一2+q2)：ICXp[：一2+q2)2：] 仔3，

光线坐标从平面l坐标系经旋转a角，变换到平面2坐标系的李变换以为

小：=e坤[：·n(c。s口)印：]exp[L：≠／--c粤os}(z印2+三(sin口)川2：l
⋯p[：-装矿№叫 一3。5’

14
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exp(：-xsina：)提出来以便与后面的e印(：xsin口：)相抵消。

3．2．3光栅衍射李变换

?(．x'y3擎@力二 仁
y
3 ～

’‘’舔 ||、||
弋 ＼＼

入射光线 、

图3平面2坐标系中光栅衍射示意图

在平面2坐标系中，已知光栅的主半径R和次半径为P，超环面光栅的面形

方程为

X2 '，2 X2y2 Z4 y4

弘百+荔+赫+丽+L4p3R 2．o
扣一

2 4尺2p 8R’

光栅表面的刻槽函数为【35】

(3-6)

t'／----O-oX+O-Ix2+cr2y2+玛x3+q砂2+吒一+吒x2少2+qy4+⋯(3-7)

如图3所示，入射光线与光栅表面相交l(0点。以l(0点为起点作三个相互垂

直的单位矢量蜃，0，j。矢量j垂直于光栅表面，矢量G与光栅表面和刻槽相

切，矢量j与矢量蜃、矢量弓共同构成符合右手定则的正交系，

二：ES-x了Vn，j：G—S’(3-8)Ijr X5F-1，以2
IS×Vnl

其中，％是刻槽函数的梯剧361。

入射光线的方向余弦为P，q，那么衍射光线的方向矢量§：

Q=口’A+g’G4-s’S

其中，口=p4+乎勺+(1一p2一92)2 4，g=pG：+gGj+(1一p2一92)2 G：

(3-9)
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l

口‘=口+mA×V刀l，g’=g，s’=(1-a'2一g垃)： (3-10)

朋是光线衍射级次，A是光线波长。衍射光线的方向余弦P’，q’分别对应矢量

g明x分重利少分萤。田此日J知，衍射光线I均Zi"同余锾就口J以农不厩尤栅衣圆坐

标的函数。为了推导出李变换，将入射光线延长，与平面2交于K(x，y)点。入

射光线投射到光栅表面上的坐标可以用K点的坐标来代替。

在平面2坐标系中，衍射光线的方向余弦，

p’=乏4z+即+sin∥一[鲁(tan口+2tan∥)-3ingot3]x2一(告tan口一聊五吼)y2
一去(协口一伽助x艿p+{去[三岛+3(tan口+tan纠4
+去(2tan2口+伽口tan∥一2伽2∥)4一去(cos口+c。s卢)]+4聊见气}x3
+{去[马协∥+吉(2tan2口一tan口tan∥)4+筹一历1(cos cz+cos纠]
+三鱼tan口+2聊兄气}砂2+⋯(3-11)
P J

口．一屯垦+g一(等t觚卢一2扰兄吒)砂一古(tan口一胁∥)脚
惜⋯刚马+字4+焉一；1(cosa+cos,3)]+4mlor7}y3
+⋯(3-12)

其中，{ip=p+sinot
’

衍射光线出射点K’的坐标，

凸州⋯叫睁豺[南+ta犬na(、tan⋯纠豫+势
一(案筹姬+丢]却+．” cm，

y’=y+品(丢+易p一(篇)(丢+丢]g+．．· c3州，

类似转角变换，衍射李变换心可以写成exp(：zs岫口．)饿．G e印(：工sin∥：)的
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形式。exp(z si戤)：是由印中的sinoc_产生的，而exp(了si班)：是由P。中的

sin(f1)产生的。ex《z s／m)可以与以中exp(：-xsina：)相抵消。因子

exp(：xsinfl：) 以中e冲(：哨sin∥：)相抵消。因此，可将印中的sin(口)和p’中

的sin(夕)去除。剩下的表达式就可以转变成李变换饿’6，

小0=exp(：92：)eXp(：岛：)exp(：94：)(3-15)

其中，

92=-(A．zx2+B2y2)(3-16)

gs=4x3+马叫2+c3Ix2p+q2Y2P‘(3-17)

&2 a4x4+B4x2，t C4y2+D4iX2p2+D42y2p2+Elx292+巨2y292
(3．18)

+ElxSp+F42xY2p+GjIx2粥+Gj2Y’q

上述公式中x,y,p，g前各个系数的具体表达式见附录1。

3．2．4光栅衍射后转角和位移变换

与以类似，表示光线坐标从平面2坐标系转换到平面3坐标系的李变换％

鸭2exp(：-xsinfl：J蝉

其中，

忙exp[：麓订扣2 f1)xpq2：]
㈣[：篇咖扣舶2卜[：嘶。s跏：]

光线从平面3传到像平面的李变换以：

』‘：=exp[：一考(p2+92)．]exp[：一专(p2+92)2．]

17
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3．3光学系统的李变换

推导出五个变换的具体表达式后，按照光线传播的顺序，将相应的变换依次

连乘，最后的结果就是描述光线由物平面到像平面的李变换。

胤=以。巩此以以：=以。小：小0小；以： (3-22)

应用李变换的交换合并规则，将上述5个变换中的同阶变换函数合并在一起。

整个系统的李变换可以写成： ．

小=cxp(：或：)exp(：莓：)exp(：反：)(3-23)

二阶因子eXp(：磊：)为：

exp(：或：)=exp[：一兰(p2+92)：]exp[：h(c。s口)印：]exp[：一(4x2+最y2)．]

cxp[：一h(c。s功印：]exp[：一≥(p2+92)：] c弛4，

由于g；的具体表达式由各个算符合并而成，形式上十分繁琐。所以，利用

等价的矩阵表示方法更为简洁，

并’

Y’

p’

q’

矩阵中各项系数见表l

Ml

0

一l／C

0

0

My

0

一l／‘

r6 0

0 ％
M

P
0

0 Mq

表1 g：中的相关系数

(3-25)

l一 24 以：c。s∥鲁 蛑2丽COS专 ％=篓，i+罱吒专一= 一

COSa
量'l只 cos口cos∥

1 ^“

呜小号 鸠小毒 ％=，i+吒专i2 z％
}y

从上述矩阵中，可得高斯光学：

x’=M≯+rV p(3-26) ?y’=Myy+Wqq(3-27)

15
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％=o或％=0，即

COS2口COS2 8 COS口COS．B一．．·一=一，i 吃 C
(3-28)或 三+三≮1(3-29)一+一=一

‘ ％ C

(3．28)和(3．29)分别表示子午和弧矢方向的聚焦条件。

从(3．22)式转换到(3．23)式过程中，需要将一些三阶和四阶的变换从相邻的二

阶变换的左侧移到右侧。为了保持二阶变换函数不变，那么相关的三阶和四阶变

换函数要按照李变换算符的交换规则进行相应的算符运算。值得注意的是，使用

Campbell．Baker-Hausdorff方程将两个三阶李变换合并的时候，会产生四阶李变

换。因此，可以写出合并后的g；和g：。

或=西+爵’+爵’(3-30) g：=g；o+g：，(3-31)

在g；的定义式中，g；I’，爵’和爵’分别来自以，眠和鹄中三阶变换部分。

在g：的定义式中，g：，就是由为1’，爵‘和g；’合并后产生的项。g：o来自以。，镌，

他，以和以：的四阶变换部分。

将盯‘中xly7P‘q7(f+_，+七+，=3)前的系数表示为铝

缸=舔+舔+《 (3-32)

由于平面对称，共有lo个非零铝(i+j+k+l=3)，具体表达式详见附录2。

在g：中共有19个非零项。用上面类似的方法，用缸来表示g：。中一y’P¨q

(i+j+k+l=4)前的系数，具体表达式详见附录2。

19
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第四章成像公式及其验证

4．1成像公式

’利用第三章中定义的g：，g；，g：，根据物平面光源点的坐标和光线的方向

余弦通过李变换(3·23)，就能求出像平面上成像点的坐标，

z’=exp(g：)exp(西)exp(g：){z)

=exp(g：){x+矗[西，工]+1Eg；，[西，工]]+矗[g：，石]_}
怍1’

类似地，Y。，P’和g’也有其对应的表达式。

为了计算方便，将g：中的g：，项与击[童，[西，工]]合并，

拈e冲(磊)}件黔xH若岛[西，[小x聪1【彬】)(4-2)
Y’的表达式，

y’=唧(反){y+撼yHl吾既[西，[小y聪【⋯】)c4固
在光栅光谱仪设计中，子午聚焦平面上的像差分析十分重要。在％=0时，

(4-2)和(4-3)的展开式，
’

x’2誓：+瓦-。鼍，勺y：，耳-。P+瓦z。p2+‰92+碥-。y2p ㈣)
+反lllYPq+磙30P3+月品12Pq2

、 ’

y’_哆y+％g+G--。即+矗¨朋+G∞砂+％一明+吒∞y3+氏，93(4．5)
+c乏olY。g+q120YP2+c缸1P29+ql眈Yq2

在(4—4)并gI(4-5)式中，一阶系数心、鸭代表了放大率。在x，y,p,qPfi组成的

二次方项和三次方项中，只包含P，g的项前面的系数表示轴上点的像差，其余

的则为轴外点的像差。用西，g：中的缸和矩阵元素(3-25)标B’和c’；x’中
二次方项的系数％与K．Goto一致口11，详见附录3：Y’中各项的系数c知表达式

见附录4；如。表示慧差，‰表示像散慧差，酝。表示球差，利用附录1和附
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录2中的公式可得它们在子午聚焦条件下的具体形式，如附录5所示。当％≠0

时，∥和C‘的表达式会有所不同，参见附录3和附录6。对于衍射光线的方向

余弦p’，g’来说也有与成像公式类似的结果，参见附录7。

4．2成像公式的验证

利用成像公式(4—4)和(4—5)，可以求出光源点发出的光线经过光学系统后在像

平面上的分布(光线点列图)。光学系统(超环面镜)参数如表2所示，光源为

点光源。

表2超环面镜参数

物距 子午焦距 入射角口／反射角∥ 主半径R 次半径p

‘=200cm ，．_=100cm a=p=86‘ R=1911．4cm p=9．3cm

应用光线追迹软件可以得到光学系统成像的精确数值计算结果，以此作为标

准来检验李变换所得结果的准确性。根据李变换得到的成像公式所作的图，与应

用光线追迹软件Shadow所得结果进行比较。

2l
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(1)像距r2=，’，=lOOcm

图

(

图

：≯溯

(b)

(a)李变换成像公式，(b)Shadow

二
‘ ：z ‘

(a) (b)

图6由光线追迹所得的点列图(单位：cm)：(a)李变换成像公式，(b)Shadow

从图4，图5可以看出，无论像平面是否在子午方向的焦点上，我们的李变

换成像公式能够准确描绘单元件光栅的成像。对于离轴的情况(如图6)成像公

式与Shadow的结果也符合的很好。

嗲≯_一一多

硅

象

。

眭

象*

∞

∞

”

j
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5．1结论

第五章结论与展望

本文应用了李变换的方法来研究超环面光栅的成像，把光栅成像分解成五个

单一过程，找出每个过程所对应的李变换；通过对这五个李变换的交换和合并可

得出光栅的三阶像差表达式。应用光线追迹软件可以得到光学系统成像的精确数

值计算结果，以此对李变换方法所得结果进行验证，表明李变换方法是正确的。

李变换方法导出的成像公式描述了像平面坐标与物平面坐标、方向余弦之间的函

数关系，公式中并没有出现光栅表面坐标之类的中间变量，体现了物空间变量与

像空间对应变量之间映射关系。当主半径与次半径相等时，超环面光栅的成像公

式与像差表达式可转换成球面光栅相对应的表达式，与K．Goto和t Kurosaki

的结果【2l】一致。上述的推导以及分析表明了李变换方法应用在像差理论的研究

具有优势：

(1)在李变换中不出现光瞳坐标。在处理多元件光学系统时，就不必定义

每个元件的光瞳坐标，不需要考虑如何将这些坐标统一起来。同时，该方法能转

换成矩阵形式，更有利于多元件的像差表达。

(2)目前Chrisp波像差理论只能导出像平面在焦点附近的像差公式，在像

平面远离焦点位置时，其的结果有很大的误差，而李变换的方法可以得到远离焦

平面处的像差表达式，对应的成像公式可以准确地描述光栅光学系统在离焦情况

下的成像结果。

(3)Chrisp波像差理论导出的成像公式是从点光源角度出发的，最多可以

处理一维轴外点成像。而李变换的方法从一开始就考虑物是二维的，可以得到二

维轴外点成像结果。

李变换方法得到的一些像差系数可以转换成波像差理论中像差的表达形式。

在李变换方法中，％2塞，i+罱乞一薏，其中瓦1=旦COSOfCOS∥COSCOS／J COS COS，4为a‘ }． rt

附录1中所示的系数。
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令丁(口，1)=
COS2口COS

，r(p，吒)=
COS3 B cosp

[(丁(口，‘)+丁(屈t))+2所见q]

[(／‰(口，，i)+／-抛(屈乞))+2肌兄q]

在李变换方’法中， =r-+r2-q勺r2，其中专_2岛，岛为附录l中所示的系数。

令§(吣)÷等，

在子午聚焦条件下，

§(屈吃)=i1一了cosfl
％=，i吒(§(口，‘)+§(屈眨)+册五吼)

=，；％(厶。(口，，；)+‰(屈吒)+聊名吒)

如=一嘉‰瞰—sinac—osa J．—sinp—cosfl )一Tsincrcos2一生旦』专拿坐一2，行名玛]
=鑫降啦州+si乏n坐p啪咖2朋见叫

[‰(口，，；)+‰(∥，r2)+2m2w3]

在子午聚焦条件下，

‰=一互∞r12rs2∥I【IpL(
—cos fz—sin a．‘．—cos,6'—sin l，i。lsina+㈦2咖卜0

坼({}．玎砸疖，i)={一了COS，啪“)=争一警
‰=高[警‰㈡}si呸nfl雪(、胁小2朋力叫

=面rl：r2 Lr硝吣，，i)+州屈吃，巧)+2所五吼]
上述表达式中，厶为波像差理论中的像差系数。

一∥

一∥

一S

—S丘∞生∞量口量口

一S

—S

一∞

一∞

=

=

％

一∥急=
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5．2展望

李变换的方法可以用来描述多元件的光学系统的成像。在具体的计算上，目

前有两种方法：一是按照李变换方法研究光学系统的思路，将光线通过每个元件

都用若干个单一过程的李变换描述，再将这些李变换依次连乘，然后同阶变换函

数合并，得到成像公式以及像差表达式口1】：二是利用单元件的成像公式进行迭

代，以二元件光学系统为例，将第一个元件的像坐标以及出射光线的方向余弦作

为第二个元件的光源坐标以及入射光线的方向余弦，对成像公式进行迭代，就可

以得到整个系统的成像公式，其中自变量前的系数就是整个系统的像差㈣。在

计算机的辅助下，可以按照上述的方法推导出多元件的成像公式和像差表达式。

用李变换的方法研究光栅成像还存在一些问题。

(1)方向余弦的“聚焦”

方向余弦也可以用点列图来表示其在像平面上的分布，如图7。在子午聚焦

条件下，李变换方法也能准确描述像平面上方向余弦的情况。

(a) (b)

图7由光线追迹所得的方向余弦点列图(单位：em)：

(a)李变换成像公式，(b)Shadow的结果

众所周知，方向余弦的分布是不随光学系统的像平面的移动而改变的。但是

在李变换方法所得到的方向余弦表达式中，方向余弦与像距有关。利用第四章中

的光学系统参数，可以得到不同像距处的方向余弦分布(如图8)
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{_≤一
(a)

耋—曩冀删
(c) (d)

图8 不同像距r2处的方向余弦点列图(单位：era)

(a)r2=0 cm，(b)r2=50 cm，(c)r2=100 cm(子午焦平面处)，(d)r2=200 cm

如图8所示，方向余弦的分布会随着像平面位置的变化而有所变化。目前，

对这个结果还没有很好的解释。

(2)孔径角的限制

参照上述的光学系统，孔径角提高一个数量级，即子午方向为O．0696，弧矢

方向为O．05，其他系统参数不变，像面取在子午聚焦平面上。像面上的坐标点列

图以及方向余弦点列图与对应shadow的结果有明显的差别。



上海人学硕士学位论文

《

(a) (b)

图9由光线追迹所得的点列图(单位：cm)：

(a)李变换成像公式，(b)Shadow的结果

蟛 莲
(a) (b)

图10由光线追迹所得的方向余弦点列图(单位：cm)：

(a)李变换成像公式，(b)Shadow的结果

此时李变换的结果明显就是错误。因此，李变换的方法只能适用于孔径角为

毫弧度数量级的范围内，超出这个范围得到的结果就是不正确的，可以尝试进一

步的修正，使李变换的方法适用于大孔径角的情况下。

李变换的思想方法来源于李代数。在处理光学问题方面，李变换的方法还是

比较新的一种方法，用该方法得到的结果可以对像差来源的进行分析，在这方面

还有待进一步研究。随着阶数和光学元件数量的提高，李代数的方法在计算量上

还是相当的繁琐，但随着计算机辅助技术的高速发展，这将不成问题。
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附录1超环面光栅衍射李变换中变换函数的相关系数
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附录2 烈’， 《‘， 露’和g_：o中的系数

将gf’中∥Y’P‘q’O+，+膏+J『=3)前的系数表涿为锅
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附录4 y’中各项的系数％
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附录5子午方向聚焦条件下成像公式中的％具体形式
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附录6非子午聚焦条件下％，％的一般表达式
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其中，上式中的第一项均表示该系数在子午聚焦条件下的表达式(附录3)。
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附录7衍射光线方向余弦P’，q’的表达式
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