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摘 要

本文主要研究二维可压流体Euler方程的几类流动结构，它包括：简单波，vorl

Neumann反射结构，压力delta波和临界跨声冲击波．

本文的第二章研究了二维等熵无旋定常简单波．二维等熵无旋定常简单波是这

样一种类型的流动，它的流动区域是被一族直特征所覆盖，沿着每条直特征线u，t，

从而P，P，C均为常数．一个重要的性质是：与常状态相临区域内的非常状态流动总

是简单波．根据波的传播方向我们得到了二维等熵无旋定常Euler方程几类Goursat

问题解的一阶导数先验估计．利用这些先验估计我们构造了疏散简单波和疏散简单

波相互作用、疏散简单波在声速线上的反射、压缩简单波和压缩简单波相互作用逆

问题的全局解．

本文第三章研究了二维等熵无旋拟定常简单波．类似于二维等熵无旋定常简单

波，二维等熵无旋拟定常简单波的流动区域也是被一族直特征所覆盖，沿着每条直

特征乱，V，C从而P，P均为常数．并且，与常状态相临区域内的非常状态流动总是

简单波；几何上，如果把简单波及其像表示在同一坐标平面下，那么它的像可以由

一单参数速度图曲线：∈=u(s)，71=v(s)和一族以该曲线上的点为圆心c(s)为半径

的声速圆来表示，其中c(s)满足方程c，(s)2=(2≠)2(∥(s)2+Vt(s)2)．每一条直特征

线均和相应状态的声速圆相切，并且它的方向和速度图曲线在相应点的切线方向垂

直．我们还构造了绕一弯曲部拟流线的简单波结构以及两个疏散简单波相互作用的

全局解．

为了解决yon Neumann三波点悖论，Colella和Henderson(J．Fluid Mech．，213，

1990，71—94)在数值模拟弱冲击波反射问题时提出了一种新的反射结构，他们称之为

VOll Neumann反射(vNR)．他们所提出的这种反射结构中入射冲击波和Mach杆在三

波点处是光滑连接的，三波点实际上不存在而是退化为一个很小的弯曲的区域，流

动在该区域是压缩的．理论上的一个问题是：这种反射结构是否是数学上可能的流

动结构．我们在第四章证明对于Euler方程该流动结构是不存在的．

本文第五章在研究Chaplygin气体Euler方程的二维Riemann问题的时候提出

了一类新的基本波：压力Delta波．这类Delta波在一维流动中不会出现，但在二维

Riemann问题的解中会出现．压力Delta波是关于压强P的Dirac．Delta函数，这种

间断和零压流模型的Delta波不同之处在于：零压流模型的Delta波是由于输运现

象而造成的质量集中．通过将二维拟定常Chaplygin气体Euler方程的形式做一些

改变，我们能够在分布的意义定义这类Delta波解．根据弱解的定义，我们导出了
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压力Delta波的广义Rankine-Hugoniot关系．
在用数

刚好为
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Abstract

Ill

In this paper，we are mainly concerned with some types of flow pat．terns of Euler

equations for compressible flow in two-dimensions．These flow pat．terns are simple waves，

von Neumann reflection configuration，pressure delta．waves and critical transonic shock．

The second chapter consider two-dimensional isentropic ir-rotational steady simple

waves．The two-dimensional isentropic ir-rotational steady simple wave is a type of flow

whose flow region is covered by a one parametric family of straight characteristics，along

each of whichⅡ，u and consequently P，P，c remain constant．A significant property is：

A non·constant state of flow adjacent to a constant state is always a simple wave．On

the basis of the direction of wave propagation，we obtain the prior first．order derivative

estimates of the solutions to some types of Goursat problems．By using these estimates the

global solutions to the problems of two rarefaction simple WaVes interaction，rarefaction

simple wave reflection on sonic curve，and the inverse problem of two cornpression simple

waves interaction are constructed．

Tile third chapter study two-dimensional isentropic ir．rotational pseudo-steady sire．

pie waves．Similar to the two-dimensional isentropic ir—rotational steady simple wave，

a two-dimensional isentropic ir-rotational pseudo-steady simple wave flow region is a]so

covered by a one·parametric family of straight．characteristics，along each of which乱，影，

C and consequently P，P remain constant；and a non-constant state of flow adjacent to a

constant state is always a simple wave．Geometrically,if a simple wave and its images are

represented in the same coordinate，the images of the simple wave can be represented by

a hodograph curve∈=让(s)，叩=y(s)equipped with sonic circles centered at(乱(8)，钉(s))
with radius c(s)，c(s)satisfy c，(s)2=(孚)2(让7(s)2+∥(s)2)．Each straight characteristic

is tangent to the corresponding sonic circle and its direction is perpendicular to the direc-

tion of the hodograph curve at the corresponding point．We also construct simple wave

flow construction along a pseudo-stream line with a bend part and the global solutions to

two rarefaction simple waves interaction．

In order to resolve von Neumann triple point paradox，a new reflection，called yon

Neumann reflection(vNR)，WaS proposed by Colella and Henderson(J．Fluid Mech．，213，

1990，71—94)in investigating numerically the weak shock reflection．In this shock reflection

flow pattern，there is on discontinuity in the slop between the incident shock and the Mach
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stem．and the triple point is not exist but degenerate to a curved band of region，the flow

in this region is compressed．A theoret．it·al problem about the von Neumann reflection

is if the reflection configuration is a mathematically possible flow pattern．In the fourth

chapter we prove that this flow pattern is impossible for Euler equations．

In the fifth chapter we present in investigat ing two-dimensional Riemann problems

for Euler equations for a Chaplygin gas a new type of wave：pressure delta waves，which

is absent in one space dimension，but appear in the solutions to two-dimensional Riemann

problems．This type of Delta wave is a Dirac type concentration in the pressure variable·
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第一章绪 论

非线性双曲守恒律方程组是一个具有广泛实际和理论意义的领域，近几十年吸

引了众多的研究者． 1986年，美围国家科学基金委员会组织了许多著名数学家讨

论当前数学发展趋势，出版了一本小册子《Mathematical,％iences-A unifying and

Dynamic Resouce》，其中提出了六个具有代表性的研究方向，非线性双l拄}守恒律

方程组则是其中的第三个．本文主要研究气体动力学的Euler方程组．

§1．1 气体运动的Euler方程

气体的运动可以由如下Euler方程来描述

风+V·(pU)=0，

(pu)t+V·(pU o u)十Vp=o，

(pE)t+V·(pUE+Up)=0，

P=p(p，8)， e=e(p，s)，

(质量守恒)

(动量守1亘)

(能量守恒)
(1·l·1)

(状态方程)

其中P，U=("ItI，钆2，u3)，P，s，e和E=毕+e分别代表密度，速度，压强，比(单位
质量气体的)熵，比内能和比总能．对于多方气体，气体的状态方程具有如下形式

p(p，s)=(7—1)expcvl(s一80)∥， e=：笠{， (1．1．2)
、—。——。——-‘—、，————-。。。。-， ’，一1

A(s)

其中丁=lip代表比容，绝热常数1是介于1到513之问的常数，中等温度下空气

可以看成是,-／=1．4的多方气体．

Euler方程组的最大特点在于解会产生间断(即使初始数据非常光滑解都可能

在有限的时间内发生间断)，冲击波就是一种压缩性的间断．冲击波在很多地方都会

出现，如：超声速飞行的飞行物前面，炸弹的爆炸等． 1858年，Riemann抓住了

间断这一特点研究了一维Euler方程在给定的初值为两段常数的Cauchy问题，此

后人们称此类问题为Riemann问题．Riemann利用”Riemann不变量”独立发展了

简单波理论，并详细建立了冲击波理论．尽管Riemann做出了错误的假设，认为穿

过冲击波的跃变是绝热的，但他开创了广义解的先河，他的思想为非线性双曲守恒

律的发展奠定了基石．之后， Rankine于1869年指出穿过冲击波的跃变是非绝热

的．Hugoniot于1878年首先指出冲击波上的绝热过渡将违背能量守恒原理，事实上

3
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Hu舯nlot iiF．uYl T能量守恒意味着穿过冲击波时熵要发生变化．Rankine和ttugoniot

在那段时间独立的导出了穿过冲击波阵面时两边的气体所满足的三个关系式，即：

融nkine．Hugoniot关系．1910年，Rayleigh指出穿过冲击波阵面熵要增加．由此，

一维Riemann I'=-I题得到了彻底的解决，它的解由冲击波(s)，中心疏散波(R)和接

触问断(J)三类基本波构成，如图1．4所示．从上世纪四五十年代开始一维非线性

双曲守恒律的数学理论得到了飞速的发展，关于一维的内容读者可以参考著作(m

f81，【lSl，【20l，167"I)．

s

¨

／J

＼一一0

图1．1一维Riemann问题的一个解．

§1．2 弱解和Rankine-Hugoniot关系

物理上常见的非线性双曲守恒律方程组通常可以写成如下形式

Ut十divTl(u)=0， (1．2．1)

其中t∈R+，z∈Rd，d≥1，u=u(t，z)∈舻，n≥1，，(u)=(力(u))n×d是佗×d的矩

阵．

定义1．1．如果可测向量函数钍=(缸1，⋯，矿)：Q c R十×Rd_舻满足

1．让∈L2Dc(Q)，

2．f(U)∈Lk(Q)，

3．对所有的咖∈钾(Q)都成立

以∥也+，j(t‘)。gr8dz≯出现=。，歹=1，⋯，佗，



2010上海大学博士学垡笙整一—— !—_————一⋯——————————_——————-———__———_——————_——————J————————一 一 一 一 一一
则称钍在分布的意义下满足双曲守恒律组(1．2．1)，或称U是(1．2．1)的一个弱解．

对于Cauchy问题

卜川沁Tf(u)=n 0．2．2)

I乱(o，z)=uo(x)，

它的弱解可以按如下方式定义．

定义1．2．如果可测向量函数钆=(缸1，⋯，珏n)：fo，Tl X∥一Rn是(1．2．1)的一个

弱解，且

1．u(O，z)=uo(x)，

2．映射￡H u(t，．)是lo，T】到Lk(∥)的连续映射，

则称U是柯西问题(1．2．2)的一个弱解．

定理1．3．(Rankine—Hugoniot关系)假设s是(t，茁)空问的一个d维的超曲面，

双曲守恒律组r1．2．1J的一个弱解it在S的两边有直到S的光滑性，但穿过S发生

间断．那么，在S上u满足如下间断关系

妒，f‘(铭))·吲s=0， (1．2·3)

其中秒为S的单位法向量， 【．1代表物理量在S两端的跳跃．

§1．3 二维Riemann问题

Euler方程的二维Riemann问题是指给定如下初始数据

当望=tan0时， (Ⅱ，秒，P，JD)(o，z，Y)=(uo，vo，如，po)(O) (1．3．1)
Z

的Cauchy问题．我们通常关心初始值为四片常数的情况，即：

(u，口，P，p)(o，z，秒)=(乱t，仇，鼽，店)， (z，Y)∈第i象限． 1=1，2，3，4， (1．3．2)

二维Riemann问题允许考虑所谓的自相似流动，即流动仅依赖于自相似变量

∈：Xl／t和叩=x2／t．因此，在自相似变换下二维Euler方程变为如下形式

戌一叩砌+(JD仳)f+(J[m)’7=0，

(肚)毒一叩(舢)叩+(pu2+力荨+(肚钞)，7 2 O，
(1．3．3)

(舢)e一叩(∥)’，+(肚”)f十(pv2十p)叩=0，

(pE)专一叩(pE)叼+(pub+卸)f+(pvE+叩)叩=0，
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Riemann初值(1．：：；．1)变为：当詈2 tan口且∈2+叼2_+。。时

(u，口，P，p)(∈，叼)一(Uo，VO，Po，po)(口)·

通过引入拟流速(【，，y)：(u一∈，秒一叩)，方程组(1．3．3)可以写成如下形式

(1．3．4)
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那么存在一个区域，使得流动在该区域为拟亚声的(M<1)，方程组(1．3．5)在该区

域可以是一个二阶椭圆型方程和两个输运方程耦合的复合型方程．

对于光滑拟超声速流动，方程组(1．3．5)还可以写成如下的特征形式(见参考文

献f751)

(菱+Ao易)(pp-'Y)刈，
刍c赛+知南，p+叭妻+知南，珏+yc妄+k南弦=0．

堑塑丝户c妥+4南，p—yc鑫+～南，u+Uc妻+k南，秒=。，
一—v／d—(—U2面+广V2一-d)t瑟0+A一南)p—y(鑫+A一南)珏+u(鑫+A一南)"=。．
类似于足常沉中的沉线，二维拟定常沉的拟流线(或称为拟沉行征)定义为(∈，功

平面上的曲线，曲线上各点的切线方向等于拟流速的方向．在以后的讨论中，拟流

特征用岛表示．由计算可得

霉=孝一羞=詈(u-∈)=等， (，．3．-3)

，7=警一罟=詈(v-叩)=了V． (1．3．14)

其中，，·7代表随体导数，即： 蕊d．因此，流体质团在(f，77)平面上的运动轨迹是
一条拟流线，且运动方向与拟流速的方向一致．和流线不同的是两条拟流线可以相

交一点．魄特征线定义为(f，r／)平面上满足

契：乜 (1．3．15)
吠

一‘ r⋯～7

的曲线．由(1．3．8)可得

C 5
(U，y)·(A士，一1)

(1．3．16)

它表明拟流速在q特征线的法线方向的分量等于声速．因此，如果沿着ci特征

线珏，u和c为常数，则该特征线为直线．

由于在自相似平面上没有时间轴，因此要体现波的传播就有必要引入特征方向

的概念．拟流特征岛的方向定义就为拟流速的方向． Q特征方向定义为它的与

拟流速方向成一个锐角∽的切线方向，u称为拟Math角．通过简单的计算可以发

现c『十特征方向反时针选转u角度到拟流速方向，c『-特征方向顺时针旋转u角度

到拟流速的方向．由(1．3．16)可知

c2=口2sin2u，M=q／c=1／sin， (1．3．17)
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其中口2：【，2+y2．因此，当流动为拟声速时u=90。，这时拟流速的方向和魄特

征的方向垂直． 我们举常状态流动(钍m P，JD)=(咖，VO，细，po)为例，它的声速线为

C
C0

c+

c。
一

·／弋
sup

C． 一＼

C一

_r

A≯
一 Cf

，；两ic商

C0
jj

＼
一—

‘∥ 脚＼／
C

一．·‘’＼
C。

夕 l＼。．C上

图1．2常状态流动的特征线．

以(咖，伽)为圆心Co为半径的圆(称为声速圆)，流动在声速圆外为拟超声的，在声

速圆内为拟亚声的．拟流线Co是指向圆心的射线，声速圆外的瓯特征与声速圆

相切，如图1．2所示．

如果在一个流动区域内熵为常数，则该区域的流动称为等熵流．这时，流动可

以由方程组

f(棚￡+(朋叩+2p划，
{(J9u2十p){十(puv)叩+3pU=0， (1·3·18)

l(puv)f+(pV2+p)’7+3pV=0

来描述，其中

p(力=A矿， (1．3．19)

A为一个大于零的常数．方程组(1．3．18)称为二维等熵拟定常Euler方程组．对于光

滑流动，方程组(1．3．18)可以简化为

I(p￡，)∈十(py)叩+2p=0，

{U哦+y％+(奇)E+U=o， (1．3．20)

l-u睢+y％+(南)田+V划‘
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如果流动还为无旋的，

函数≯(∈，叩)，使得

9

即：％=％兮％=K，那么，我们可以引入拟速度势

映=(，， 锄=II． (1．3．21)

于是，由(1．3．20)的最后两个方程可得

互1 I V卯+鲁十≯=Const．' (1．3．22)

称为拟Bernoulli定律．又由(1．3．18)的第一个方程，我们可以得到一个二阶方程

div(pV4))+2p=0， (1．3．23)

其中

p=(鲁(Const．一≯一妄I V≯12))击． (1．3．24)

方程(1．3．23)称为拟定常位势流方程．由计算可知：当e2>}V西12时(1．3．23)为椭圆

型的；当e2<l V≯12时(1．3．23)为双曲型的．

二维流动的一个研究难点和热点是跨声流问题．通常情况下分隔拟超声流动区

域和拟亚声流动区域的曲线有两类：一类为声速线，另外一类为跨声冲击波．对于

图1．3(I)：Keldysh型问题；(II)：Tricomi型问题．

一些常见的问题声速线两边的流动为等熵无旋的，所以这些问题可以用位势流模型

来研究声速线附近的流动．令F(∈，，7)=U2+V2一c2，那么，由拟Bernoulli定律知

F一2妒一岩c2+常数．0．s．25)
由(1．3．25)可得

VF=一2(仉y)一型手圭半Vc．(La．26)
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于是，由前面特征分析的结果和(1．3．26)可知；l<，y<5／3时，如果沿着声速线声

速为常数则该声速线为c，士特征线的包络，f791给出了一个这样的整体流动；如果

声速沿着声速线的方向导数不为零，则声速线上退化类型为Tricomi型的，声速线

附近拟超声区域内的流动为半双曲型的，即：两类波特征有一类沿着特征方向是从

声速线上发出的另一类是沿着特征方向走到声速线上的(在声速线(1十特征方向和

cL特征方向所成的角为丌)；当，y=一l(Chaplygin气体，见本章最后一节)时，

VF=一2(E，，y)， (1．3．27)

声速线是魄特征线的包络．

对于冲击波，由Rankine-Hugoniot关系(1．2．3)可知(荨，叩)平面上的冲击波两边

的状态满足关系

fpUldrl=【pv]必，

IpU2+p]drl=Ipuv]必

【pUVld．=fpV2十纠必，

lpUE十Up]drl=【pVE+ypl必．

(1．3．28)

如果用Ⅳ和L来分别代表拟流速在冲击波曲线法线方向和切线方向的分量，那么

冲击波的间断关系(1．3．28)可以简化为

lpN】=0，

fpN2十P卜0

ILl：o，
(1·3·29)

f竿+蕊㈨．
因此，对于法方向为(1，0)的平面冲击波，间断线左右两边的状态满足(见参考文献

【50】)

知=铆+1I／舞焉，
t‘t．一铆 ／ m—Pt而2＼／鬲再丽’ (1．3．30)

vr 2轨，

pr (，y+1)pr一(，y一1)pt
一==-————-———————————-————————--—-——一．
鼽 (7+1)凤一(7—1)pr’

其中岛代表该平面冲击波在(∈，叩)平面的位置．
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二维拟定常的冲击波可以分为三类：一类冲击波波后状态为拟超声的，称为超

声冲击波；一类冲击波波后状态为拟声速的，称为声速冲击波；一类冲击波波后状

态为拟亚声的，称为跨声冲击波．对于超声冲击波，冲击波两边共有4+4=8个特

征．这时，按照Lax([421)的几何熵条件的思想它的八个特征沿着特征方向应该是五

进三出的．这是因为冲击波是一个自由边界，它的九个未知量(冲击波曲线的斜率和

两端的八个状态)可由四个Rankine-Hugoniot．关系加上五个进入的特征来决定．对

于跨声冲击波，冲击波两边共有4+2=6个特征，它的六个特征沿着特征方向应当

是四进二出的．这是由于跨声冲击波波后的方程可以看成一个二阶椭圆方程和两个

输运方程的耦合，二阶椭圆方程只能给一个边界条件，一个进入的特征提供椭圆方

程的边界条件来求解椭圆问题而得到冲击波波后的两个信息．因此，4—1+2+4=9

符合要求．

00tⅡc circle of

d‘a把‘O)

BhoGk

／／．，．，．．．．⋯◇
，：=：． 九o
r～“-．．、妇l蕊

‘j

．／／
九。

’‘州c circIe of，．，”

科atefly

馘。

图1．4({，叼)平面上的一个平面冲击波，波前为(r)状态，波后为(z)状态，AB为跨声冲击波．

对理想气体的Euler方程的二维Riemann问题，1990年Zhang和Zheng([TsI)

给出了一套分析和猜想．他们假设每条初始间断线在t>0只发射出一道平面基

本波(冲击波S，接触间断J或平面疏散波R)．于是，问题就简化为四道平面基本

波的相互作用．根据四道波的不同组合，他们将问题分为十六类．随后， Schulz．

Rinne(1993)([58])，Chen-Zhang-Yang(1995，2001)(1141，1151)，Lax-Liu(1998)([431)对这一猜

想进行数值模拟将分类最终完善为19类．
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§1．4几个典型的Riemann问题

§1．4．1 41：1,Riemann问题

给定Riemann初值(1,3．2)，使得常状态(1)和(2)，(2)和(3)，(3)和(4)，(1)和(4)

在t=0时刻分别由平面疏散波R支，R易，磁，R?4连接．从数值算例(图1．5)可以
看出这一问题在(∈，卵)平面上的整体流动包含许多复杂的流动结构，这些结构随着

近年来许多研究者不断的努力而逐渐变得清晰．

图1,5 4R Riemann问题，见参考文献164】．

2000年，Dai和Zhang([191)得到了压差模型的两个平面疏散简单波相互作用

的整体解的存在性，这实际构造了压差模型图1．6区域l的流动．2001年，Li([4．51)

巧妙地找到了二维等熵无旋拟定常Eu|er方程的一组Riemann变量，并利用速度变

换的方法研究了两个平面疏散波的相互作用．2006年，Li，Zhang和Zheng([．511)在

文章(f191)的启发下得到了二维等熵无旋拟定常Euler的一组特征分解式，并证明

了和常状态相临的区域内的非常状态流动总是简单波，这说明图1．6的区域II的流

动为一个简单波．2009年，Li和Zheng([,521)利用特征分解的方法得到了Euler方

程两个平面简单波相互作用整体解的存在性，即得到了图1．6区域I的流动．2008

年，Glimm，Ji，Li，Li，Zhang，Zhang，Zheng七人(126])通过数值模拟发现在该流动中

还存在跨声冲击波，即图1．6的曲线FG为一个跨声冲击波，其中F和G为跨声冲

击波的起点，在这两点冲击波的强度为零．在研究压差模型声速线附近双曲区域的

流动时，Zheng和Song([68])提出了半双曲结构的概念．他们还构造了声速线附近

的一个这样的半双曲结构流动．对于拟定常Euler方程组(1．3．3)拟亚声区域的研究

目前的结果还不多，但对于其它模型这方面的研究已有非常多的结果．Gilbarg和
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图1．6由于穿过弯曲的冲击波流动会从等熵无旋的变为有旋非等熵的，所以在区域v的流动为有旋非等熵

的．由Kelvin环量定理和Us{+Vsq=0可知，在IV和VI中流动为等熵无旋的；穿过声速圆EJ和声速

线EF的拟流线可能汇集于一点L，类似的，穿过声速圆HK和声速线HG的拟流线汇集于点M，穿过冲击波

FG的拟流线终止于LM．

Trudinger的经典著作125】介绍了定常位势流模型的亚声区域的流动；Zheng[76]得

到了压差模型的椭圆性原理，即如果流动在边界上为亚声的在区域内也一定为亚声

的，该文章还得到了压差模型Dirichlet问题的解；关于拟定常位势流模型，这方面

的研究已有(116}，【22J，123]，【：41，【s31，【341，【351)．

§1．4．2冲击波反射问题

+
名

z}
卢

箩
z}

笸巴声

图1．7冲击波爬坡问题．

另外一类典型的二维Riemann问题就是冲击波爬坡问题(或称为冲击波反射问



14 二维可压流体Euler方程的几类流动结构

题)．在t=0时刻一个以常速度向前行进的平面冲击波打到一个笔直的斜坡上，根

据不同的坡角口Ⅳ和入射冲击波的强度尬，不同类型的冲击波反射现象将会发生．

激波反射现象最早于1878年由Mach在实验中观察到，当时Math在实验中观测到

了两类激波反射现象，一类是正规反射，另外一类屉Mach反射．很多年以后，VOrl

Neumann和他的同事们开始系统地建立冲击波反射理论．

厶

fD (o)A-
卢
卢
芒

二
且

卢仁

／’ E

．臣。

l P

(2’)

厂

．户
／；

＼i
＼!
c又

：＼ (1)
o一兀。．0

@

图1．8(a)：拟定常正规反射结构． (b)利用(口，奶冲击波极线所表示的两种可能的正规反射．

当斜坡的坡角目w大于某个临界值p+(％)时将会发生正规反射，正规反射是指

由一个入射冲击波(i)和一个从位于斜坡上的反射点R反射出来反射冲击波(r)所

构成的流动结构，如图1．8a所示．图1．8b给出了如何利用(口，P)冲击波极线来寻找

正规反射波后的状态．A1表示过点(p1，p1)的(口，P)冲击波极线，其中p1为(1)状

态在反射点R处的拟流速方向和正∈轴的夹角．为了得到反射冲击波后的状态我

们在极线圈上寻找(2)状态，使得(2)状态在反射点R处的拟流速的方向和正∈轴

方向的夹角咿2为目Ⅳ一7r．由(IlSl)知存在一个O(Md，使得

当Ow>扫(尬)时有两个可能：对应于(2)的具有较小压力值p2的弱反射和对

应于(2，)的具有较大压力值砖的强反射．有意思的是，在试验中只观测到弱正规反

射．正规反射整体解的唯一性很早就引起了rOll Neumann等人的注意([601)，这一问

题的数学理论仍是一个公开性的难题．在文章(163])中，作者得到了一个O(MI)的

一个显示表达式，使得当Ow>万(肼1)时，强反射的反射冲击波波后的状态(2，)在反

射点R处为拟亚声的，弱反射的反射冲击波波后的状态(2)在反射点R处为拟超声

的．当西(尬)<护Ⅳ<-6(M,)时，两种反射的反射冲击波波后的状态在反射点处均为

拟亚声的．关于临界值口’(坛)的选取，即正规反射到非正规反射的过渡RR笃朋}

一直是一个悬而未决的问题．
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图1·9其中实线为曲线p=号一百(尬)，虚线为曲线口=吾一万(尬)．此处，入射冲击波强度坛用器来表
征．图中显示了两条曲线之间有一段非常窄区域．该数值算例出自【63l

入射7申击波强度不变且坡角变小时情况下就可能会出现Mach反射．Mach反

射可以描述如下：一部分气体流过入射冲击波(i)和反射冲击波(r)两个波阵面，另

一部分气体流过一个冲击波阵面．‘Mach波阵面(m)’；这两部分气体穿过冲击波阵面

后，被一接触间断线(j)隔开，如图1．10a所示．图1．10b给出了用(口，P)极线来构

造三波点丁附近的Math反射结构，通过状态(o)：(eor，Po)作冲击波极线Ao，同样过

Ao上的状态(1)：(鳄’，P1)作另一冲击波极线A1．因为状态(3)是通过Mach冲击波与

状态(0)相连接的，所以点(3)落在Ao上．另一方面，状态(2)是从状态(1)通过

一冲击波达到的，因此点(2)必须在Al上．又因为状态(2)和(3)具有相同的压力

和拟流速方向，所以Ao和Al的交点就得到(2，3)．

(O)，。’

‘厂≯
’T 么
＼m／f
I芝}

(2．3)

<’ 回
～＼＼ ／il)／i

(0)

图1．10(a)：拟定常简单Mach反射．T：三波点；x：三波点的轨迹与斜边的夹角． (b)：利用(p，p)冲击

波极线所表示的Mach反射．

上面所描述的Mach反射结构是一个简单的数学模型，有许多现象与它极其符
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合．但也存在着许多实验现象与三冲击波理论不一致的情况，例如：当入射冲击波

的强度非常弱的情况下在实验中观测到一些反射现象非常像Mach反射，如图1．11

所示，但是yon Neumann三冲击波理论在三波点(假没反射为Maeh反射情况下)附

近没有解，如图1．12所示．这种明显的理论和实验现象不一致最早由VOII Neumann，

Seeger，Smit．h等人在广泛的计算比较中发现，后来称之为yon Neumann三波点悖

论．

图1．11一个长的非常像Mach反射的反射结构．

N佩1 sposiblc

、、!

?、、．
、一二

●’-．∥_■—j纛
≯⋯。鼍淼⋯

M

I-J

■ 、
AI J

A。＼

黜＼＼ ／●(1)
(o) E

图1．12 Clad当(^磊，p彬+x)落在左图的曲线1和2之同时，过(o)：(莳，vo)的iIp击波极线Ao和过Ao上

的状态(1)：(卯，p1)的冲击波极线Al没有交点．

为了试图解决这个悖论， Guderley在1947年提出了一种修正的Mach反射结

构．他是在三波点处添加—个中心简单波(R)来对Mach反射结构加以修正的，如图

1．13所示．通过状态(o)：(鳄’，Po)作冲击波极线Ao，同样过Ao上的状态(1)：(以’，p1)

作另一冲击波极线A1．过A1上的状态(3)作简单波线．(注意：反射冲击波在T点

的波后的状态(3)必须为拟声速的，这是由于如果(3)的状态为拟超声的那么与超声

冲击波的同类特征沿着特征方向是指向冲击波相矛盾．)由于状态(4)是从状态(3)
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通过一个中心简单波达到的，所以状态(4)落在过状态(3)作简单波线上． 另一方

n南

。p

A<
、̂
I J

嘭’瓢／{(1)
(o)

(b)

图1．13 Guderley反射结构和利用(口，p)冲击波极线所表示的Guderley反射结构．

point

面，状态(2)是从状态(0)通过一冲击波达到的，因此点(2)必须在Ao上．又因为状

态(2)和(4)具有相同的压力和拟流速方向，所以Ao和过状态(3)作简单波线的交

点就得到(2，4)．很久以来尽管有火量的数值模拟和实验，但这都没有明显的显示这

图1．14—个拟定常VOl2．Neumann反射结构。虚线为过点T的拟流线；由开尔文环量定理和在光滑流动区

域中熵沿着拟流线保持不变可知流动在区域I中为等熵无旋的．因此，根据和常状态流动区域相临的非常状态

流动为简单波【51l可知区域I中的流动为简单波．区域II中的流动为非等熵且有旋的．

个中心疏散波的存在．直到最近，130】和1741分别在对跨声小扰动方程和Euler方

程的弱冲击波反射进行数值模拟时才观测到了Guderley反射结构．更有意思的是，

171】通过对Euler方程的弱冲击波反射进行数值模拟时观测到在一个很窄的区域里
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有一列Guderley反射结构．另外的一种尝试解决vorl Neumann三波点悖论来自于

【171，他们在数值实验中发现在某些情况下入射冲击波和Mach杆在三波点处是光滑

连接的，三波点实际上不存在而是退化为一个很小的弯曲的区域，流动在该区域是

压缩的，如图1．14所示．

在近几年，冲击波反射的数学理论上已经有许多霞要的结果． ([TSl)得到了压

差模型当坡角非常接近90。时正规反射问题整体解的存在性； (【16J)得到了位势流

模型当坡角非常接近90。时正规反射问题整体解的存在性；([211，[231，[241)得到了对

任意的Ow>0(M1)时的位势流模型正规反射问题整体解的存在性；(【6】，[71)研究了

非定常跨声小扰动方程(UTSD)的正规反射问题； 【591研究了Chaplygin气体模型

的正规反射问题；(112]，113])研究了Mach反射结构的稳定性；【40】证明了对于Euler

方程VOII Neumann反射结构是不存在的．

§1．5 Chaplygin气体模型

Chaplygin气体是最早是由Chaplygin(191)引入的，随后钱学森(172])，von Karman

([731)也引入状态方程

p=A(三一_1P0 P)
(1^1)

来研究研究机翼的升力问题，其中A是一个正的常数．我们在本文主要研究如下状

态方程的Chaplygin气体

p(p)=一言· (1．5．2)

它实际上可以看成是，y=一1的等熵多方气体．

对于Chaplygin气体，它的所有的波特征均为线性退化的．一维Chaplygin气体

模型

J Pt+(∥b=0，

【(倒)t+(pu2一昙b=0，

的特征值和右特征向量为

由简单计算可知

A4-：U-t-石1， 强=(p，士石1)．

(讳，鼠)A士·r士兰0．

(1．5．3)

(1．5．4)

(1．5．5)



竺!旦土堂奎堂多主堂篁垒茎 !望

二维拟定常Chaplygin气体Euler方程具有如下形式

f(pt傻+(p‰+2p=0，
{(p￡，2一；){+(puv)叼+3pU=0， (1．5．6)

【(puy)《+(pV2一；)q+3pV=0．

因此，由Rankine-Hugoniot关系(1．2．3)知穿过(毒，叩)平面的I川断线有

[pUnl十pVn2】=0， (1．5．7)

[(pU2+p)nl+pUVn2]一0， (1．5．8)

[pUVna十(pV2+p)u2]：0， (1．5．9)

其中，向量万=(佗l，耽)代表间断线的单位法向量．如果令Ⅳ和L分别代表拟流

速在间断线法线方向和切线方向分量，那么当有质量流穿过问断线时(1．5．7)一(1．5．9)

可以简化成

fpN】=0， (1．5．10)

【L】=0， (1．5．11)

铋∥)2—1)1=o． (1．．5．12)

由(1．5．12)可知PoNo=PlNl=4-1．于是，过冲击波线的切线和冲击波两边状态的

声速圆相切，冲击波两边状态的声速圆相内切，如图1．15所示．因此，如果冲击波

波前的状态为拟超声的那么冲击波波后的状态也为拟超声的，如果冲击波波前的状

态为拟声速的那么冲击波波后的状态也为拟声速的．

令u=睢一％，那么由(1．5．6)的最后两个方程可得

(坠坐一去卜yu：一∽ (1．5．13)2、

2萨传
’⋯ v’ P⋯

(竺坐一上)’，+％：一矿 (1．5．14)22V
、 ，’7。⋯⋯

’‘ 、⋯。

令(T1，仡)为冲击波的单位法向量，则

丁-(半一势圳半一知州U-Vwm(叭耻o'(1．5．15)
也就是

n(参州参+二一Nu瓠 (1．5．16)

因此，由(1．5．11)可得

fⅣul=0． (1．5．17)
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图1．15(‘，r／)平面上的二维拟定常冲击波．

这表明对于Chaplygin气体，如果在冲击波的一端流动为无旋的那么在冲击波的另

一端流动也为无旋的．

容易验证，如果冲击波两端的流动是无旋的那么穿过冲击波方程(1．5．6)和位势

流模型(1．3．23)满足同样的Rankine-Hugoniot关系．因此，可以用拟定常位势流方

程来代替(1．5．6)．

近年来，Chaplygin气体模型吸引了不少的研究者．Y．Brenier([4])研究了一维

Chaplygin气体的Riemann问题，并得到了质量集中现象．D．Serre([59])构造了Chap-

lygin气体Euler方程几类二维Riemann问题的整体解． Guo，Sheng和Zhang([271)

把Chaplygin气体的二维Riemann问题进行了分类．Sheng，Wang和Zhang([661)用

数值广义特征分析的方法对上述分类进行了数值模拟．Lu([571)得到了一维Cauchy

问题BV弱解的整体存在性．Kong和Wang([36])在假设初始数据满足一定条件下

二维Chaplygin气体Euler方程整体光滑解的存在性．



第二章二维等熵无旋定常简单波

二维定常简单波是由Prandt]发现的，理论足由Meyer建立的．二维等熵无旋

定常简单波是在数学上为(z，Y)平面上一区域中这样的流动，它在(“，V)平面上的

像足一条r特征线的一段弧．这表明简单波区域是被一族直特征线所覆盖，沿上述

每一条直特征线U，V从而C，P，P，丁均为常数．一个露要的性质是：与常状态相邻

的非常状态流动总是简单波．关于这一部分内容的详细论述，可以参考Courant和

Friedrichs的著作f181．最近，Cheng和Qu([a 11)得到二维等熵无旋定常流两个疏散

简单波的相互作用的全局解，以及疏散简单波在接触间断上反射的局部解．我们将

根据波的传播原理讨论更一般的简单波相互作用的全局解的存在性．

§2．1 Riemann不变量

{(c2-u2)Ux--7．tV(乱可+％)+((≯一u2)t。2 0，
(2．1．1)、 ～二·土·上，

【％一％2 0

三(u2+v2)+鲁=iq2， (2．1．2)

来描述，其中口为极限速度．

方程组(2．1．1)可以写成矩阵形式

删(：)?+、!∈二：三二—二二三-!二二!，(：)可2(兰)，·c2·1·3，
因此，(2．1．1)的特征根由l D—AB l=0来决定，即：

@一地)2一C2(1+入2)=0． (2．1．4)

M士：—uv+c譬、／u2+v2-c2． (2．1．5)

因此，如果让2+口2>c2那么(2．1．1)为双曲型的．这时， (2．1．1)的两类特征和相应

的左特征向量为

q：契=乜j±．(1'千c佰而_)． (2．1．6)
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将(2．1．3)两边左乘红可得如下的特征形式

{舢“4归0’ (2．1．7)
l O_u十A f O_v=0，

其中继=以+k吼．

由(2．1．4)，可得 c2=(错)2． 仁埔，

这意味着：流动速度在垂卣于魄特征的分量等于声速．类似地，c『士特征方向定

义为它的与流动速度方向成一个锐角u的切线方向．几何上，c’+特征方向反时针

选转u角度到流速方向，c|-特征方向顺时针旋转u角度到流速的方向．因此，我

们有

sinu：!，c⋯=—vfq2广-C2q ，tanu=而q每， (2．1．9)
口 √2一cz

其中q2=让2+秒2．

对于(2．1．1)的一个给定的超声速流动，那么它的C十和C一特征可以分别用

p(∈，叩)=const．和Q(∈，叩)=const．来描述，并形成一曲线坐标网．令0为流动方向

和正z轴方向的夹角，那么通过引入新的参数Q，卢，我们有：

CI：cos(0十∽)蜘=sin(0+03)zo， C一：cos(0—03)up=sin(0—03)zp， (2．1．10)

r+：sin(0一u)"o=一cos(0一u)u口， F一：sin(0+u)唯=一cos(0+03)up，(2．1．11)

其中(u，t，)平面上的r士特征线为(z，Y)平面上的c『士特征线的像．

由于钍=qcos 0，V=qsin0，因此，根据(2．1．11)有

％COS03一口以sin03=0， qo c'0803+q鲐sin∽=0． (2．1．12)

通过积分(2．1．12)，我们有

必扣p一／口宰--C2由和醐口)=口+／口避qc dq(2．1．13)

分别沿着F+和r一为常数．码：称为方程组(2．1．1)的Riemann不变量．因此，我

们有

陋冀 江¨4，

其中魂=cos(0士w)良+sin(0士u)岛．
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§2．2特征分解

为了得到双曲型方程Goursat问题的全局解，我们通常需要得到一阶导数估计．

R士的一阶导数估计可以从R士的一阶导数所满足的方程得到，我们接下来的目的

就是要导出如的一阶导数所满足的微分方程．由

{咖(o-w)oxn+8m(¨u)优儿如』一， (2．2．1)
I cos(0+u)绣R一十sin(O+u)·％月一=0

和

{湖p佃)OxR++sin(¨u)OUR+朝十R+， (2．2．2)
l cos(0一u)良R十十sin(O—u)纯R十=0，

可得 尝=一型盥sin2w ，垫Oy=燮盥sin 2w
， (2．2．3)一=一一 一=一 I 7 y^-

8z
’ ’ 、。⋯”7

坠Ox=巡型sin 2w坠，等=一型型sin 2w些． (2．2．4)一===一 一=一一 I√：y 4●
’

砌
‘ 、-⋯吖

一0+一0一R一=一0+一0一R一一一0一一0+R一

= (cos(0+∽)如+sin(O十u)如)(c08(9一u)如十sin(O—u)岛)R一

-(cos(O—u)魄+sin(O—u)岛)(cos(秽+u)以+sin(O+u)岛)R一

=(石印刊一s2w3十C0叫)慧
‘=(掣瓦R_-cos2u掣瓦辟)瓮．

类似的，我们可得
’

～0_0+R十=(删u掣--肛掣舢+)怂． (2．2．6)

由(2．1．12)，(2．1．13)可知，沿着r士

垫：2，丝：士—2v／'q2—--C2． (2．2．7)
dO一。’dq一‘ qc。

’ 、。‘‘’‘7

(摹OR+攀)(囊囊)钆 仁嬲，
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瓦00—1，瓦Oq0 2 =士海--C2． (2．2．9)
也

’

aR士 一√(，2—1
、 7

根据(2．1．2)和(2．1．9)，我们可得

面dw一裂．(2．2．102cqx／'q2 C2
)-__-一 一⋯

咖 一

因此，我们有

掣=砸00士面dw·蕊Oq=％筹≠．(2．2．11)酉2砸土面‘蕊2—丽F乏r。 ’

将(2．2．1 1)代入(2．2．5)和(2．2．6)可得

1 0+0一R一=，(p—R一一cos幻外珥)以R一，
(2．2．12)

I a—a+R十=f(COS 2w0一R一一拶十咒+)a十R十．

其中，=％拦≠·志>。．
§2．3简单波的相互作用

简单波的相互作用可由Goursat问题(GP)来描述：在相互作用区域内

{竺』+_o’ (2．3．1)

【锋R一。0，

在西上 如=^(髫，耖)，R一=L(zP，妒)； (2．3．2)

在芦否上 R一=，-(茁，耖)，R+=，+(zP，YP)， (2．3．3)

P—B为过P点的q贯穿特征线，一PC为过P的以贯穿特征线，如图3．3所示．

定理2．1．俩部解，在P点附近存在一个小的领域Q占，使得问题f，GP)在Q￡上解

存在且唯一．

证明：局部解的存在性的证明可以参考著作【55l和【56J．

引理2．1．对于如下常微分方程的初值问题

f罢=，(z)(1一耖)钞，z>。j (2．3．4)
l-耖(o)=yo，

其中0<yo<1，l(x)为f0，+。o)上的非负连续函数，我们有当z∈(0，+O。)!，(z)<1．
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咖卜焉面Yo尚‘ 江3脚

‘2

j．0+R+l两>0，万一R—lyo<0，并且沿着特征方向， q特征线两是从P走到
B的，n特征线葡是从P走到C的；

2．3+R十l两>0，万一R—Jyo>0，并且沿着特征方向， q特征线两是从P走到
B的，n特征线力是从C走到P的；

只O+R+I葡<0，-一月一I宠<0，并且沿着特征方向， q特征线两是从B走到
P的，Q特征线PC是从C走到P的；

名．瓦R+I商>0，万一R—I庇<0，并且沿着特征方向， q特征线两是从P走到
B的，C一特征线葡是从C走到P的，

那么，在流动区域Q内

sup max{l瓦R十l，I万一R—1)≤ sup max(|万十曰+I，l万一R—l>， (2．3．6)
Q 鼠庇

其中sup{I瓦R+1)，sup{|万一R—1)可由俚．2．．f圳得到．
庇P—B

证明：我们首先证明第一种情况．由特征分解式(2．2．12)可知在Q内恒成立

瓦R+>0， 否一R一<0． (2．3．7)

对任给的点D∈Q，有如下三种可能(i)瓦R+ID>一否一R—ID，(ii)瓦4 ID=一-6_n—ID，

(iii)瓦R+ID<一万一R—ID．如果万+R+ID>一否一R—ID,那么

乱否十R+ID=f(COS2uaO一冗一一8+R十)瓦R+lD<0． (2．3．8)

令咄为过D点的q特征线，础和力相交于点D。．如果瓦珥lD。>肆4 lD，

那么我们得到所要的估计．否则，在咄上的点D和D1之间存在一个点D2，使得

a+R+ID<a+R十102 -0一R—ID2． (2．3．9)
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我们能够在凹1珧上找到一点Da，令c?1眈为连接Dl和D2的q特征线部分，

使得

一拶一R—lD2<-0一R—lD3． (2．3．10)

这是由于，如果在哗-D。上一万一R一<一否一R—lD。，那么通过比较

2__肚，(一_-肌(忱)-H)H， (2．3．11)、 一 L二·o·J1，

【爿(D2)=卧脚(忱)，

和

{呈』+R十：，1082∞且棚棚+)酢坼， (2．3．12)
I弭R十(D2)：O+R+(D2)

因此，由比较原理和引理2．1我们有

瓦R十(D2)<H(D2)<一乱R一(忱)， (2．3．13)

这和(2．3．15)相矛盾．如果一否一JR一(D3)≤否十R十(D3)，我们接下来可以采用上述相同

的步骤向边界逼近．如果一否一R一(D3)>瓦R+(D3)，那么

万+否一R—fDa=，(万一R一一cos2u3+R+)万一R—lDa>0． (2．3．14)

令芒a为过点D3的以特征线<竺s和葡交于点D4．如果一万一R—lD4>一万一R—lD3，
那么我们得到所要的估计．否则，我们能够找到点仇，使得

一赴R—IDa<-0一R一}D5=a十R十ID5． (2．3．15)

于是，通过重复这些过程我们有

一0一R—ID<a+R+ID<cO+R+I功=-0一R—ID2<一a—jL lD3

<一g_R—l。。：一O+R+lD。<⋯<8up max{I万+R+l，I-g—R—I)．(2．3．16)

因此，情况(1)证毕．从证明的过程我们能够发现只要保证在I瓦R士l>I砖R千l的

点有(一1)z肆瓦I也I<0，其中

z：{o，如果特征线方向指向特征边界’ (2．3．17)
I 1，如果特征线方向背向特征边界．

、

我们就能得到估计．因此，我们得到情况(2)，(3)和(4)的证明． 口

定理2．3．险局解J假设Goursat问题的边界数据为定理2．2的四种情况之一，那

么我们能够得到全局解． 。
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C+：R一=Const．

t1．1)

(2．1)

C+：：R?Const．

Cj R+tConst

(3．1)

C+：R—zCoast

(1．2)

to v■a岫m

(2．2)

(3．2)

图2．1(1)沿着特征方向两个疏散简单波的直特征线是进入相互作用区域的，(1．1)完全作用；(1．2)疏散

到真空．(2)沿着特征的方向疏散简单波的直特征线是进入相互作用区域，而压缩简单波的直特征线是从相互

作用区域出来的t (2．1)完全作用； (2．2)可以看成是疏散简单波在声速线上的反射．作为相互作用的边界。

它也可以看成是疏散简单波在声速线上的反射． (3)沿着特征线的方向两个压缩简单渡的直特征均是从相互

作用区域出来的，该Goursat问题可以看成是求—个两个压缩简单波相互作用的逆过程．



28—— 三丝亘堕堡曼竺!竺壅堡堕丛星塑动堂塑

证明：令x：e(x，Y)=Ctmst．为等声速线．显然，x不和特征线相切．这是由

于；如果在x上的某一点x和n相切，那么在该点有0十C=0，又由Bernoulli定律

可得让弭U+锋秒=0，这和O+u+A—O+v=0相矛盾．所以，通过延拓义和其它非特

征曲线并不断地求解初边值问题的局部解我们能够得到相互作用的全局解，图3．3

给出了这几类相互作用的流动结构．口



第三章二维等熵无旋拟定常简单波

本章的主要目的是将二维等熵尢旋定常简单波的结论推广到二维等熵无旋拟定

常流动．二维等熵无旋拟定常流动可以由

{(c2-U2)u∈一uy(让叩+睢)4-C--y2)％2 0，
(3．o．1)、 【J．u．上J

L珏'7 2睢，

及拟Bernoulli定律

Ⅳ2+y2+i兰了4-2≯：Const．． (3．0．2)
，Y—l

、 7

来描述．我们本章主要研究二维等熵无旋拟定常流的简单波的几何结构及其相互作

用．

§3．1广义特征分析

B(：)。+。(：)卵= (三)， c3．，．，，

其中

B=(护：u2：)，。=(一：y c2_。V2)．c3．t．2，
方程组(3．1．1)的特征方根可以由l D—AB I=0来确定，即：

(y—Au)2一c2(1 4-x2)=0． (3．1．3)

由计算可知 M士=—UV+笃x／c2擎(U2+V2-c2)． (3．¨)

因此，当∥2 4-V2>c2时方程组(3．0．1)为双曲型的．这时，(3．0．1)的两类特征和相

应的左特征向量为

魄：塞=也f±：(1’千c面而)． (3．1．5)

将(3．1．1)两边左乘红可得如下的特征形式

滗溢葚 慨拍，



二维可压流体Euler方程的几类流动结构

其中赴=魄+也岛．

由(3．1．3)可得

c=≮掣铲， @"，

它表明拟流速在倪特征线的法线方向的分量等于声速．因此，如果沿着一条q

特征线哪，和c为常数，则该特征线为直线．(1士特征方向定义为它的与拟流速方

向成一个锐角u的切线方向，u称为拟Mach角．通过简单的计算可以发现c．+特

征方向反时针选转u角度到拟流速方向，cL特征方向顺时针旋转u角度到拟流速

的方向．由(3．1．7)可知

c2=q2 sin2∽，M=q／c=1／sinw， (3．1．8)

其中q2=U2+V2．当流动为拟声速时u=90。，这时拟流速的方向和瓯特征的方

向垂直．

cr+和c『．特征线可以分别用6(∈，叩)=常数和o(∈，叼)=常数来表示，它们形成

一个曲线坐标网．这时，我们可以在流动区域引入特征参数a,b来代替f，即．于是，

我们得到下列的特征方程组

C～：％=入+矗，C’-：rib=入一岛， (3．1．9)

l。+：Us十A—Va=0， F一：Ub+A+Vb=0， (3·1·lo)

其中r圭特征线是q特征线在(u，u)平面中的像．由(3．1．9)和(3．1．10)，我们有

“D岛+Varlb=0， 铴矗+VbOa=0． (3．1．11)

(3．1．11)表明如果(“，秒)和(f，叩)表示在同一个坐标平面下，那么，通过相应点({，啪

和(让，钌)，q和F一的方向垂直，n和r+的方向垂直．将拟Bernoulli定律(3．0．2)

两边沿着c『士特征方向求导可得

(u-∈)赴扎+扣一叩)继t，+鲁赴c=。．(3．1．12)
因此，通过引入特征参数我们有

(u-毒)‰+("一’7)％+(南)o=o， (3．1．13)
≯

(Ⅱ一f)锄+(v-功％+(}三)6。0· (3．1．14)
p
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l一1， if (u一∈，V一77)-(珏n，Va)<0，

I 1， if(札一∈，V一叩)·(Ub，Vb)>0，

s一(口，b)=《0， if(u一∈，钞一叼)·('／．tb，Vb)=0，

l--1， if (缸一毒，V一叩)-(铴，％)<0，

那么，由(3．1．7)，(3．1．15)和(3．1．16)可得

Ca=--孚s+瓶孺，q=一T"y-1s一捂葡．
所以，我们有

(c，(s))2：垃竽(悯)2，
其中r(s)代表r特征线的弧长．

§3．2简单波解

(3．1．15)

(3．1．16)

(3．1．17)

(3．1．18)

对于一般的双曲型偏微分方程组，我们按照f31】给出简单波的一般定义．

定义3．1．简单波是指这样一个区域中的流动，它在像空间中的像为一条单参数

的曲线，即：

让(∈，叼)=西(s)，秽(∈，7／)=可(s)，c(∈，功=百(s)， (3．2．1)

其中s=$(∈，叼)．

将(3．2．1)代入(3．1．6)，可得

{(∥(s)+A一_，(s))酢s=o，’ (3．2．2)

I(-，(s)十4_，(s))丸s=o．
p～叫

因此，由(3．2．2)可知简单波的流动区域是被一组直的波特征所覆盖，并且沿着每条

直特征牡，V和C保持不变．

定理3．2．15I／与常状态流动相临的区域中的非常状态流动总是简单波．

研究在给定的曲线l：∈=零(s)，，7=葡(3)上给什么样的初值可以确定一个简单波

很有意义的．一种可能性是：沿着该曲线我们令tI=瓦(s)，钞=-(s)，C=虿(8)，使得

(西(s)一移(s))2+(可(s)一可(s))2>矛， (3．2．3)



二维可压流体Euler方程的几类流动结构

∥(s)+_．(s)_，(s)=0，

@(s)一荨(s))衫(s)+(_(s)一．(s))矿(s)+芋等衫(s)=。，
其中

(3．2．4)

(3．2．5)

--：堕竖号鐾善燮． (3．2．6)
【U一∈)‘一C‘

令坐标变换T：(s，∥)一(f，呀)为{=享(s)+毋 刁：V(s)十盯页一(3)．如果矿(s)≠

≯(s)L(s)，那么Jacobin行列式扫(∈，o)lO(s，盯)=F(s)灭一(s)一_，(s)一仃疋(s)在z上不

为零．因此，变换T在f的一个邻域N(t)上为光滑可逆的．对(∈，叩)∈Ⅳ(1)，我们令

("It，V，c)(∈，叩)=@，移，石)(s(∈，卵))， (3．2．7)

这意味着在从z上发出的以咖／必=--(s)为斜率的直线n(s)上Ⅱ，移，C为常数：

u(s)，钉(s)，c(s)．如图3．1所示．我们将要证明由(3．2．7)定义的(珏，tJ，c)(∈，坊是一个简

单波解．

图3．1与一曲线z相毗邻的简单波．

定理3．3．由似2．砂定义的(乱，tJ，c)(∈，叩)是一个简单波解．

证明：我们只要证明(3．1．6)，(3．1，12)成立即可．由(3．2。6)可知直线以(s)是和

以(西(s)，可(s))为圆心虿(s)为半径的圆a相切，并且沿着每一条直线c『-(s)均成立

A一三灭一(s)．因此，我们有钆缸=O_v=a_c=0．所以，
名

阻u十A+O_v=0， (让一∈)钆tl+(u—o)O_v+丸(i三1)=0

由计算可得

a+牡+A—a十t，=让e+入+‰+A一(re+A十锄)

=(一(s)+天一(s)矿(s))(s{+入+s叩)=0．
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由(3．2．4)可知直线c一(s)是和向量渖(s)，秽(s))垂商，因此我们有(乱～∈)彤(s)+(杪一

叩)_，(8)沿着每条直线c一(s)为常数．所以，

(Ⅱ一∈)舛“+(秽一77)锋t，+菩§艮c
= ((t正一∈)∥(s)十(移一卵)-，(s)+者∥(叫(％+A十％)
=((面(s)一翮)衫(s)+(可(s)一荆)矿(s)+嵩拶(s))(眶+hs叼)=o．

于是，该定理证毕．口

类似的，如果(3．2．4)为

才(s)+k(s)∥(8)=0， (3．2．8)其中——-+：堕堕≈黑善型， (3．2．9)’

(面一∈)2一_2
7 、一～7

我们能够得到f附近的一个以c『+特征为直特征的简单波解．

§3．3 简单波的几何结构

由前面的讨论我们知道简单波的像是一条曲线Ⅱ=西(s)，t，=可(s)，C=百(s)，

81<s<s2．并且沿着该曲线成立

秽(s)：掣砺丽河阿砰 (3．3．1)

或

∥(s)：一掣砺丽可獗矛． (3．3．2)

每条直特征线都映到该曲线上的一点．如果把简单波及其像表示在同一坐标平面

下，那么它的像可以由一速度图曲线A：专=瓦(s)，叼=可(s)和一族以该曲线上的点为

圆心石(s)为半径的声速圆G来表示．每一条直特征线C(s)均和相应状态的声速圆

G相切，并且它的方向和速度图曲线A在相应点的切线方向垂直．

如果沿着简单波中的每一条直特征线(西(s)一毒)秽(5)+(可(3)一77)矿(s)>0，那么

由计算可知上述直特征线C『-(s)(或CI+(s))可以表示成如下形式。

善一享(s)+re(s)，，7=可(3)一￡衫(s)， (3．3．3)

其中

享(s)=_(s)一了菘揣，万(s)=可(s)一了琵鞴， (3．3．4)



二维可压流体Euler方程的几类流动结构

t<o(或t>0)是沿着直线S=const．的参数．我们称曲线舌=专(s)，叩=面(s)．

sl<s<82为简单波的声速边界．相反，如果沿着简单波中的每一条直特征线(露(s)一

荨)一，(s)十(移(s)一叼)秽(s)<0，那么上述直特征线cI_(s)(或(一(s))可以表示成

∈=亏(s)一tY(s)，1"1=而(s)+tg(s)， (3．3．5)

其中

手(s)=面(s)+了焉褊，可(s)=可(8)+了焉器， (3．3．6)

t<o(或t>o)．

图3．2(∈，叩)平面上的一个简单波．

定理3．4．对于多方气体n<1<；J，沿着直特征的方向疏散简单波的直特征线

能够延伸到声速边界而不彼此相交．

证明：我们只要证明沿着直特征线的方向这族直特征线是收缩的情况．这时，曲

线A：∈=面(s)，71=可(s)，sl<s<82是一条凸或凹的曲线．不失一般性，我们假设直特

征线为cI_(s)，8l≤s≤82，并且沿着每一条直特征线(西(s)一专，可(s)一叼)·(衫(s)，矿(s))>

0．因此，由前面的结论可知沿着拟流线的方向参数s是单调递增的．令n(s’)，

cr-(∥)，s7<sⅣ为任意给定的两条直特征线，角Q为C，-(s’)和Cr-(sⅣ)按顺时针方

向形成的角，如图3．3所示．只要证明当Q小于7r时n(s’)和良(sⅣ)在到达声速

边界时不相交．假设口(∥)和以(s，，)在到达声速边界之前相交于点A．令点B为

(u(s，)’可(s，))；点C为(面(s，，)，可(s”))；点E为cL(sⅣ)上的点，使得CE和C一(∥)垂

直；点D和F为以(s，，)上的点，使得BD和CF垂直于C一(s，)．CE和C～(s，)相交
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，If

．．．’

图3．3沿着直特征的方向疏散简单波的直特征线能够延伸到声速边界而不彼此相交

于点G．由于沿着n(s7)(面(3)一∈，移(s)一印)·回(s)，矿(s))>0，s，<8tt以及Q<7r，因
此

f BD l<I CF 1． (3．3．7)

所以，我们有

西(sⅣ)=ICEf>fcGI>ICFI>lBDI=西(s，)， (3．3．8)

这和否(∥)<石(s7)相矛盾．于是，该定理证毕． 口

f
4

‘．．．

；

。。。。

。●‘‘’’。。一

图3．4沿着直特征的方向压缩简单波的直特征线在到达声速边界之前会彼此相交．

定理3．5．对于多方气体n<，y<；，，沿着直特征的方向压缩简单波的直特征线
在到达声速边界之前会彼此相交．

证明：不失一般性，我们假设直特征线为Gr+特征线，并且沿着拟流线s是单调

递增的．我们假设这些直特征能够延伸到声速边界而不相互相交，如图3．4所示．由
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于该简单波为一压缩简单波，于是存在80∈(81，82)使得何(so)，-，(so))不为零，并

且沿着直特征线C十(so)成立(面(so)一≤)召(so)+(V(So)一叩)秽(so)<0．由绪论的结论

可知c，+(so)和声速边界不相切，那么存在一个非常小的6>0使得{(虱8)：巧(s))1 0<

80—8<6}落在声速圆G。外．令点A，B，C，D分别为(面(so)，万(so))，(瓦(s1)，可(s1))，

(毒(so)，可(so))，(莓(s1)，而(s1))．由于沿着直特征线q(so)(西(so)一{)_，(so)+(V(So)一

叩)矿(s0)<0，所以当80—81充分小时丽(so)>面(s1)，于是e(so)=lADI<IBCI=蚕(s1)，

这和百(so)>西(s1)相矛盾．于是，该定理证毕． 口

定理3．6．对于锄印忉锄气体n=一¨简单波的声速边界是直特征线的包络．

图3．5 Chaplygin气体的简单波．

上述简单波的几何结构也提供了我们一种图解的方法构造简单波．令r：∈=

西(s)，?7=_(s)，81<占<82为(f，叩)平面上的一条光滑凸曲线．沿着该曲线我们令虿(s)

满足g(s)=一专三、，信(s)2+V(s)2．因此，我们得到一族以(西(s)，可(s))为圆心e(s)为半

径的声速圆Q．过曲线r上的点(-(s)，移(s))作曲线r的切线，该切线与相应的声速圆

G相交于两点．根据(3．1．17)我们选择其中满足(瓦(s)一手(s))才(s)+(v(s)一-)矿(s)>0

的点g(s)，而(s))．于是，我们得到一条单参数曲线L：∈=享(s)，卵=而(s)，81<s<82，

该曲线将称为简单波的声速边界．过曲线工上的每一点g(s)，葡(s))作相应的声速

圆G的切射线C，-(s)(或C『+(s))．令Q1是由单参数射线族CL(s)所单覆盖的区域，

Q2是由单参数射线族C+(8)所单覆盖的区域．沿着射线c『-(s)(或C『+(s))，我们令

(让，秽，c)(∈，功兰(砜s)，可(s)，虿(s))．这样，我们就得到区域Q1和Q2中的一个简单波解．
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本章的最后一节将重点讨论二维Chaplygin气体Euler方程的Riemann问题中

的简单波流动结构．

§3．4．1特征分解

令p为拟流速方向和正∈轴方向的夹角，Q，卢和0分别为c+，n和岛特征
方向和正∈轴方向的夹角．那么

于是，

口=0+∽， p=0一u．

t‘一善=c而cos 0，

对(3．4．2)两边求微分，我们有

sin秽

移一r／=C_一．
Sln Cd

否肛刚+篙-_c+—ccos 1a否_fl丽-c厂cos Z—O-aSIn∽ 2sjn‘厶J

跏=cosa+慧瓦c+
CCOS a8{8一ccosflo+仅

2sin2uO_V-----sinp+篇81n__c+堂堕2竽S nU i‘“JO+v=sina+而sin0-m_+塑攀2竽S nSlnU j‘“J

(3．4．1)

(3．4．2)

(3．4．3)

(3．4．4)

(3．4．5)

(3．4．6)

其中万+=cos aO摹+sin Q0,7，万一=cosf％4-sinBOn．又由瓦缸+入年瓦口=0,-3-得

cotua—C=一cos(2u)+

cotwO+c=一cos(2u)+

由拟Bernoulli定律，可得

a—C

O+c

C

sin(2w)

C

sin(2w)

C

2sin2u

C

2sin2u

(cos 2wO一口一万一p)， (3．4．7)

(一cos2w-O+fl十瓦a)． (3．4．8)

(万一a一乱p)一面1，

(瓦Q一瓦p)一击．
将(3．4．9)和(3．4．10)分别代入(3．4．7)和(3．4．8)，可得

因此，由(3．4．11)可得

O+c

a—Q

C

2sin2∽

sin(2w)

8+8=一

O+a， 乱c=一

2 sin2U

C

C

sin(2w)
8—8，

(3．4．9)

(3．4．10)

(3．4．11)

(3．4．12)
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否一扎=Cf
COSa COS0

2sin2u sinosin(2u)

跏=c(一篇十
一0一t，=c(

COS 0

1石一p，

sin 0 sin(2w)

sinQ sin0

2sin2u sin0 sin(2w)

耻=c(一面sin而3+

由于玩=蠢函(瓦+万一)，于是

OoC

C

sin 0

)b+a，

)万一p，

sin 0 sin(2w)

4COS2u sinu

1万一p．

(否十Q一百一卢)，

一O+a=2C08u000t一

百一8=2cosuaoZ七

将(3．4．18)和(3．4．19)代入(3．4．17)，我们有

因此，由(3．4．20)可得

2 sin2u

C

2 sin2u

C

cos2u sin0玩e—cc08u玩u=一sin2u．

引理3．1．使换关系卢j抄

一0。一0一J一一0一一0+I=
sin(2w)

Oo(c2cot2u)=一而2c．

(3．4．13)

(3．4．1 4)

(3．4．15)

(3．4．16)

(3．4．17)

(3．4．18)

(3．4．19)

(3．4．20)

(3．4．21)

【(否十p—cos(2Ⅳ)万一口)万十，+(万一Q—cos(2u)3+3)a一，l·(3·4·22)

由交换关系(3．4．22)，我们可以得到特征分解

0．．O+a
sin(3w)
CCOSU

§3．4．2 简单波中的贯穿特征线

万+Q， 一0十一0一∥=
sin(3w)
CeOSU

万一口． (3．4．23)

简单波中的贯穿特征线是指简单波中的非直特征线．我们首先讨论疏散简单

波，即：瓦c>0的情况．不失一般性，我们假设直特征为以特征且s=s(专，叩)沿

着拟流线是递增的．那么，由(3．4．11)知∥(s)<0．由(3．4．17)及石一p=0有

由(3．4．12)可得

Q，(s)

O+a>0．

sin(2w)
C

∥(s)．

(3．4．24)

(3．4．25)
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因此，a(s)可以通过求解常微分方程(3．4．25)在给定初始数据

的初值问题得到．

又由(3．4．25)，可知

C

a(s1)=咖

39

(3．4．26)

如下常微分方程组的初值问题得到

)2)sjn2 u=c2(s)， (3．4．27)

<＼‘、＼
j {

∥／』
一／／

图3．6疏散简单波中的贯穿特征线．

2w，(s)：sin(2∽)c'(8)一卢如)． (3．4．28)
C

由于3'(s1)<0，所以如果w(s1)充分接近7『／2那么存在s∈(sl，s2)使得u(s)=吾．这

表明有一些贯穿特征线会终止在简单波的声速边界上．图3．6示意从BD上发出的

贯穿特征线c，+终止在声速边界五吾上．

接下来我们讨论压缩简单波，即。否oc<0中的贯穿特征线．不失一般性，我们假

设直特征为cl十特征且8=s({，叩)沿着拟流线是递增的，那么由(3．4．11)知∥(s)>0．

由(3．4．17)及瓦a=0，可得

由(3．4．12)可得

8—8>0．

∥(s)=一sin(c2w)c'(s)．

因此，p(8)可以通过求解常微分方程(3．4．30)在给定初始数据

(3．4．29)

(3．4．30)

睁

L

S

灿

㈠吠

可

叭卜

㈣篇砒辫护∽娟

D

∞

一

观

，

小删啪

悒

荆㈣阳

于，

、



二维可压流体Euler方程的几类流动结构

C

C

C^

图3．7压缩简单波中的贯穿特征线．

p(s1)=岛 (3．4．31)

的初值问题得到．以贯穿特征线可以由如下常微分方程组的初值问题得到

I cospd(s)=sin成，(s)，

{“面(s)一∈(s”2十(：f『(s)一叩(D)2)Sill2 u c2(s)' (3．4．32)

l(∈，,D(81)=(知，哟)．

又由(3．4．30)可知

2w，(s)：∥(s)+掣掣c，(s)． (3．4．33)

由于∥(s1)>0，因此如果w(s1)充分接近7r／2那么存在8∈(sl，82)使得u(s)=薹，如

图3．7所示．

§3．4．3 4J Riemann问题中的简单波结构

本节我们要考虑绕一弯曲拟流线部的简单波结构，该流动结构出现在4J Rie-

mann问题的流动．如果Riemann初值

(让，钞，c)(o，z，s『)=(tti，忱，G)，(z，可)∈第i象限， t=1，2，3，4， (3．4．34)

满足Ul=tt2，牡3=U4，ul=V4，V2=他，t，1<V2，V4<协，舰<u1，让3<u2以及

cl=C2=C3=C4，那么常状态(1)和(2)，(2)和(3)，(3)和(4)，(4)和(1)分别由接触

间断J12，J玉，J幽，J14连接，如图3．8所示．常状态(2)是以从A发出的终止在声速
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／—⋯‘。“一．．／— 。“‘．．

Jn ! }‘．——?p?-；⋯·≯掣
≯～≥黪≥，．．／。
j．．一一■t．·?’‘≯’·．．

； p∥!⋯’■al
仰

i． ：．～／ ／

～l 柳

图3．8 4J RJem&tm问题．

圆Q上的点D的q特征为终界的．由定理3．2可知AD附近的流动是一个简单

波．令II是由拟流线以3，q特征线丽，声速线旃(蕊待定)所围成的区域．我
们将证明区域I，II，III和IV中流动是简单波．我们接下来仅构造II中的简单波．

假设拟流线如3的弯曲部可以表示成77=，(∈)，讹=，(如)，且，7<0，，Ⅳ<0．沿

着叩=，(∈)有珏=面(f)，口=可(∈)，c=石(∈)，≤>叛．因此，由特征分析的结论可得

∥(∈)+入+(∈)矿(∈)=0， (3．4．35)

其中

州沪堕堂坠堕案等装半坠燮型，
· (3．4．36)

由于刁=，(∈)是一条拟流线，于是

梨：，艇)． (3．4．37)
西(专)一∈

。”⋯ ⋯⋯¨

又因为沿着直特征∞一∈)衫(∈)-{-(秒一刀)矿(荨)>0，所以由(3．1．17)可知

秽(乓)=折舔F丽． (3．4．38)

因此，通过求解常微分方程组的初值问题

∽4。5’3螂一4名8)； (3．4．39)
I(丽，可，-)(幽)=(让2，V2，c2)，



4^一二麴盟型些堕塑型幽
的初值问题我们能够得到区域II中的简单波解． 由(3．4·37)知

．c一 ：c—

c．： j ．．⋯⋯～．．

将它代入(3．4．36)得

⋯⋯．．C。。

⋯一．，∥’∥

图3．9绕一拟流线弯曲部的简单波结构·

h(f)=

可一f=(面一∈)，’．

@一毒)2，’十户((．一洲1+fr2)一-2)
——一(面一毒)2一c2

将方程(3．4．40)两边关于∈求导，有

矿=可，7+(西一{)，”．

因此，方程(3．4．35)变为

即，

方程(3．4．38)变为

由于

秽=

(3．4．40)

(3．4．41)

(3．4．42)

面，+入十(面，，7+(西一∈)，Ⅳ)=0， (3·4·43)

石=一器=F1(∈，瓦-)· (3．4．44)

=F2(∈，可，-)． (3．4．45)

(-(幽)一“)2+p(妇)一心A))2一苞(如)2>o， (3·4·46)



型坚L堕奎堂攫主堂堡垒奎 ⋯ !!

以及向量(1，，他^))和向量(it2一颤，V2一，(“))平行，因此由特征分析的结论可知

1+A十(fA)，7(∈．4)>0． (3．4．47)

所以，鼠和尼在(幽，U2，C2)的一个小领域内是连续可微的。因此，由存在性定理

知存在一个6>0，使得在(幽，如+6)存在唯一解．由解的延拓定理知解能够延拓到

点如，在该点

(西(≤日)一≤曰)2+(移({8)一，(毒B))2一虿(∈JE『)2=0， (3．4．48)

以及

1+A十(∈B)，’(∈B)=0． (3．4．49)

由(3．4．23)以及上一节的结论知流动在整个区域II中为简单波，如图3．9所示。

§3．4。4简单波的相互作用

如果Riemann初值(3．4．34)满足t’l=t，2，U2<珏l，C2<Cl，V2=V3，钍2<珏3，

C2=C3，U3—1t4，V4<V3，C4=C3，乱4=711，V4<Vl以及el>c4，那么常状态(t)和(2)，

(2)和(3)，(3)和(4)，(4)和(1)分别由R12，J23，如4，R4l过渡，如图3．10所示．拟流

线也3的弯曲部发出的疏散简单波l和拟流线山J的弯曲部发出的简单波II从点E

开始相互作用，如图3．10所示．我们本节将要研究两个疏散简单波的相互作用的全

局解．

图3．10 2j和2R Riemann问题．



令RSx和R&是两个疏散简单波，它ff’J的直特征线分别为以和q特征．

RSl和R＆从A开始相互作用．令笳是Rsl中过A的瓯贯穿特征线，葡为

曰&中过A的晓贯穿特征线． RSl和Rs2在区域‘2中相瓦作用．该问题可以转

化为如下的Goursat问题

苌 2 sin2∽

(，一(JC=一．P

一0+／3：一—2sin—2w．
磊(c2 cot2叫)2一当， (3．4．50)

(o，p，c)l盈=(Or+，风，c十)(∈，印)，

(口，反c)|葡=(Ot一，皿，c．)(f，町)，

其中劢，葡，口圭(f，叩)，风(∈，叩)和c士(∈，叩)可由前面的结论确定．显然边界条件
(Q士，风，蚀)在A点满足相容性条件．于是我们能得到问题(3．4．50)局部解的存在

性．

引理3．2．偈部存在，嘲Goursat问题似彳．50)在A点的一个小领域内解存在且唯

引理3．3．侥验估计j如果在相互作用区域Q7内拟马赫数M>1+e，其中E>0。

那么

l Da l，I Dp l，l Dc l<K， (3．4．51)

其中K仅依赖于E和边界蕊，葡上的数据．

证明：由于RSl和RS2为疏散简单波，于是有

O+a l蕊>0， a一厣l葡<0． · (3．4．52)

由(3．4．23)可得在Q7上 ．

O+a>0，乱p<0，． (3．4．53)

因此，由(3．4．12)可得在Q7上

O+c>0， (3．4．54)

以及

c>c(“，)． (3．4．55)

由(3．4．1 1)和(3．4．55)可得

。<乱Q<高，一高<瓦p<。． (3．4．56)
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(1'

图3．1 1两个疏散简单波的相互作用： (I)完全作用；(10相互作用直到声速边界．

又因为在Q7上COS>最，所以通过将(3．4．23)沿着C特征积分可得

0<万+Q<K， 一K<万一p<0． (3．4．57)

该定理证毕．口

由特征分析的结论可知，相互作用区域内的曲线￡：F(∈，?7)：U2+V2一c2：

常数>0和特征线不相切，并且沿着粤有

半一1：掣． (3．4．58)p
‘一。

，。2‘ ＼u‘’‘uo，

因此，由引理3．2和引理3．3及155l和【56】的结论可知通过延拓粤可得整体解的存

在性．

定理3．7．俭局解，)似彳．50)的局部解能够延拓到整个相互作用区域Q，如8．11的

图例所示，或结束到一条声速边界，如图例所示．



第四章冲击波反射现象中的VOIl Neumann反射结构

为了试图解决VOfl Neumann三波点悖论，Colella和Henderson(J．Fluid Mech．，

213，1900，71—94．)在数值模拟弱冲击波反射的时候提出了一种新的反射结构，称为

von Neumann反射．他们根据他们的数值模拟结果提出在这种反射结构中入射冲击

波和Maeh杆在三波点处是光滑连接的，三波点实际上不存在而是退化为一个很小的

弯曲的区域，流动在该区域是压缩的．G．Ben-Dor在他的著作”Shock wave reflection

phenomena”对该类反射结构给出了一个示意图，如图4．1所示．数学理论上的一个

问题是；如果将vorl Neumanfl三波点悖论发生时所发生的反射称为VOIl Neumann反

射，那么VOll Neumann反射的数学结构是什么样的?上述反射结构是否是一个可能

的YOn Neumann反射结构?我们本章的目的是要证明图4．1所示意的VOII Neumann

反射结构是不存在的．

．n ．

奉
‘

／◆
．笸

图4．1一个假想的拟定常von．Neumann反射结构

号

§4．1 位势流模型的一类不可能的VOII Neumann反射结构

由于和常状态流动区域相临的非常状态流动为简单波．因此，位势流模型的上

述VOII Neumann反射结构实际为入射冲击波的弯曲部分发出的一个以cr-特征为直

特征简单波．

根据拟定常位势方程(1．3．23)的弱解的定义(【161)，我们有穿过冲击波妒满足如

下的Rankine-Hugoniot条件

[p(多，I V≯1)V≯·∥】。h。。k=0， (4．1．1)

46
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47

图4．2位势流模型的一个不可能的拟定常von．Neumann反射结构．

例。hock=0 净 lV≯‘7．】shDck=0， (4．1．2)

其中∥和丁分别代表冲击波曲线的单位法向量和切向量．假设入射冲击波波波前和

波后的状态分别为(po，Uo，vo)=(1，0，o)和(肌，“1，t，1)=(内，钍l，o)，其中pl>1，让l>0．

那么，入射冲击波波前的速度势函数妒(f，町)为

痧(f，叩)=一言(∈2+n2)+Const． (4．1．3)

不失一般性，我们假设(4．1．3)中的常数为0，并假设A：：上!．那么，拟Bernoulli

定律(1．3．22)中的常数为1．于是，由(1．3．24)有

p(≯，I V≯1)=(1一砂一去l V妒12)南． (4．1．4)

假设入射冲击波在(∈，功平面中的位置为{=如，那么，由(4．1．1)．(4．1．2)可得

p1(“l一如)=一岛 兮 铭1=盟妄!岛， (4．1．5)

砉((ul一如)2+叩2)+J97—1一砉(爵+”2)=1． (4．1．6)

因此．————
钍-=(p，一，)＼／呈鱼智≠兰≠，岛=p·v 2(p所7-一I-l

1)．． (4．·．7)

由于入射冲击波波后T点的流动为拟超声的，因此我们有％>氟而满足

(珏1一如)2+铲=c2(p1)=n—1)硝～． (4．1．8)

由(4．1．7)和(4．1．8)，我们有

(4．1．9)
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假设T点附近入射冲击波的弯曲部可以表示成∈=，(叩)，，7<而，如=．厂(％)，弯

曲冲击波波后的状态为u=让(叩)，t，=t，(?7)．那么，由Rankine-Hugoniot条件(4．1．1)·

(4．1．2)可得

p(叼)(，(叩)一u(叩)十，7(77)"(叩)一叩，701))=：，(77)一叼，’(卵)， (4．1．10)

u(叼)，7(77)+移(77)=0． (4．1．1 1)

由(4．1．2)．(4．1．4)，我们有

p(叩)：(1+铭(叩)，(叩)+r／v(叩)一丢(u(叼)2十口(町)2))击． (4．1．12)

又由于简单波的直特征和速度图曲线在相应点的切线方向垂直，所以我们有

4(0)+入一(叩)"7(77)=0， (4．1．13)

其中

u护坠塑譬躲需等爷笋竺型．
(4．1．14)

因此，为了得到一个VOll Neumann反射结构我们需要考虑如下常微分方程组的初值

问题

(㈣：pLl0’4‘L11一L13) 翱q；
(4．1．15)

l(“，秒，，)(叩r)=(Ul，0，岛)，

定理4．1．对任意的聊∈(?；}，+。o)，(u，tJ，f)(T／)三(。Ul，0，如)是问题r冽的唯一解．

证明：显然，(u，口，，)(叩)三(ul，0，如)是(IP)的解．因此，我们只要证明唯一性．

由(4．1．11)可得

f’=一t，几． (4．1．16)

将(4．2．23)代入(4．1．ao)，我们有

(P一1)(uf+口叩)一p(u2+口2)=0． (4．1．17)

将(4．1．17)两边关于’7求导，我们可得

两p2-7(让，-4-V叩--U2--V2)(t‘7，+∥叼一u∥一t，t／)+(p一1)(让’，+Jr／)一2p(u∥十秒t，)=。．(4．1．18)
将让’=一A_d代入(4．1．as)，我们有

(等㈨+Vrl-U2-v2№¨州卜卅(一炯卅十印(v-uX_))v'观
(4．1．19)
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当叼S qT时，我们令
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F,IT(叩)=名(t￡，枷叩训2一一(uA_+rt-，Am--V)斗(p—1)(?7一，¨一2p(v-uA_)
(4．1．20)

对于叩r≥而，我们定义

由计算可得

其中

G(77r)=％(％)．

G(rb．)=A％+BA一(％)，

(4．1．21)

(4．1．22)

A=箬州㈣t№-1)>。，曰：一磐州牡，刊2叱。叫㈣邮，，(4．1．23)

A一(％)
一衍(珏，一如)一而j牙丽i面再F再面河

(ul一如)2一(7一1)刃一1

接下来我们要证明对任意的r／z≥而我们有G(％)>0．由(4．1．7)有

． (4．1．24)

B 2丁厂=铞[(7—1)(p}一1)一2(1一p：一7)】． (4．1．25)

因为，Pl>l，

杀卜1)(p；叫叫1叫1—7)]_2(，y叫(圹两1)>。，(4．1．26)
所以我们有B>0．又由计算可得

d又一(％) (如一u1)v／(ul一岛)2+睇一(1—1)西～一％、／(，y一1)硝_1
d％ ((u，一如)2一(7—1)硝一1)√iIl爵ii歹二万刁

1

2———————————————■—了。================2

((牡1一如)2一(，y一1)p7～1)~／(钍l一如)2+略一(，y一1)J口7—1

g鱼二兰!蔓_9—1)硝。)((钍，一岛)2+祷)

(知咱)厄i而百磊五万十％而写矛
>0．

(4．1．2z)

因此，G(％)是【而，+。。)的单调递增函数．所以，要证明G(％)>0只须证明G(而)>0．

由计算，我们有

u仆蛭雾蒙一． 似地8，



因此，

G(啼)=A而+B入一(而)

二维可压流体Euler方程的几类流动结构

(Pz一1)f2pl～2p2—7+(，7—1)p}}1—7】
(1—1)(所一1)

=(Pl—1)

肛矛i历j雨—i而
一西_1

>O．

(4．1．29)

于是，对任意的tit>而我们有G(聊)>0．所以，对一固定的彻>f》，当￡>0充分

小时，在(竹一g，御)上有％(，7)≠0．于是，在(竹一￡，卯)上有t，(?7)兰0．由此，该
定理证毕．口

由定理4．1我们可以立刻得到如下结论

结论4．1．对于拟定常位势流模型图彳．2所示意的YOn Neumann反射结构在数学

是不可能的．

§4．2 Euler方程组的一类不可能的yon Neumann反射结构

-q I’
(1) J 嘞

I
● 截＼
1’

—＼＼’· ；B＼

＼! ≯7

对
o ／uI 芎o 7

／／ j
＼ ／

图4．3 Euler方程的一个不可能的拟定常von—Neumann反射结构．

类似于上一节，我们令入射冲击波波波前和波后的状态分别为(uo，VO，PO，PO)=

(。，。，1，1)和(ul,vl,pl,p1)=(UhO,pl,P1)，其中1<p，<手等，让t>。．那么，由
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Rankin夸Hugoniot关系式(1．3．30)可得

Pl=

Ul
2

岛=

(，y+1)内一(，y一1)

(7+i)一(一y一1)JDl’

(4．2．1)

假设在该von Neumann反射结构中入射冲击波从点T：(如，％)开始弯曲．由于

T点7申击波波后的状态为拟超声的，因此，由计算可知

孙>睁= (4．2．2)

假设?点附近的冲击波可以由一条C2光滑曲线毒=，(功来表示，其中f'(V／r)：

0，那么由Rankine-Hugoniot关系(1．3．29)我们有沿着弯曲i申击波冲击波波后的状态

满足

(P—1)(叼，’+钍，)+p(u—vf7)==O；

，7=一兰；
p((u一，)一，，(V--))2+p(1+，陀)：(印，，一，)2+(1+，坨)；

(4·2·3)

圭(u2+v2)咔，+vrt)+击(暑_1)瓠

将，7=一三代入其它三个关系式我们有

(P—1)(u卵+珏，)一p(u2+Vz)=0；

，7=一兰；
p(珏(珏一，)+移(秽一吁))2+◇一1)(u2+v2)一(让，十t，功2：o；

(4·2·4)

妒扣2)咄，枷哟+音(芸叫：o．

从现在开始，我们将(牡，秽，P，力记作(协l，t￡『2，讹，w4)，那么(1．3．12)可以写成

著4 Q删瑚(等“(咖，．酉cOwjⅢ,，㈦一3㈡ (4．2．5)



52一——
三焦旦堕堕签曼竺堕童堡羔垫耋婆堕堕堕

其中Al：A一，A2=A3=Ao，入4=A+；在边界TB上

肛一署，
n(彬l，伽2，叫3，W4，，，叩)=(伽4—1)(t￡J2TI+Wlf)一W4(W}+“墨)=0，

玛(Wl,W2,W3,W4，，，77)：伽4(tl，l(叫l一，)+伽2(u?2一彬 (4删

+(”3一1)(伽}+“7；)一(t工tif+t上J2叩)2=0，

F3('t01,W2,W3,挑，，，功=互1～叫2l+伽；)一(伽lf+w2叩)+音‘面W3叫=o-
在边界TA上

引理4．1．令

，(％)

(?191，tl，2，W3，"W4)=(ul，0，Pl，p1)．

(41 白2 白3

an

a姓’l

a恳

OWl

0R

抛l

aR

Ow2

￡}n

Ow2

8R

Ow2

a一

犰173

a恐

Ow3

aR

Ows

，那么当tit>而时，我们有det(JO?T))≠0·

白4

aFl

OW4

aR

Ow4

a咫

Ow4
(u1．0，Pl，m，如，叩r)

证明：由于p1(岛一珏1)=如，Pl一1='UlfO，因此由计算可知

0F1(珏l，0,Pl,Pl,如，聊)：(p1一1)如一2pt“l=一pl让1，
OWl

_oFl(Ul,O,pl,Pl,岛，珊)=(pl--1)?7T，塑Ow3(Ul,O,pl,Pl,／：／W 知，珊)=o，2

鬻(让1,0,pl,Pl,姗Ⅲl(知叫1)'

鬻(t‘l'0’pl’肌如，孙)=2刖l(钍l一岛)+2pl—1)ut-2ul器
：一2ul岛(t‘l一如)十2u1醯一2乱l鼯=一2牡i如，

婴(‰o,Pl,Pl,专0，?}r)：一2pl铭l(牡r≤0)UT一2u《ortr=0，
O'W2

差(珏1,0,Pl,Pl,溉)=遁’_O蝴F2(牡1,o'p卿·蕊％Ⅲi(t‘l圳2，
面0F3(让1,0,pl,Pl,如，％)=tIl一如， 丽oF3(让l，o，pl，pl，如，％)=一嘞，口伽l “wz

(4．2．7)

(4．2．8)
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豢‰，o．轧魁氟％)=：赤，
因此，通过提取公因式我们有

det(J(r／T))=

％

-pl珏l

一2"孙

t‘l如

铭l～岛

(．|9l—1)％

O

一(Pl—1)"2l<035—f

一(Pl—1)札{器。—f

O觚W4(Ul,0,Pl,Pl,姗卜尚．
0

ul(：为一“1)

u}渤一u1)2

一孙蒂踣 一器簖

％／如缸l一知

一l 珊

一2 O

-1 一孙pI

㈢ (7—3)pl一('+1)。如(，y+1)(pl一1)＼
2(7—1) ’Pl 2(7—1) ／

(，)l—i)1名器2p1％、／e；((乱l一如)2+孵一《)
P{ 7—1 plc{

(4．2．9)

所以，由(4．2．9)可知det(J)(rh-)是(睁，十o。)上的单调递减函数．又由计算可知

det㈣㈤一半．黼<。，(4．2．10)店 z【0一J)

因此，在(，：》，+∞)上det(A)(曰r)<0．口

为了在同一区域内比较(彬l，W2，钮3，W4)和常状态流动．(让1，0，Pl，P1)我们引入坐

标变换

z=f一(／(田)一如)， Y=印一A(，(哟一如)， (4．2．11)

其中A=A一(ul，0，Pl，Pl，如，％)．那么TA映为(z，∥)平面下的直线r∥：{(茹，耖)l

Y一％=A◇一毒o)，z<{o)，不难发现TA和T’A’具有相同的表示式，TB映为r丑，：

{(z，Y)l z=岛，Y<％}，TA和TB之间的区域Q映到T'A，和TtB，之间的角形区

域，为了方便我们仍记它为Q．由于在r点

l丝丝|

l荔韶卜l劫劬r
q

l蘸丽l

彳
。

，

l

一一一。，上¨



54一—————垡竖型型业螋亟型堕
因此上述坐标变换在T附近的一个小领域内是光滑可逆的．于是，在T附近我们

有逆变换

∈：∈(。，可)， ，7=叩(Ⅳ)． (4·2·12)

由计算可知

晏=岳，南=一八们磊0+(-一A九枷南· (4．2．13)

因此，在(T，可)

4

∑6j(w，专，访
J=1

平面下钮，满足

卜州M枷警忡怎枞·州㈨)等卜(4．2“)
其中Z=1，2，3，4．

令∞l，仍2，西3，砀4)：(让l，0，Pl，P1)觋=wj一奶，歹=1，2，3，4，那么丽满足

驴4叩剐(杀州叩朋器)硼‰n
其中

t‘z(x，Y) 奶(似，∈，17)(1一Az(w，专，叩)，锄))】

(4．2．16)

(4．2．17)

(4．2．18)

(4．2．19)

r以和乓联

任何一类特征

堕船

堕西

耖Z面。“Ⅵ

4∑硝
l|
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l，

A

T

／9 B

{ 一

＼
uI 芎． J 。，

i
／

＼ ／

图4．4(￡，秒)平面上的区域Q及其特征线．

令RM 2{(rl，您，他，心，口1，口2)l Irl一让ll≤M，lr2I≤M，
(4．2．20)

Ir3一Pll≤M，lr4一PlI≤M，Iql一如l S M，lq2一r／rj S M)，
、 。

因此当M充分小时奶(r，g)，～(r，口)，Z，歹=1，2，3，4，在RM上是连续可微的．由

(4．2．11)我们有

f(舅，Y)一如=(z一如)+(，(叩(剪))一如)， ?7(秽)一％=(暑，一％)+A(厂(叩(矽))一￡o)．(4．2．21)

利用(4．2．11)可得
d" 1

面2『=可丽‘ (讹艘)

于是，由(4．2．6)的第一个关系可得

肭舅一渊·西南． ㈡2粥，

将(4．2．23)从％到Y积分，我们有

确∽)一如=／一粼‘高由． (4．2烈)

所以，由(4．2．24)和(4．2．2a)可知存在6l>0使得当0<6<61时对任意的(z，Ⅳ)∈瓦

我们有

(w(x，!，)，∈(2，!『)，，7(∥))∈RM． (4．2．25)

过点渤，秒)，锄一6<|，<％，的第四类特征线和T'A：交于点h(矽)，肛4(耖))．将

(4．2．15)的第四个方程沿着第四类特征线从点(q(∥)，地(矽))到点愉，耖)积分并利用



56 三丝型堡里坚盔堡堕几J耋亟越煎
条件(4．2．17)我们有

4

∑(4J(面，岛，!，)觋(∈o，Y)
j=l

∈o

= l
凡(!，)

其中8=m(￡；知，可)．又由于在边界T7B’上

(4．2．26)

f(面4—1)(西2叼+西l∈o)一面4(西}十面；)=0，

{砒(面1(西l一如)+西2(面2一叼))2+(西3—1)(面i+西；)一(西l如+面277)2=o， (4．2．27)

l扣斓H嘶帕卅音(等-1)_0，
因此根据(4．2．6)，(4．2．26)和(4．2．27)我们有在边界rB：上

(4．2．28)

(4．2．29)

(4．2．30)

(4．2．31)

(4．2．32)

(4．2．33)

(4．2．34)

曲一’：一
∞酉白一a一

／

＼4∑芦
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巩=(，一如)／0 i："-≥，{乡之乡，≤≥，鱼：：!!f=垒j，Ⅳ)班，惫=1，2，3；

由(4．2．24)我们立刻可以得出

筝∈l嚣譬Ⅺl I／(q(秽))一如l<志ll砺ll伊(璐)‘
由(4．2．6)的第一个方程，我们有

孵峙Illa矗x唧J l，70(分))l<面{面{}丽llc。(蕊)。

所以，计算bi并利用(4．2。11)，(4．2．36)和(4．2．37)我们有

弧畸m—ax6，盼l
l 6t(蓼)l <￡i6 lI丽11e。(蕊)，

其中￡，是一个正的常数仅依赖于

日：max{l|奶II以剐'||鬻慨川，|l甏慨剐，l|划b(跏)，
ll瓮慨㈧’l|瓦DAt岘酬ll警慨酗’l{百Owi№㈤
懈‰川凳岘酬，|l豢‰∥川，2，3，4；

k=1，2，3，4，5，6；扎=1，2；m=l，2，3．)
f4．2．39)

南千存苣T成-带detf瓣)：de“J(％))≠0。那么存在0<如<61使得当0<艿<62时

．。max。 ．1蘅(知，秽)l<三26 l硒Ico(55)， (4-2-40)
s，∈l，7r—d，’埽I

”’

其中L2是一个正的常数仅依赖于村和det．J(孙)．

对任意的(∞，秽)∈‰，过点(2，秽)的第l类特征线掣=纵￡；z，掣)，￡>2，z=

1，2，，3，4和边界T'A：或丁7E交于点(力(z，珐pt(x，彭))．将(4．2．15)的第2个方程沿

着第l类特征线Y=夕l(￡；2，可)从点(窭，笋)到点仰(茁，掣)，肌(z，可))积分我们有

∑Q』(西，z，秽)觋(z，Y)

=妻如(仍，露(z，秽)，f‘l(z，秽))码(n(z，!『)，p{(g，掣))

一礁(掣¨㈣啪，掣)啪№∽州屯
重。

(4．2．41)

)

)

?

0

跏

科

研

删

Z

互

2

尼

乱

疋

4

4●，k，～，、



58 二维可压流体E—u’ler_二：!!●!!一二维可压流体 方程的几类流动结构’——一

其中s=gt(t；x，∥)．由计算我们有

(1l(面，z，Y)

(2l(西，z，Y)

<3l(西，X，Y)

(41(西，z，Y)

(12(位，X，Y)

(22(幢，z，Y)

(32(西，z，Y)

<42(西，z，Y)

<13∞，z，Y)

(23(西，z，Y)

(33(西，X，Y)

(43(西，z，Y)

(14(面，z，Y)

(24(国，z，Y)

(34(佰，T，Y)

(44(曲，X，们

e(面，X，Ⅳ)

兢满足

l 6‘I<L36 l面l伊(孬5)，

丽l@，Y)

砚(2，Y)

砚(z，Y)

砜(z，Y)

6l

●

62

^

63

64

(-t．2．42)

(4．2．43)

其中L3是仅依赖于日和det，(％)的常数．又由于det(((面，岛，璐)≠0，所以存在一

个0<如<如使得当6<如时

l谚le。(蕊) <L45 l留lco(ns)， (4·2·44)

其中工4仅依赖于H，det J(，IT)和det(((西，岛，璐)．因此，通过选择一个充分小的6使

得己46<1我们有

f丽lGo(玩)< l丽lco(蕊)· (4·2·45)

于是，我们有在％上面羞0．因此，我们有如下结论

结论4．2．对于拟定常Euler方程图名．3所示意的rOll Neumann反射结构在数学

是不可能的．



第五章二维Chaplygin气体的压力Delta波

我们在本章主要考虑方程(1．3．18)在给定Riemann初值

(5．0．1)

的Riemann问题．那么，在t=0时刻常状态(1)和(2)，(2)和(3)，(3)和(4)，(4)和

(1)可分别由疏散冲击波R乞，磁，冗玉，R五连接．R盘和R五在达到声速圆之前相交
于一点P，点P位于声速圆c1，Q和a的外面．五嗡和声速圆C3相切于点D，磁
和声速圆劬相切于点E．过点P分别作声速圆Q和a的切线PF和PG．令角Ot

表示向量P芦反时针旋转到向量P否所成的角．由计算可知存在c。=了丢孺使得：

如果c+<Cl<1，那么Ol<，r；如果el=C。，那么OL=7r；如果0<Cl<C。，那么Ol>7r．

§5．1 Ol<7r的情形

当Ot<7r时，存在以(钍5，V5)为圆心C5为半径的圆G，使得侥和Q相内切于

点F，和Q相内切于点G．这时，冲击波R之和R五相互作用生成两个新的冲击波

Pfl和PG，如图5．1所示． 由计算可知

钆㈣5=cl(1一箬)'c5硼两l+k， 慨1．1)

其中k=器一茏．PF可以表示成参数形式

其中一el<8<0．PG可以表示成参数形式

扭)=cl+帝岛 (5．1．3)、荆呐一嘉s， pJ。’

其中0<8<e1．

令Ac，为由圆弧蔚，茄，螽和筋围成的区域．由于区域Ac，外的流动是
已知的，要得到整个(∈，叩)平面的流动我们只需要构造区域Aq内的流动．又由于

L半

挚

Q％

驴呱

∥m

彩仉叩铲曩铲训：0

m

o—o

F

o—o咖学炉字

|I

l|

|I

|I

小

倪

们

似

中碍
+

一

q

q

I|

=一“贰



二维可压流体Euler方程的几类流动结构

图5．1口<7r的流动结构

区域A。。外的流动为无旋的，所以我们可以利用位势流模型来求解区域A。，内的流

动．不失一般性，令(1．3．22)的拟Bernoulli常数为0，因此

p 2砺霉雨乔‘

于是通过求解Dirichlet问题

(5．1．4)

善d沁(了蔫)十了南2。，当(∈，们∈Act时； (5．，．5)

【≯f0．4。。=0

我们就能得到区域Ac。内的流动．

定理5．1．俐假设A是一个边界具有分片C2光滑的凸区域，且边界曲率具有非
零下界，那么Dirichlet问题(5．1．5)具有唯一的正解，且该解属于G(-)nC∞(A)．

Dirichlet问题(5．1．5)的解妒在声速边界0A。。上的正则性仍是一个未解决的难

题．假设≯具有直到声速边界0Ac。(除去点D，E，F和G点以外)的C1性质，那么

在边界0Aq上有 IpV≯，t，】=f揣】=11】=。， (5．1．6)IpV≯’|，】=‘：7蚕糯1=11】=o， (5·1·6)
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其中∥表示边界19Ac。的单位外法向量．因此，≯在边界A。．上按分布的意义满足方

程(1．3．23)．又假设≯在声速边界袱。。上具有更好的光滑性．那么，由边界条件知

图5．2左图，带箭头的线为一条拟流线；右图，沿着那条拟流线的密度函数曲线．该数值算例出自Sheng，w抽g

和Zhang的16q

V妒+r=0， (5．I，7)

其中7-为aAc，的单位切向量．方程(5．I．5)可以写成如下形式

(2多+I V≯12)△≯一V≯丁D2西V砂+4≯+l V咖12=0． (5．1．8)

因此，我们有

D2咖(7．，丁)=一1． (5．1．9)

将(5．1．7)沿着边界求导可得

D2妒(7-，丁)+V≯·于=0． ·

(5．1。10)

于是，我们有

V妒‘∥=一R， (5．1．11)

其中R为边界的曲率半径．因此，由(5．1．7)可知

l V咖18A。。=冗． (5．1．12)

又由拟Bernoulli定律(1．3．22)可知

【pl=0． (5．1．13)

这说明流动在穿过圆弧在边界面，蔚，葫和历时密度和速度不发生跳跃．从数
值模拟的结果(图5．2)可以看出穿过声速圆饶密度确实没有发生跳跃．
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§5．2 n=7r的情形

很显然，当n一7r时PF和PG将和圆弧葡重合变成成一G，．Ac。-÷Ac．，其

中Ac。是由五劢，面磅，否确和莎≯围成的区域．F'G’可以表示成参数形式

其中一c。<s<c。，如图5．3所示．

(5．2．1)
玑

南歪。迈2

十

一

“

“

|}

||曲曲．“水
，●I-f、●I＼
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从关系式(5．2．2，5．2．3)我们发现当气体质团穿过区域RPFG时，

的冲量不会随Q一丌而趋于0．这表明气体质团穿过FIG7时，

气体质团产生冲量．

F

^q

．．J．．——_
(q，．’，)

图5．4区域RPFG．

区域内压力在切向

F7G7上的压强会对

由于FIG’一侧的流动为拟超声的，因此PG，不可能为一个冲击波．我们将通

过令a_7r取极限的方法导出穿过FIG7的间断关系式．假设一团气体在时刻t占

据(z，Y)平面区域救。(￡)(c。<cl<1)，那么aQ。，(t)代表那团气体边界质点所占据的

位置．假设Q。。(t)是由Q毛(￡)，Q；，(￡)和Q；，(￡)构成，其中Q：，(￡)，哪。(￡)和Q吾(￡)在

(乓，们平面的投影分别落入常状态2或4区域，区域RPFG和拟亚声区域Ac，．并假

设aQ。，(t)=蔬批ed u-R-云u西龇把d u?-j，其中玎和丽平行于向量(札5，％)，如图
5．5所示．

． 记

显然，

(P，It，移)(z，Y，t)=

Pl，ul，Vl

P2，?22，v2

P3，u3，v3

(z，Y，t)

(2，Y，t)

(z，Y，t)

(声l，矗1，01)(z，Y，t)三(P2，It2，v2)or(P4，砒，v4)，

(庞，电2，02)(x，Y，t)暑(P5，u5，奶)，

(加，砬3，锄)(z，秒，t)=(~／葡干可郦下，艇，锄)(詈，iY)+(o，詈，警)，
其中砂是(5．1．5)的解．

(5．2．6)

(5．2．7)

(5．2．8)

‘U25，I、

、I，、t，，、l，

t

￡

t，l、，I＼，II、

1■1‘

l

l
C

2
C

3
C

c：

C；

C：

∈

∈

∈、l，、J、-，

秒

可

y0@p

f

f

f
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一(I)vdx，(5．2．9)

(5．2．10)

(5．2．1 1)

(5．2．12)

(5．2．13)
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如2

一pt!移-一叩)如， 亿=／加缸，咖一声洒如，

．1一西西2妇七啉2曲，I镐=
KL一}IJ

／32=——

k2∈dy—k271dx，

／烈矗3㈡咖一p3(i；3-0)如，
(天了)d州。。

I埝： l 夸30的一酋纠溉．

(兹了)。。“d+(了膏)如￡f以

fi5

由于pl和庇分别在Q!．(t)和Q；。(￡)为常数，所以有111=如l=0．又由于J‘，和LK

平行于向量(155，vs)，于是有／22=0．我们通过令el_G和区域Q。。(￡)的面积趋于0

取极限运算，有113，屯3，如l和b3均趋于0．所以，在(∈，，7)平面下沿着间断F，G7有

fp(u一∈)矿(s)一p(v一?7){’(s)1=0． (5．2．14)

在公式(5．2．14)以及随后的讨论中l(．)】_(·)+一(·)一，下标十和一分别代表区域Ac．

外和内的流动．

又由于

因此，我们有

其中

恐2

丢∥肚咖=薹3。,／／触蛐．
Qcl(t)

一1 Q；，(t)

(5．2．15)

d-d-t，乞厂pi蛐咖=盱{_Rz+％， i=1，2'3’ 哆16)
Q：l(t)

晟，=∥(删t如地 i=1，2，3，

n毛(￡)

一∈)d掣一faiq(ia—n)dx， F13=

／一声2也。移2如+声2也z也2咖，F23=
而+-了

p1Ql矗ldy—p1色1台1dz，

皮也2∈dy一屈面277dz，

声3砬3(砬3一毒)d秽一p3也3(03一n)dx，

兀

Ⅻ

十

"西／{^一L

咖∈一．Ⅱ．p

／兀
一=2n

—L／仃一u

．缸
，fI、^让^nr

／瓦
一f|

2n

“∞／一㈣H玎



二维可压流体Euler方程的几类流动结构

fi3 5 ／ 脚船≤呦一船毗叩妣

(天j)solid+(．詹k“cd

通过取极限以及(5．2．11)和(5．2。3)，我们可得穿过问断F'G’

铷州m1+铷刊l=恳0 mif-c⋯,<s％<o-㈣2∞，
由(5．2．14)可知，关系式(5．2．17)可以写成如F形式

钞刊+知】：{娑爿i瞅f-c,⋯<s<．0． ㈣2船，

类似地，我们可得

知，+雩lpv2+p}={柰：搿if嘶-c,<qs<：．0． 慨2加，

令L=c，∈，(s)+yj》协)，N=u矿f(s)一y∈，(s)，那么问断关系式(5．2．14)，(5．2．18)和

(5．2．19)能够简化成

lpN】=0， (5．2．20)

【去(p2N2一1)1_0， (5．2．21)

I『，ⅣLl：{一‘c++s’行一q<s<旺 (5．2．22)

【c·一s if 0<s<c··

通过比较(5．2．22)和(1．5．11)，我们可以看出穿过F7G7切向的动量发生了变化．

§5．3压力Delta波

在本节我们将要给出压力Delta波的数学定义．我们首先将方程组(1．3．18)写

成如下形式

I(p【，)f+(pV)，，+2p=0，

{(p(1一p2U2))￡一(p(pUpV))叩+3pU=0，0．3．1)
【一(p(pupy))f+◇(1一矿y2))叩+3pV=0．

假设Q是(∈，77)平面上的一个区域，Q由曲线l={(∈(s)，而(s))：80<s<81)分割成

Q+和Q一．痧(s)西为一个二维带权Delta函数可以定义为妒∈曙(Q)上泛函，即：对
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任意的妒∈C笤c(Q)

，．s1厂■————————————一

(痧(s)国，妒(∈，叩))=／痧(s)妒(≤(s)，啼(s))~／∈7(s)2+而f(spds． (5．3．2)
．，80

压强P在l't定义为

其中

pU昶pV为

㈣㈦护骸

p(∈，叩)=伽(∈，77)十庐(s)蕊， (5．3．3)

如(∈，叩)：{p+‘f，，7’1f‘∈'叩’∈Q十； (5．3．4)
I p一(∈，叩)if(∈，?7)∈Q一．

：二：；三彗囊；耋三i：；cp矿，={g；p(sp：Vif(∈，，7)∈z； (py)2{ )

，叼) i“∈，功∈Q一， l(

+(∈，叼)if(∈，印)∈Q+；

i“∈，们∈Z；

一({，刀)if(∈，r／)∈Q一，

(5．3．5)

其中姓(∈，叩)，(缈)士(∈，叼)和(pV)_卜ff，，7)均为光滑函数，且具有直到边界的一致连续
性．

定义5．2．(弱解的定义)如果对任意的妒∈曙(Q)都成立

∥{(∥)恢+(py)嘞一2即)必却=o， (5．3．6)
n

fl{p(1一(∥)2)睡一p(JDu)(JDy)‰-3pU妒)必却=。， (5．3．7)

fl{p(1一(』9y)2)％一p(∥)(py)cp￡-3pV妒·)d∈d叩=。， (5．3．8)
Q

则称P，pU和py在分布意义下满足(5．3．1)．

我们现在要根据上述定义导出压力Delta波两边的间断关系．由(5．3．6)及砂的

任意性，可得沿着f有

IpV】矿一【JDy瞎7=0． (5．3．9)



二维可压流体Euler方程堕丛耋鎏司!!塑

又由(5．3．7)可得

0=Ⅳp(1一(．pu)2)畎一p(p￡，)(py)如一3pUOd：,dri

=厂p(1一(∥)2)]矿≯+[p(JD￡，)(py)]≤7妒如 (5．3．10)

+／((1一，2)嗽一，懒)诓彪+剩s，

(1一，2)矿=一，菇7， (5．3．11)

忑d(一可fgP v雨：-12=[p(1-(艄]矿+M脒7-(5．3．12)
类似地，由(5．3．8)我们有

(1一92)毒7=一，∥， (5．3．13)

杀(一譬万历)=一眵(1巾嗍卜№州)】矿·(5．3．14)
关系式(5．3．9)．(5．3．14)称为压力Delta波的广义Rankine-Hugonlot条件．

定理5．3．由广义Rankine．Hugoniot关系式的推导我们可以发现这类Delta不会在

一维流动中出现．

注意5．1．由似2．圳，侮2．彳，n蒯陋2．J，知如果令，=一孚，g=一丝2，1=譬，

忙锄，={二蒌赫for--c⋯,<s％<0≮一驯⋯毗触五
、卉艮条件i5j3。12{、和(5。3．14)等价亏(5．2．is)和(5，2．19)．

§5．4区域Ac．内的流动

为了得到区域Ac．内的流动我们考虑Dirichlet问题

f dtV(斋)+南2。，当(毒，叼)∈Ac·， (5．4．1)

l妒IaAc．=0

的解的存在性．

上述问题解的存在性主要依赖于下面的先验估计．
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引理5．2．卜致内估计，设A7是A。．的任一紧子集．令钆。(c。<el<1)为问

题(5．1．5)的正解．那么存在充分小的6>0和一常数M>0．6和M仅依赖于JR，

R—dist(A7，OA。．)，使得对所有的c。<el<艮+6都成立

妒。1||1：A，<M． (5．4．2)

证明：，我们采用类似于f38J中的估计方法来证明该引理．为了方便我们将婊

记为D1，D叩记为忱．令Wc。=~／互石，那么眦。满足方程

o

aZ．1Dijwcl=一÷， (5．4．3)
～ol

其中aiJ=∥一DiwclDjw。l(1十I Dwcl 12)一，{，J=1，2．由于当el—C。时Acl一儿．，

因此存在6>0，使得，当岱<el<c。+6对任意的(如，Oo)∈A7有BR／2((如，哟))C k。．

对任一给定的(如，伽)∈人7，令9(∈，，7，名)：BR／2((善o，啪))×R十一R+为一非负函数，

且在{({，叼，名)I恁一如)2+(卵一啪)2=(n／2)2，名>0}上g=0．令t，=~／再T历j开．
因此，9(∈，叩，Wc。(∈，叩))口(∈，刀)能够在Bs／2((∈o，哟))内的一点P取到正的最大值．于

是，在P我们有

现(gv)=0，i=1，2， (5．4．4)

以及

[Dij(gv)1冬0， (5．4．5)

Trace([Dti(gv)l·fa*3J)=aZyDij(gv)<0． (5．4．6)

由(5．4．4)HJ知，征P点

。巧％(g秽)=n巧秽％9+gaij(DiJ口一2DivuDjv)． (5．4．7)

令∥=(／21，1／2)，其中∥=了等畿汗．那么，

口巧=∥一∥∥， (5．4．8)

眈t，=扩取七饥。， (5．4．9)

Dijv=塑弓爷学一等器挚，(5．4．10，
∥DiJ口=∥扩Dtj％锄。。+譬(D知i姚。Dkjwcl-ukdDi|k妣。Dlj眦，)． (5．4．11)
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由计算知

aiJv岛DOk?lJcl Dk(a“JD,jWcl)∥七

—2—D—k—w—_c_,D——k—u一'c,'+
醒。u

‘

+
∥扩D巧“ICl(DkJ钮，。l一∥∥DlkW。l!：下2Dku'cl Dkwc,+型塑鱼兰>—2a'3D—ivDjv．

《l口 口 V

又由于I|，I<1，于是

警(D舡伽。。D幻姚1--vkl／lD饮锃，c，DzJ"c。)>o．0．4．12)
所以，我们有

gaij(D巧口一2DivuDiv)>o．

令f：R_R为一光滑的单调递增的凸函数，且满足，(o)=0．令熊m加(坠堂埤掣一去)十，
(5．4．13)

(5．4．14)

其中蜘：毗。(zo)>0．定义9=，(妒(∈，rl，眦，))．于是，我们有g(知，嘞，嘶。(白，嘞))≠0·

那么，在P点我们有

0<妒<1， (5．4．15)

l

忱2一面’
D玎妒=一26巧，∑(脚)2_唑型掣<嘉

Dtg=(Dido+DzcfDiwcl)，7，

(5．4．16)

(5．4．17)

(5．4．18)

(5．4．19)

Dog=(Dido+D幽oDiw。1)(岛妒+D掸Djwc。)，Ⅳ十(眈J妒+DzqoD,iwcl)，’· (5·4·20)

由计算知，在P点我们有

a"3Dog

： o巧((现妒十D。qpDiw。1)(岛妒+眈幽饥，)尸+(Dijqo+Dz【pDowcl)，，)
Dz妒取Wcl Dido

1+l Dwcl 12
+D印D∞一Dil，outDj节p、{II

+(∥D玎妒+D：妒。巧Dijwcl)，’>、4硼(11D+IDwq丽12+黼)，Ⅳ+(一％妒一等)，7>

＼4荫(1十I D丽十—i二Fn多矿，J 十～u∥”掣一、瓦。 ，J

I Dwcl 12

4嵋(1+I Dwc， 硫D⋯,wc,Di‘p．i)fDwc 12)”一4，’．如(．．． ．

。

塑协一．矿一二生
n苎移

塑鬣一一．矿一
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因此，由Schwarz不等式可得

Dwc。12 Di蛾．现妒＼I Dwc。12～(警)2
4u，02(1+I DWcl 12) Wo(1+I Dwcl Is)7 8u，3(1+l Dwc。Is)‘

进一步，我们可得

∥％州器书群)，，，川 (5．4m)

令，=e。妒一1，那么存在一个充分大b>0，使得，如果I Dwc，(岛，嘞)l>b那么对于

充分火的a>0有

(器帮鬻矿>4，，．(5．4．22Dwc 12)
)

、8嵋(1+I l

川7 V。 7

显然a和b仅依赖于R和W0．于是，由(5．4．7)和(5．4．13)可得

asJnij(gv)>0． (5．4．23)

这和(5．4．6)相矛盾．因此，我们有

I Dwc。(岛，嘞)l<b， (5．4．24)

9(如，哟，Wc，(如，哟))秒(如，伽)=(e。／2一1)u(知，7／O)

<夕(知，孙，Wc。(岛，％))t，(岛，嘞)<(b+1)en． (5．4．25)

所以，

响㈨<等等． (5．4．26)

下一步我们要证明钆。(C。<Cl<1)具有一致的上界．令BR'(O)为以原点为圆

心R7为半径的圆，使得对所有的c+<Cl<1都成立Ac，c BFe(O)．令如(毒，?7)=

{(R陀一∈2一叩2)，显然粕(z)满足位势流方程(1．3．23)．那么，由比较原理知在Ac，内
九<如，于是有W0<RI．由于

I D九。H D妣。I＼／2钆．， (5．4．27)

所以

I％fro㈤I<R’等等． (5．4．2S)

又由(如，哟)在A7内的任意性知该引理成立．口

引理5．3．令A为边界0Ac。(c。<Cl<1)上的任意一点， nA=(佗jI，n参)为姒c。

在A点的单位外法向量．令矽(专，叩)=s(佗{I(∈一妇)+佗参(叼一饥))‘，那么存在8>0和

0<t<1，s和t不依赖于A和Cl，使得在Ac，上

札】<妒． (5．4．29)



72 二维可压流体Euler方程的几类流动结构

证明：由计算可知

机(揣)十南mV【砺霭面而J十刁弄丽亓

=等藩等篙端筹s2惑t篾篙≯邛A3。，2s(7z{l(∈一∈^)+7z乎(叩一舶))‘十 2(7z{l(∈一∈^)+扎参(叩一讹))邵一。
‘ 。

于是，当0<t<2／3及8充分大时

帆‘而‰)+而音雨钏．(5．4．31)
因此，由比较原理可得该引理成立．口

索理5．4．DirichiP阊颞厂5．z．1)的解庠左．臣该解属干C(X、n C∞fA、．

证明：令札，i=I，2，⋯为一列具有光滑边界的开区域，且满足万l cc-2 cc

⋯c瓦cc⋯及U舭=Ac．．令R2=dist(A2，0A。．)，那么存在一个如>0，使得

对任意的Cl∈(c。，C。+62)和(岛，叼o)∈A2，我们有BR2／2((∈O，伽))C Ac。．对任一给定

的(如，哟)∈A。，令h(C 0)：垡型竺∑』垒≤丛二删．因此，由比较原理可知当
cl∈(仉，G+如)时， 钆。(如，r／o)>愚(如，r／o)=孚．于是，在A2上

堡8<小譬， (5．4．32)

其中R7是引理5．2中定义的．由引理5．2可得对任意的cl∈(c。，c++62)都成立

sup I D妣。(∈，叩)l<M(R2)． (5．4．33)
(f，o)EA2

因此，由(5．4．32)，(5．4．33)和f251的定理13．6可得存在a∈(0，1)，Q依赖于M，恐和

科，使得 ．

1J枕。||l’口；^。<C， (5．4．34)

其中c仅依赖于M，R2，dist(A1，OA2)和diam(A2)．又由Schauder估计可得

II妣。112’a；A1<∥， (5．4．35)

其中∥是一常数仅依赖于C，口和AI．于是，我们能够找到一子列啦，歹=1，2，3，⋯，
c幸<c主<仅+如，使得在C2(丙1)上

蟾叶咖· (5．4．36)
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重复该过程并利用对角线法则我们能够找剑一子列％(为了方便我们仍记该子列

为鸭)和一九。，使得对任意的A7 cc儿．有在c2(A7)上

％_九··

显然九．满足方程(1．3．23)．又由引理5．3可得

于是，该定理证毕．口

妣。loh。。=0．

(5．4．37)

(5．4．38)



第六章I瞄界跨声；中击波

Sheng，Wang和Zhang“Critical transonic shock and supersonic bubble．”在用数

值模拟的方法研究疏散波爬坡问题时提出了临界跨声冲击波(冲击波波后的速度刚

好为声速)．我们在这一章要说明这种流动结构在数学上是可能的．至1：临界跨声冲

击波是否会在二维Riemann问题的整体流动中出现仍然是一个有争议的话题，我们

对此不做定论．

我们接下来要构造一个拟定常位势流模型的临界跨声冲击波．假设常状态(0)

和(1)被一平面冲击波连接，该平面冲击波在(f，叼)平面的位置为荨=如．假设点A：

(如，疗)为‘=如和声速圆@一“1)2+矿=砰的交点．我们的目的是要构造一个过点

A的临界跨声冲击波．不失一般性，我们令7=2．那么由前几章的结论可知

驴∽叫v孵2(pl-1)舻pt船咖—p；-3p五l+2
‘I

(1) (o)

| ，t

／

／．I⋯一⋯～、．．．·． A

／‘’ ?二
?‘ ?

．．·‘‘‘

·?‘。‘·-|．． ?：cl
＼ ’：

} ；
，，

’1j? ‘’?j

j
’

7

：

? ：

?

：

； ．．∥

j‘。：I≮．．
●●L●●-- ?⋯．．．。。

。‘．_一．．～⋯．．．．／。。+’

图6．1(毒，功平面上从A点发出的一段临界跨声冲击波．

(6．0．1)

我们假设过点A的临界跨声冲击波可以用∈=，(叼)，如=f(rlA)来表示，假设该

冲击波波后的状态为u=u(叼)，钞=移(叩)，P=p(77)．那么，由上一章的结论可得

u{|斗11)=0．

p!l|一u七fl∞一qf}、=|一q}f，

p=1+珏f+，Tv一弘1 2+t，2)．

74

(6．0．2)

(6．0．3)

(6．0．4)

——]
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又由于冲击波波后的状态为声速(当A=乏}且7=2时，c2=，A∥一1=力，所以

(”，)2+("一叩)2=P． (6．0．5)

我们可以把(6．0．3—6．0．5)写成R(¨，秒，P，，，f7，叩)=0，i=l，2，3，且有

F{(ul，0，Pl，岛，0，而)=0．由计算可知，当(让，t，，p，．厂，f7，叩)=(ul，0，Pl，如，o，77)时

det oF．,or,or,)=det(“1 i如2兰三：，三≥)=一3p。力．c6．。．6，
， 因此，由隐函数定理可知在点(，，f7叩)=(如，0，f})附近我们有

将(6．0．7)代入(6．0．2)，我们有

(6．0．7)

G(f，f7，叩)=u(1，f7，叩)厂7+v(／，f7，叼)=0． (6．0．8)

在(6．0．3—6．0．5)中，我们将(“，t，，p)看成是(．厂，，7，叩)的函数．这时，将(6．0．3．6．0．5)

两边关于变量厂7求导可得 ．

券(，一让+，Iv_77，，)+p(口一卵+，7券一雾)=鸭 (6．0．9)

雾=(，一乱)雾+(叩一口)雾，

雾=一2((，一缸)雾+(叼一t，)骞)．

(6．0．10)

(6．0．11)

显然，(6．o．9-6．041)中(∥O尹u雾，矽Op)在点(珏1，。，舶如，。，而)的系数行列式不为
零．

由(6．0．8)可得

又由(6．0．9-6．0．1 1)有

雾(洲州讪+券(刚㈡．

券(刚棚=了Ul--∈0+如咱．

(6．0．12)

(6．0．13)

谚们协九一九，f．^蚶w耵

l|

|I

||

珏

钞

p，I-I-_．-，、lI_l_一
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将(6．0．1)，(6．0．13)代入(6．0．12)可得

雾(刚㈠=(Pl--去)8lr”j一一 队
>0． (6．0．14)

卵)，且满足

(6．0．15)

情况，我们

能得到一个
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