
摘 要

最优化理论和方法的出现可以追溯到十分古老的极值问题，然而，它成为一

门独立的学科还是在上世纪40年代末．Dantzing在1947年提出求解一般线性规

划问题的单纯形算法之后，随着工业革命、信息革命的不断深化，以及计算机技术

的巨大发展，至今短短的几十年，它得到了迅猛的发展．现在，解线性规划、非线

性规划以及随机规划、非光滑规划、多目标规划、几何规划、整数规划等各种最

优化问题的理论研究发展迅速，新方法不断涌现，在经济、军事、科学技术等方

面得到了广泛的应用，成为一门十分活跃的学科．

约束非线性规划问题广泛见于工程、国防、经济等许多重要领域．求解约束

非线性规划问题的主要方法之一是把它化成无约束非线性规划问题，而罚函数方

法和拉格朗日对偶方法是将约束规划问题无约束化的两种主要方法．罚函数方法

通过求解一个或多个罚问题来得到约束规划问题的解，如果当罚参数充分大时，

求单个罚问题的极小点是原约束规划问题的极小点，则称此罚问题中的罚函数为

精确罚函数，否则称为序列罚函数．针对传统罚函数的定义而言，若罚函数是简

单的、光滑的，则它一定是不精确的；若罚函数是简单的、精确的，则它一定是不

光滑的：若罚函数是精确的、光滑的，则它一定是复杂的．因此我们的工作是对传

统罚函数进行了改造，主要是引入了指数型罚函数和对数型罚函数，并在改造后

的罚函数中增添了乘子参数，使之成为既是简单的、光滑的，又是精确的结果．我

们把这类罚函数称为简单光滑乘子精确罚函数．所谓简单的，即罚函数中包含原

问题中的目标函数和约束函数而不包含它们的梯度，若罚函数中包含有原问题中

目标函数和约束函数的梯度，则称为是复杂的．

全局最优化是最优化一个重要分支．全局最优化算法，从算法的构造上大体

可以分为确定型算法和随机型算法，例如，填充函数法、打洞函数法属于确定型

算法；模拟退火法、遗传算法属于随机型算法，我们在这篇文章中也考虑非线性

规划的全局最优化确定型算法．这篇文章的另一个主要且的就是，在研究已有确

定型算法的基础上，尝试提出一些改进和创新，力图在算法效果方面有所提高，
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在理论方面有所深化．其详细内容如下：

本论文共五章：在第一章中，简要介绍了目前国内外关于罚函数、精确罚函

数、乘子精确罚函数的研究工作；第二章提出一种带有指数、对数性质的乘子罚

函数，并进行了一定的数值试验，取得了较好的计算效果；第三章介绍一种光滑

的近似精确罚函数，从理论上证明它的近似精确性，为进一步研究打下了基础；第

四章介绍了一种全局精确罚函数，在一定的假设下该函数具有全局的精确性；在

第五章介绍了常见的填充函数法及给出一个新的填充修正打洞函数算法．对于一

般无约束全局最优化问题，我们给出一个填充修正打洞函数的定义，它不同于传

统的填充函数定义．在此基础上，提出了一个填充修正打洞函数和相应的算法，

该算法降低了对参数的依赖，具有较好的可操作性．数值试验显示，该算法是有

效和可靠的．

关键词：罚函数，非线性规划，全局最优解，填充函数，精确光滑罚函数



Abstract

Constrained nonlinear programming problems abound in many important fields

such as engineering，national defence，finance etc．One of the main approaches

for sol、，ing constrained nonlinear programming problems is to transform it into

unconstrained nonlinear programming problem．Penalty function methods and

Lagrangian duaiity methods are the two prevailing approaches to implement the

transformation．Penalty function methods seek to obtain the solutions of con．

strained programming problem by solving one or more penalty problems．If

each minimum of the penalty problem is a minimum of the primal constrained

programming problem，then the corresponding penalty function is called exact

penalty function．In this thesis，we first give some penalty function，and then

we discuss the global exact and approximatively exact penalty property of exact

penalty functions，we also discuss smoothing of exact penalty functions

Global optimization problems abound in economic modelling，finance，net-
works and transportation，databases，chip design，image processing，chemical en-

gineering design and control，molecular biology，and environmental engineering．

Since there exist multiple local optima that differ from the giobal solution，and

the traditional minimization techniques for nonlinear programming are devised

for obtaining local optimal solution，how to obtain the globally optimal solutions

is very important topic．In this thesis，we also discuss the filled function methods

for global optimization and give a new filled function．

This paper mainly consists of five chapters．

In the first chapter，we give a brief introduction to the existing research work

on penalty functions．

In the second chapter，we give an multiplier penalty function and discuss its

properties．Based 0n the penalty function．an algorithm is given．

1n chapter three．a kind of smoothing and approximatively exact penalty func-

tions is given，and its approxJmatively exact property is proved．Finally an algo-

rithm is given．

In chapter four，the global exact penalty function is given，we first prove its

properties，then an algorithm is given．

In the last chapter，for global optimization problems，we give a new algorithm

called矗lled modified tunnelling function methods．all auxiliary function cailed

filled modified tunnelling function is first given，it has good properties of filled

function and tunnelling function．Then，based on the function，卸algorithm iS

given．The implementation of the algorithms on several test problems is reported
with satisfactory numerical results．
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上海大学博士学位论文

第一章 基础知识及相关结论

§1．1基础知识

考虑如下约束非线性规划问题

(P)min，(z)

s．t壤(z)≤0“=1，2⋯．，m) (1．1．1)

o∈X

其中，’9i，i=1，2，⋯，m是定义在舻上的非线性连续可微函数，X是毋的

一个子集，。=(zl，z2，⋯，Xn)r是n维向量．集合

S={z∈x J肌(z)S 0，i=1，2，⋯，m)

表示为问题(P)的可行域，S中的点称为问题(尸)的可行点

设矿∈S，若存在矿的领域

D(。’，6)={zl 0 z—z’If<6)，

使对任意￡∈SnD(矿，6)成立

f(x’)S(<)，(z)，

则称矿为问题(P)的(严格)局部极小点

设矿∈S，若对任意z∈S，成立

f(x‘)S(<)，(z)

则称矿为问题(P)的(严格)全局极小点。记L(P)和G(P)分别表示问题(P)的局

部极小点和全局极小点的集合．

如何寻求问题(P)的局部极小点和全局极小点的方法是我们需要研究和探讨

的课题．
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上海大学博士学位论文

假定f可题(P)的可行域S为紧集，对任何z∈X c jp，我们定义指标集如下

xcx)={iI乳(z)=0，i=1，2，⋯，m)，

，+0)={f f仇0)>0，i=1，2，⋯，m}，

，一(z)={i l吼(z)<0，i=1，2，⋯，m)

显然I(z)upp)uI-(z)={1，2，⋯，m)，闯题(P)的Lagr强ge函数L：j妒x

舻-÷R定义为

L(。，A)=，(z)+ATg(z)

其中

A=(A1，A2，⋯，凡。)r，

9(z)=(gl(。)，92(。)，·一，9。(z))r．

若对z‘∈S，存在”∈砰={A∈铲：丸2 O，i=1，2，⋯，m)，使得

VL(∥，”)=0，

越吼仁’)=0，i=1，2，·．．，m

则称r为问题(P)的K—K—T点，”为与矿相对应的K—K—T乘子向量，其中”=

(N，墨，⋯，A袅)r∈R?，砖m(r)=0，i=1，2，⋯，m，称为互补松弛条件。若对

所有i∈I(z’)，X>0，则称在矿处严格互补松弛条件成立．

定理1．1．1(K—K—T必要条件，见【11】定理4，2．13)设在问题(P)中，矿为可行

点，，，取(i∈j扛+))在矿可微，蟊(i∈I(z‘))在∥连续，并且V蟊(矿)(1∈

，(r))线性无关．若矿是局部极小点，则存在”∈用!使得

vf(z’)+∑x Vg,(z+)=0
iEl(z’)

此外gl(i∈l(x‘))在矿也可微，则K—K-T条件可写成

Vm’)+∑越V皿㈤=0
l=l

K吼(矿)=0，i=1，2，⋯，m
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W≥0，i=1，2，⋯，m

下面，对于凸规划，给出最优解的充分条件

定理1．1．2(见In]定理4．3．8)设，，虫(i=1，2，⋯，m)在jp上连续可

微，且设，，吼(i=1，2，⋯，m)是凸函数，若在矿处K—K-T必要条件成立，则z+是

全局极小点．

定理1．1．3 (二阶充分条件，见111】定理4．4．2)设在问题(P)中，，，鼠(i=

1，2，⋯，仇)，在舒上二次可微，矿为K·K-T点，且智为Lagrange乘子，记

I+={i∈，(z’)l X>0)，，={t∈J(z‘)l A：=o)

L(z，A)在∥的Hessian阵为

V2L(矿，”)=V2，(矿)+∑NV2吼(矿)
iEl(z‘)

其中V2，扛‘)，V29i(z’)(i∈，(矿))分别是，，孽t(i=1，2，·．．，m)在矿i}臼Hessiaa阵

定义锥

C={p J Vgi(z’)’=0，l∈，+，Vgi(z’)’s 0，i∈，0)，

于是，坳∈C，都有

，V2L(z+，A‘)p>0，

则矿为严格的局部极小点．

定理1．1．4(--阶必要条件，见f11J定理4．4．3)设在问题(尸)中，，，gi(i=

1，2，⋯，m)，在jp上二次可微，矿为局部极小点，Lagrange"函数在r的Hessian阵

为

V2L(z‘，A。)=V2／(z+)+∑碍V29i(矿)
iEl(=‘)
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其中V2，忙’)，V29i(z+)，{∈J@‘)分别是f，毋i∈，(r)在矿的Hessian阵．

假定Vgi(X’)，i∈J(矿)线性无关，则矿为K—K—T点，且对印∈C=仞≠0 I

V9t(士’)rp≤o i∈，(z’)}成立，V2r(z，A)p≥0

通常对于求解非线性规划问题方法，应当要求它具有有关的收敛性，而要判

断其有效性，除了可以看它是否具有收敛性之外，重要的衡量标准是它的收敛速

度。下面我们将介绍有关的收敛性和敛速的一些定义．

定义1．1．1(局部收敛性)设矿为问题解，存在矿的某领域D(矿，盯)，盯>

0，对任意初始点a；O∈0(矿，口)，由算法产生的点列{瓢)，总成立。lira z々=，，
‘--’|oo

定义1．1．2(全局收敛性)设矿为问题解，对任XO∈舻，由算法产生的

点列{孤)，总成立)im以=矿．
g--}oo

定义1．1．3(局部线性敛速){‰}为由算法产生的点列，矿为问题的解，若

成立lI z^+1一r f|S e 0：／：k--a7’I|，或}f(zk+1)一，(矿)lS G I f(xk)-f(x‘)I，这

里k≥‰，‰>0为某正整数，o<C<1，则称点列{巩)具局部线性敛速．

定义1．1．4(一致线性敛速){zt)为由算法产生的点列，矿为问题的解，若

成立lI Xk-t-1一矿l|≤C I|Xk--a7’¨或I f(zk+1)一，(矿)IS c I f(zck)-f(z。)l，对

所有k=1，2，．．，，o<C<1，则称点列{‰)具一致线性敛速．

定义1．1．5(局部q-二次敛速){礼)为由算法产生的点列，矿为问题解，若成

立II Xk+l—z‘I|S L||Xk--：g。112，或I，(z女+1)一，(z+)l≤L l f(zk)-f(z‘)12，这

里k≥ko，_|}0>0为某正整数，工>0为常数，

4
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§1．2罚函数方法

考虑问题

minf(x1

(户)8·‘·删≤0，江1m’，m (1驯
吩0)=0，J=1，2⋯．，r，

z∈X．

其中XC妒．

罚函数方法的基本思想就是把上述约束问题变换成无约束问题来求解，采用

的方法是在目标函数上加上一个或多个与约束函数有关的函数，而删去约束条

件，在形式上把问题(P)交换成如下形式：

Q(文丸，触)=f(x)"F"Ak∑咖h(z)】+纵∑妒【吻(z)】 (1．2．2)
J=l j=l

其中，咖(暑，)，妒(耖)为连续函数，且满足≯(s，)=0，Y S 0且妒(!『)>0，耋『>0；

妒(可)=0，sf=0且妒(F)>0，Y≠0，而k，肌，为罚因子t Q(。，札，P．k)称为罚

函数．

若At=A，脚=地则是一个无约束问题；若出现一列儿，m，k=1，2，⋯，A女，

m t+o。则是一系列无约束问题．

罚函数法主要分SUMT(Sequential Unconstrained Minimization Techniques)法，

增广Lagrange罚数法和精确罚函数法三类．它们有一点共同点就是对不可行点

要予以惩罚其惩罚大小体现在罚参数h，触及≯(暑，)，妒(Ⅳ)上．

用罚函数方法来解约束最优化问题通常认为最早由Courant在求解线性规

划时提出。后来，Camp[48]和Pietrgykowski[47]讨论了罚函数方法在解非线性规

划问题中的应用。Fiacco和McCormick[1]一【6]在利用罚函数方法，即序列无约束极

小化方法上作了不少工作，并总结为SUMT方法．

suMT法是用形如min【，(z)+即(z)】的序列无约束问题来替代问题(户)，

其中p>0称为罚参数，P(x)称为R“上的罚函数它满足：

1．P(z)在尼。上连续；

2．P(x)≥0，比∈舒；

5
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3．P仁)=0充要条件是

z E S={z I gi(x)≤0，i=1，2，·一，m，hj(x)=o，J=1，2，⋯，r)

例如对问题(即，下述两函数均是罚函数

m r

P(z)=∑妒(甄(z))+∑妒(b(。)) (1．2．3)
i=1 J=l

仇 r

P(z)=∑[max(O，吼(z))P+∑I hAz)l， (1．2．4)
i-----1 j-----I

这里p为正整数．

一般来说，无约束问题

(Qp)： m州in地)+炉(。)0．2·5)

随着p的增加，其解必落在P(z)之值很小的一个区域内，亦B口S附近，因而可

设想，当p_÷OO时，问题(Q。)的解趋于可行域．

设Q(u)=i,f{f(z)+pP0)I z∈x)，我们有如下结论：

引理1．2．1(见【11】定理9．2．1)设f，虫i=1，2，⋯，m，hj，J=1，2，⋯，r

为jp上的连续函效，x为jp中一个非空闭箱，设P(z)由(1．2．3)定义的连续函

数，如果对任何p≥0，存在～点钆∈X，使得

Q(芦)=，扛p)+弘P(≈‘)=iaf{f(x)+≠伊(z)：善∈x)

那么下述结论成立：

1． inf{，(∞I戤p)≤0，i=1，⋯，m，hjiz)=0，j=1，t．．，t。E x，

之supQ(p)
p三0

2．，(却)是关于肛的单调不减函数，Q(p)关于p的单调不减函数，p(z，)是

关于p的单调不增函数。

6
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定理1．2．1(见【11]定理6．2．4)设f，玑i=1，2，⋯，仇，％，J=1，2，⋯，r

为tP上的连续函数，x为P-中的非空闭箱，设问题(P)至少有一个可行解，

P(士)为由(1．2．3)定义的连续函数，如果对任何p≥0，存在一点％∈x，使得

Q(p)=，(q。)+lzP(z，)=inf{f(z)+‘巾仁)：z∈x)，

而且{％)也包含于x中的一个紧子集，那么成立

1．inf{f(x)l gi(x)≤0，i=1，⋯，m，hj(x)=0，』=1，⋯，r’z∈x)

=supQO,)
p20

=lim Q(p)；
一w

2．{却)的任何收敛子列的极限点是原问题(户)的一个最优解；

3．1im肛尸(工“)=0
Ⅱ—}-Foo

显然，如果对某个p成立P0，)=0，那么％是原问题户的最优解。

从定理1．2．1得知，当取罚函数p充分大时，问题(Q，)的最优解％可以任

意逼近原问题(户)的最优解，但是，如当p很大时，，($p)+p尸(z。)的Hessiall阵

趋于病态而导致计算困难，因此当用无约束优化方法来解rain，(z)+肛P(z)时，

运用有些算法如Newton法，其收敛速度很慢，引用SUMT方法来解原问题所需的

计算量是比较大的。因此产生了求解约束非线性规划的一些改进的罚函数方法．

与传统的罚函数(1．2．3)不同，在文f97】中亦讨论了不等式约束非线性规划问

题(P)的指数型罚函数，其形式如下；

躲，r(z净他)+7善麟p㈨／r∽o
称钕为二(z)的取．极小解，若满足下述不等式：

九(钆坯。m∈"in fr·(孑)+“，

7
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其中“>0，而7"k>0为罚参数．

它得至Ⅱ下述“．近似解的结论

定理1．2．2(见文197]命题2．1)假定函数f(z)，乳(z)，i=1，2，⋯，m是连续

的且f下有界。令‰∈jp是允的Ek--极小解，这里缸≥0，‰>0都趋

于o，则点列{扛女))的任一极限点矿皆为原问题的全局解．此外着存在对>0，

成立

。息．，0)2+oo
li忙)Sq

贝4点列{0t))的极限点一定存在．

tn

很显然，对于上述指数型罚函数二0)=f(x)+r∑exp f鱼(z)∥】=
i=1

f(x)-I"rp(x，r)，其中p(x，r)>o，对所有z，而当z乏S,r>0时，p(z，r)随

着r>0减小而增大，且对同样r>0，z乏S的不可行程度越严重，则p(x，r)值

越大，这一指数型罚函数^(z)是简单的、光滑的，但仍然不是精确的．因为仅

当“上O时，若工女收敛于矿，则矿为原问题的全局解洇此仍是序列的．

定理L2．3(见文【97】定理3．1)设f(x)，历(z)在问题(P)的最优解r的某个

邻域内二次连续可微，如果在矿处满足严格互补和二阶最优性条件，则方程组
m

Vf(z)+∑exp【gi(x)／r】V仇(罩)=f
l=I

E(o，o)附近关于(r’f)定义了一个连续可微隐函数x(r，∈)，其中r>0，并满足

船工(r，f)=矿
rJO

此外，k(r，∈)=exp【岛(z(r，q)／r 1是连续可微函数，并满足

㈨]im，扣协，∈)=碍
并且当(r，f)趋于(o，o)时，x(r，∈)和A(r，∈)的导数有极限，还对所有充分小r，点研=

z(r，0)是，r的严格局部极小点．

8
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在介绍了一个外插算法后，文章又给出了如下结论

定理1．2．4(见文[971定理5．1)设岔^+1是经第“次迭代后得到的外插点，对

罚参数r七+1首次迭代的牛顿方向e_Ⅳ满足

eⅣJI~D(《)

此外，如果X。N+1表示首次牛顿迭代后得到的点，则有

o V f(xk盘。)+∑exp【gi(xN+。)／“+t】Vm(。鲁，)J|~o(rt4，r々2+，)
i=1

§1．3精确罚函数方法

考虑问题

minf(z)

(P) s．t．gi(x)≤0，i=1，2，．。仇

z∈XC舻

精确罚函数是用形如m。；ixn【，扛)+pE扛)】的无约束问题(B)来替代问题(P)，

其中p为参数，E(x)为X-÷R上的函数且满足：

1．E(z)≥0，比∈X

2．E(z)=0的充要条件是z∈S，

这里

s={o I gi(Z)≤0，t=1，2，⋯，m，z∈x)．

定义1．3．1若存在／,i,o>0，当p≥脚时使得问题(只)的解是问题(_P)的

解，或问题(P)的解是(丘)的解，

则称

f(zp)+,uE(xp)

为问题(P)的精确罚函数。这里解可以是局部最优解，也可以是全局最优解。

精确罚函数概念首先I刍Eremin f42]$1Zangwill【128】于上世纪六十年代后期

提出。这是线性规划中大M法在非线性规划中的自然推广。从那时起，精确罚函

9
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数一直在数学规划理论与方法中扮演很重要的角色。下面我们介绍发展最为成熟

的2l精确罚函数方法的主要理论结果：

设原问题(P)中集合x为开集，令(1．2．4)中p=1，得罚问题

(茸)m—m f(x)州若maxMz))+∑j=l I b(圳)

称

只扛，p)=，(姊+p(∑max{o，吼(z)}-P∑I砖(z)I)
‘=1 J=1

为ll精确罚函数，f1精确罚函数又称为经典精确罚函数．

定理1．3．1(见文f11】定理9．3．1)设矿为问题(P)的K-K·T点，(u+，口+)为与矿相

应的K-K．T乘子，进一步，设f(z)，gi(x)，E E Io(x‘)={{l吼(矿)=0，i=

l，2，⋯，m)是凸函数，而且hj(z)，J=1，2，⋯，r是仿射函数，则对弘芝

懈{成，i∈10(x‘)，1哼l，J=1，2，⋯，r)，矿也是问题(冠)的解．

定理1．3．2 (见文[109]定理4．4)设z‘为问题(P)的一个严格局部极小点，

，(￡)，

n(工)，i=1，⋯，m，hick)，J=1，⋯，r在矿的一个领域内连续可微，进一步，

设矿满足Mangasarian—Fromovitz约束品性，那么存在矿，使得弘≥矿，矿

是问题(q)的局部极小点．

定理1．3．3(见文f1097定理4．6)设命题1．2，3的条件成立，则对任何满足p 2

max{店，i E厶(矿)，I口；I，J=1，2，⋯，r)，的罚参数芦，矿是罚问题(爿1)的

严格局部极小点。

在算法方面，尽管使用精确罚函数的历史已经很长，由于已经证明在传统罚

函数定义下，若罚函数是简单的、光滑的，则一定是不精确的，这里所谓简单的

表示罚函数表达式中只含目标函数和约束函数。考虑问题

(P)minm)=一z
S．t．夕(z)=z一1≤0

10



上海大学博士学位论文

相应的罚问题

(兄) minQ(x，弘)=一￡+p max(O，扛一1))2

当z乏s时，令Q’(z，p)=0，得z=去+1从而可知p-÷00，矿=1为问

题(P)是最优解，显然所给出的罚函数是可微的，但不是精确的。长期来一直存

在着争论，争论的根源在于精确罚函数的不可微性．从算法的角度来看，这种不

可微性能够引起所谓的“Maratos效应”，即引起阻止快速局部收敛的现象，为了克

服这一效应，人们发展了所谓"Watching dog technique”[1001和“Second．order

Correction techniques”【101]·[i03]．

另外，一些学者引入了与上述精确罚函数完全不同类的可微精确罚函数[211．

【28】．这类可微精确罚函数由于其表达式包含有目标函数及约束函数的梯度，方

法大大地限制了其实际应用，从上世纪九十年代后期开始非线性精确罚函数1291．

f34】得到了较广泛的研究，同时对精确罚函数进行了修正，非线性精确罚函数[291．

f34】和低次罚函数[351【36】开辟了关于精确罚函数的新的研究领域，至今不断有

新的研究成果问世。

而对于传统罚函数，若罚问题是简单的、精确的，则一定的非光滑的。如

Qo，A，肛)=，@)+A∑max(O，吼@))+p∑I幻@)I，A>0
i=l J=1

若罚问题是精确的、光滑的，则罚问题的表达式一定包含有f(x)，gi(x)，hj(z)的

梯度。如对只含不等式约束问题(P)，其罚函数为

Q(x，A，盯)=f(x)+A(x)Tg(x) (1．3．1)

=，(z)+A(z)+vf(x)g(z)+昙(A+(z)9(z)r)(A+(z)9(z))， (1．3．2)

其中仃>0，A(x)A(x)=vf(z)，A(x)=Vg(z)，A+(z)表示矩阵A(x)的广义

逆．这里Q(z，A，盯)的表达式中包有，(z)，gi(x)的梯度，这种表达式就变得复杂了．

鉴于上述情况，我们考虑对传统罚函数的定义进行改变，改变后的罚函数

定义为z∈S兮p(z)≥0，甚至于p(z)<0；z乏S，p(x)>0且远大于

当z∈S时，p(x)的值．按照这种改变，下～节我们将介绍和讨论简单光滑乘子

精确罚函数的现状及我们所得到的某些结果．

】1
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§1．4乘子精确罚函数方法

文f37】构造一个改进的指数型乘子罚函数，从而分析了极小化凸规划问题的

乘子指数型方法以及对偶情况，并给出了一种熵极小化算法，而且强化了方法的

有效收敛结果，在应用到线性问题时，给出了其收敛速度，以下对这一途径作一

简单介绍，参文【37】，

考虑非线性规划问题：

假使(1．4．1)的最优解集非空且有界，

仁I f(X)<00)c扛I gi(z)≤0，i=1，2，⋯，m)

(1．4．1)

m

从而给出指数型乘子罚函数，，(z)+÷∑丸e哪‘妨，c>0其算法由下两式给出
诂：1

m 。I

矿∈0r9种rain㈣+萋篝妒(弓北))) (14．2)

瞄+1=砖e哆gj(zk)，J=l，2，⋯，m (1．4．3)

其中脚>0是相当于第J个约束的乘子，白>0是罚参数。此外当I，鲰为凸

函数时，而相应的对偶问题为

嘶d(p) (144)

其中

㈨=蚴悱)+∑脚鲫(z)) (1叫

由此给出了熵极小化算法

∥⋯黼似小霎争c钞 ∽aq

仇2=0
<一∽∽，吼

．霉
n
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这里矿是砂的共轭函数，它是一个熵函数：

且有如下K．K．T最优性条件

及

妒‘(s)=8 In 8—8+1

0∈of(z‘)+∑妒1锄(扩)，

0∈a ecu‘+11一

V矿(砰+1／以)／砖

V妒。(plm¨1／壕)／靠

(1．4．7)

对凸规划问题，文【37】给出了算法的收敛性分析，现介绍有关主要性质a由于

其证明十分复杂，这里从略．

设g(缸，秒)=u ln(u／v)一II,+口，(t‘，t，)∈f0，oo)×(0，+oo)，利用公式

妒’(s)=s In s—s+1

可得g(u，口)=矿(乱／口弘这样(1．4．6)重新写成

矿+i=argm例ax{弛)一要毒她瑚}，
记

D(A，p)=∑qCAj，脚)(A，p)∈【o，oo)”×(o，+oo)”
j=l

M”={p∈f0，oo)”l d(u)2护)

其中

因此给出了以下一些性质：

d。。=舰d(u‘)

性质1．4．1．-(见文【37】引理3．1)V豇∈M。，序列{D(风矿))是单调非增的

且{矿)收敛．

13
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性质1．4．2：(见文【37】引理3．2)

(d)d(矿)≤d(p¨1)≤f+，Vk成立

泐V歹，力矽p‘钉扛。))加’一辟身p)-÷0．

(c)VJ，瞄珊(矿)-÷0

(d)d(矿)一f(w‘)-÷0

性质1．4．3：(见文【3可引理3．3)若令yk=垡吾等等，则有
．1ira sup毋(y。)≤0，J=1，2，⋯，m．
g'-}00

性质1．4．4：(见文【37】命题3．1)i5／Z{／=‘)是由(1．4．2)和(1．4．3)产生的序列，且罚参

数满足弓=∥，∥≥o>0，V k，则{矿)收敛于对偶问题(1．4．4)的最优解，此

外，序列f矿)有界且其每一个聚点是原问题(1．4．1)的最优解．

性质1．4．5：(见文【37】命题4．2)设{矿)是Fh(1．4．2)和(1．4．3)产生的序列，罚参

数由砖=c／磁，V k，这里常数c>0，假定{矿}收敛于M。中的点，则{矿)至

少是二次收敛的．

fl精确罚函数在那些使得对某个i E{l，2，⋯，m)成立虫(z)=0的z处

不可徽，两非线性规划中大部分效果较好的算法都要求目标函数具有可微性，

从而促使人们去思考罚函数的光滑化f38j，【39J，f40J．文140l Pinar和Zenios针对

凸规划问题提出了对Zl精确罚函数的二次函数光滑逼近，并证明了通过解光滑

后的罚问题，可以得到￡可行和艮近似全局极小点，这里多是常数。此外，

在1999年，D．Goldfarb和R．Polyak等在文【41】“A modified barrier-augmented

lagrangian method for constrained minimization”中针对问题(1．2．1)给m,-F述形

式的修正障碍一增广Lagrangian函数。

l m)一{∑地In(1～‰(z))

聊A蛳)={一壹≈啪)+；壹蜘)，工∈删Q。
F

‘”1

剃觚
14



上海大学博士学位论文

其中Q^=扛I吼(z)≤{，l=1，2，⋯，m)
记

”l r

工扛，u，口)=，@)+∑牡t皿(z)+∑,jhAz)，
I=1 j=l

I‘={i l皿(矿)=o)={1，2，⋯，z)，

矿是问题(1．2．1)的严格局部极小点，则有下述主要收敛结果：

定理1．4．1(见【41】定理5．1)假定对问题(1．2．1)在严格局部极小点矿处满足

第二阶最优性充分条件，则存在b>0，6>0)使得对任何

(“，。，k)=(u，k)∈D(u‘，正ko)

={(u，k)=(t‘，t，，k)I II u一叫+I JS 6k，t‘“)>0，让(m—1)2 0，k≥七o)，

0 u 0有界，有：

(1)F(z，t‘，t，，k)在矿的某一开球内有唯一极小点量=圣(u，口，k)．

(2)对p，砬，∞：哦=u(1一镪@))～，i=1，2，⋯，m，吩=巧一七乃(圣)，歹=

1，2，⋯，r．成立．

”童一孑’ffs；lf。一。+||，f|。～埘’fJs；”。一。’f|．
其中

D=(豇，o)和c>0与k无关．

定理1．4．2(见【41]定理5．2)假定对问题(1．2．1)在全局最优解矿满足第二阶

充分条件并假定存在ko>0使得对所有固定仳≥0和口及所有有限数。冰平

集k(钍，"，‰)={z∈jp I F(z，u，"，‰)S D)为有界集，则当‰>0充分大

使得对任何(t‘，。，k)∈Dp‘，J，ko)定理1．5．1中的点童是f(z，u，"，k)的全局最

优解。

下面我们将给出关于指数型及对数型两类乘子精确罚函数的新形式，并讨

论某些相关的结论。若在问题(P)中，X C jp为有界闭箱，，(z)，吼(z)，{=

1，2，⋯，m为光滑函数，则相应的指数型及对数型乘子精确罚函数分别表示为：

】5
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1．指数型

minQ(z，A，肛)

旧训一．训卅去喜e棚㈨
其中p>0为罚参数，而九2 0，i=1，⋯，m，与原问题乘子有关的参数

2．对数型

minQ(o，A，p)

‘Q驯x∈x．：mn妻In(1-,xi／．zgi(z))r
i=1

或

minQ(z，A，肛)
‘Q^M x∈x．：m)一：勘n(1-#gl(z))

严t=l

其中p>0为罚参数，而九2 0，i=1，⋯，m，为与原问题乘子有关的参数．

我们讨论7c(P)、L(P)与G(Q^卢)、L(Q^p)之间的关系，发现九≥0，i=

1，2，⋯，m与原问题(P)的乘子有着密切的联系，从而我们称它们为简单光滑乘

予精确罚函数。

特别需要指出的是在求解某类凸规划时，我们运用上述形式的乘子精确罚函

数，用牛顿法求解时，效果很好，具一致全局线性收敛性和局部二次收敛性．

16
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第二章 乘子精确罚函数法

§2．1 引言

考虑约束非线性规划问题

(P) min，(。)，z∈S

其中s=伽∈XI虫≤0，i=l⋯．，m)，这里Jim f(z)=+o。，，(。)，虫(z)，i=
Ilxll'--}+oo

1⋯．，rn为两次连续可微函数．

记上(P)，G(尸)分别为问题(P)的局部极小点和全局极小点的集合，且cCP)c

intX，X∈jp为一个大的有界闭集。

本文研究和探讨的问题是用罚函数方法来寻求问题(P)的局部极小点和全局

极小点关系，而对传统罚函数而言，当参数充分大时，相应罚问题的最优解可任

意逼近原问题的最优解。但当罚参数很大时，其罚函数的Hessian阵可能会趋于病

态，而导致计算困难【l】．因此产生了求解约束非线性规划的一些改进的罚函数方

法．

文【97j讨论了不等式的约束非线性规划(P)的指数型罚函数，它是一种改变定

义后的序列近似罚函数，其形式如下

躲坤)_，(卅7吾叫嘶)／r)，r>o

针对问题(P)，文f37】提出了与原问题乘子有关的乘子罚函数问题，使得定义

的精确罚函数为

．m

，(。)+÷E／‰(exp{cgi(卫))一1)，c>0，胁>0

17
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并给出相应的算法和收敛性等有关结论，文[4lj具体构造了交形障碍一增广乘子

罚函数

f，(z)一；姜脾ln(1一七职(z))
F(毛％％七)={一∑％％p)+；∑碍(z) z∈intQI

l J=1 ’j=l

l oo z∈暾

其中吼=伽伽(z)≤i1，i=1，2⋯．，m)，并给出了一些主要收敛结果．

对问题(P)，我们构造对数．指数型乘予精确罚函数，其形式如下：

(吼)ra。。ixn Q(≈九∞-，扛)+ipln(1+e酬动)'
这里弘>0，九≥0，i=1⋯．，m，

本文主要是引入对数．指数型罚函数，而且在罚函数孛添加了乘子参数，使

之成为光滑的精确乘子罚函数，从而有利于算法的设计．

而且我们是用比较初等的方法，证明了原问题和相应的乘子罚问题之间全局

最优解的近似等价性，并讨论了所给罚函数的凸性及其精确性．同时又给出了原

问题的KKT乘子与相应罚问题中的乘子参数和罚参数之间的一种近似关系。最

后，设计了一个算法，数值试验表明所给算法是有效的．

§2．2 主要结论

定理2．2．1若矿∈G(P)，

2∑凡In2 p(Ⅳ-t-，(矿))+2∑九In2p之}，啦—瓦矸瓦意l_刈J引⋯．’m
有限，其中

o<仇c一<。∈(㈣脚ra))、(Gin(呻脚∥z)一m+))，

o<％和。)=x、(s+fra。in口(。．1))m≯盛㈨

B(O，1)={z∈．R“l II。II<1)，且I，(z)I≤M，V茁∈x

18
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则对所有

成立

￡∈x＼(G(P)+EB归，1))，

Q(x’，A，p)≤Q0，A，弘)

证明当z∈趴G(P)时，我们有f(x)>，(矿)，故对任意￡>o，对z∈s＼(G(P)+

￡B(口，1))，仍成立，(z)>f(x+)．因为趴(G(P)+5B(口，1))是一个有界闭集．而，(z)是x上

的连续函数，敌存在他。>0及￡l>0，f．1<￡使得对所有

z∈(S+clB(O，1))＼(G(P)+e,B(e，1)

，(z)2f(x+)+他，

此外，对z∈X＼(S+elB(O，1))成立m辫m(士)>0，而X＼(S+eiB(O，1))为有界

闭集，故

州摆‰，1))m≯肌(。)2甄(勋)>o，

这里XO∈x＼(s+E,B(O，1))，io∈(1⋯．，m)．

下面讨论问题(P)和(R。)的全局解的近似关系．

(1)若z∈(S+elB(O，1))＼(G(．P)+eB(o，1))，则

∞A萨，(卅iph(1+e心扛))
>f(x1

≥，(矿)+仇。：

2∑九In2

≥，(矿)+j旦一
2f(x‘)+；∑凡ln(1+e眦忙‘’)p=

=Q(x’，A，p)

19
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(2)若x＼(s+elB(o，1))，则存在{∈{1，⋯，m)，使得％(z)2 g‘o(xo)>o且有

∞，¨)_，(卅i∑Ⅷ1+删耐)
>一M+呈盐ln(1+脚∽)

≥一M+型生1n(1+e‰(m’)
p

u(M+fCx‘)+2∑Ailn2)
>一M+———————————!三L—一

Ⅳ

一¨肌“矿)+ipl以

>，。．)+i暑Ⅻn(1护扛1)

综合(1)(2)，得对所有z∈x＼(S+eB(O，1))，成立Q(矿，A，p)<Q(z，A，p)．

21n2∑凡 。注：定理条件的合理性．由p≥—}>0，知Mk。≥21n2至At，故若
、、肛(^f+f(x‘))+p氇e。
^￡■瓦百万画两广’

则
’n

u(M+f(x‘))+21n 2∑丸
～≥—可石再币哥L·

又

坐(丝±』【兰：2±堡!!!(竺f丝±』!三：!±堡：：!：丝±』!三：2±堡1
2In(1+e鳓o《zo))

‘

21n e垮o(20，2_乳o(xo)从而由～≥丝!乎，可推知
u(M+，扛‘))+2ln2∑九

p—可丽再币爿L‘
定理2．2．2若，缸)，gm)，t=1，⋯，m是两次连续可微函数的凸函数，且至

少其中之一是严格凸的，则

∞A加m)+；参ln(1护㈤¨>¨洲小1’．⋯m，
20
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是严格凸两次连续可微的函数．

证明因为

v∞川=Vm)+2妻九蔫斋协(z)

V2删㈡卅他)+2i=塾1羔·V2绯)
+；姜者斋·V蒯V撕，

按条件可得，对z∈X，V2口(茹，A，p)为正定阵，所以Q(z，A，p)为严格凸的．

定理2．2．3假定矿∈L(P)f7 intX，在矿处满足一阶和二阶最优性充分条件·

且KKT乘予X≥0，i=1⋯．，m严格互补，则令九=X，i=1⋯．，m且当p充分

大时，有矿∈L(户■厶

证明由于

V∽≯小Vm．)+：妻鬻器·V删
=Vf(z’)+∑KV吼(矿)

i∈l(x‘)

V2Q(矿，E p)=V2f(z’)+∑NV29i(x‘)
iEl(x‘)

。兰r
’2；缶

Ke脚(r)

、(1+e蛳(。‘))2
vg{(z‘)Vrgi(x’)

=V2f(z‘)+∑NV29i(，)
‘∈，(r)

+；∑KV玑(，)Vrgi(z‘)
。iEl(x·)

(i)对d∈D={dllldll=1，审Tgi(x‘)d=0，i∈I(x’)}，根据在矿处满足二阶

最优性充分条件，故有

drV2Q(x·，r，p)d=g(v2y(z‘)+∑w审29i(Z‘))d>0
i∈l(x’)

21
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i)对d岳D，由于KKT乘子K之o，l=I，⋯，m严格互补，所以X>0，i∈

l(z+)．又

矿(V2m’)+∑NV2乳(矿))d
iEt(z‘)

为有界值，于是，当p>0充分大时，有

矿V2Q(x+，Ep)d>0

从而，由关于Q(。，A，p)的二阶充分性条件，我们得到矿∈L(最·。)

定理2．2。4著定理2．2．1条件成立，且

线性无关测

￡i。∈二(．B*)f-l intX，z+∈L(P)，Vgi(z‘)，t∈l(x’)

(2．2．1)

且宇拿等：筹圭w，i=z⋯．，m，这里，(z。)=删鲰。。)圭。)。
证明：根据定理2．2．1，有，(。0)圭，(矿)，Vf(x*A。)圭vf(z‘)，鲰(《，)圭

垒0’)，vgi(zi。)圭Vgi(z’)，t=1，⋯，m，且

x(x’)={{I虫(z‘)=o)=，@五)={i l夕{(zk)圭o)

鱼(z毛)圭鱼(z’)<0，

对i∈，＼，(z’)且，＼，(z‘)=，＼，(。k)．

此外，由z0∈二(尸h)A intX，于是有

三li
，“一．

f孙游∑州纠

-h

1

嘶

吖

蔫
m∑嘲毖
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即

Vm卅三⋯等筠V烈嘞)iEl(z’)=，(；k)⋯’

+洲№邑。、雨2Aie岬而dZ")Vgi(。k)=口i∈，、J扛’)=n，(￡k)⋯

(2．2．2)

(2．2．3)

当p>o充分大时，丸>o有限，鲰(。0)<0，对f∈I＼I(z‘)=，V(z轧)成立

又由矿∈L(P)，成立

因此，我们得到

篇2Aie"-0=2：1+矿哪(《p)
’

V，(，)+∑KV9i(矿)=以x，i∈m’)
iE／(z‘)

V憾)+毫、等等V蚓iEl(=+)=，忙k)⋯’

一"iEI(z‰，篙咐，‘)；，(2；。)⋯。
圭0

且宇；；：筹圭A：>。，对i∈，(。‘)=，(zi。)
定理2．2．5若矿∈L(P)，KKT乘子越≥0，t=1，⋯，m严格互补，Vg(x‘)，i∈

J0’)线性独立，||，(矿)0=佗，且在r处二阶最优性充分条件成立，则当_【‘>O充

分大时，A。>O有限，{=1，．⋯m，对i∈，(矿)，九=砖+△九成立，其中

△九=∑。％墨篙嘉，
Jel＼l(x。)

‘’。

满足VQ(r，A，肛)=0， V2Q(x‘，A，p)正定，即矿E L(R。)

证明因为矿∈L(P)，且KKT条件成立，即

v／(x‘)+∑KV野(。‘)=o，K>o，{∈x(x。)
iEl(z‘)
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又

V眠椰)=Vm．)+妻2久篙嘉V删
；Vf(z．)+∑2九蔫煞V础，)

+∑篇Vow(z。)
=Vf(。·)+∑(2e+△九)V毋忙·)+∑宇；；!；筹V皿。·)

iE／(z·) iEl＼l[z·)⋯

其中

2 v／(z’)+L土；V甄(。．)+L△九V鱼(互‘)
iE／(z‘) ‘eJ缸’)

+∑笺筹V必．)

2篆，她晡)一I＼z(z．，黑E∑l(z"iE／(z iEl＼l(z jEl(z，咖㈤。) ’)
。

)

=∑(△丸+∑2∞。～r；斋)V虫。’)
iEI(z’】 iEI＼I(z’)

’’

她=一∑2吣篙嘉'i∈m．)
jEl＼l(x’)

。’

由KKT条件，我们有

vl(z。)+∑xVm(z‘)=0
iEl(x。)

且Vg；(z‘)，i∈J扛’)线性无关，IJ，p‘)0=71．，于是Vgi(z’)，i∈，＼，(r)，存

在oLji∈冗，J∈1(x‘)，使得

Vgi(z‘)=∑orsiVgi(z‘)
jEI(z’)
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当p>o充分大时，AAt充分小，i∈J(矿)，我们有

V：瞩椰)剐m．)+￡2～篙嘉V29i∽)

+耋2#Ai弗南V删V舯，
=V2，o’)+∑xV29p‘)+∑△九V2鲰@‘)

iES(z’) iEl{x‘)

+∑2p九篙嘉V幽‘)Vrgi∽)
iel＼I(z·1

⋯

+∑譬V玑(矿)矿皿(矿)
iElfz·、。

(i)对d∈D={d：ldll=1，Vrgi(x‘)d=0，i∈l(z+))，显然有

充分小，以及

矿(V2f(w’)+∑KV2皿(矿))d>0，
iEl(z‘)

dr(F AAtV2肼(霉。))d
、‘-一

’⋯7’
iEl(z‘)

∑畿筹(矿V础m：>o，∑眺(eTv础．))2=o
iEI＼I(z’) iEJ(z‘)

于是矿V2Q(矿，A，u)d>6>0，从而存在eo>o，对

d∈D。。={dI fIdll=1，JvTgi(z’)dl≤eo，i∈I(z‘))，

当p充分大时，成立矿V2Q(z‘，A，_￡‘)d>0．

(ii)对d岳D。，IIdll=1．于是存在io∈l(z’)使得

且

Vrgi(x’)dlI>f0，

矿(V2f(x’)+∑xV2m(矿))d
i61{Z’)

25
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有限，

∥∑△九V29i(z‘))d

充分小，

讵t∑＼I(xo)p九舄(Vr础．)d)2>。，
∑ p丸(Vr9i(z+)d)2≥0，

iEl(x’)、佃}

pk(Vr％(矿)回2>pAi￡嚣．÷+oo似．÷+o。)

这样当p>0充分大时，∥V2Q(矿，A，p)d>0

综合上述讨论，由Q0，A，_‘‘)在矿点的二阶充分性条件，成立矿∈三(R。)

§2．3乘子W的估计

由定理2．2．4，我们有

-．舭州川，珏等等。
2·对川协‘)'丸=越+△丸=碍一托磊引2％。知南。p坶，(r)

(1)对i∈x＼I(x‘)，我们有碍=O，故

。<x—x=丸=≠拿等篆兰≥s 2九／．zeuai(2i一) q(p)
弘

显然ci(p)=2Ai胆蝴‘‘。0)-+O“-++o。)．因为毋(z沁)与gi(x‘)<o似．÷o。)。

(2)，因为

队一xI=I△九J=IJEI∑＼I(=．、2％～i-≠鲁等苫I‘)

≤∑2}哟l知e脚(∽
jEl＼1(z’)

=去∑2‰l～pe刚r’
JE』、J【z’】

cf(肛)
一_-——一-

p

其中q=∑2l％l知p杪忙～。显然，当p．÷+oo时，臼(p)-÷0·
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此外，因为对i∈I(z+)，我们有

珏罴筹“掣心^产i两_^f’
又对t∈I(z‘)，成立皿(zi。)9=挚0，故九“==9碍，及船(z0)“==字0。从而

及

玑(zL)I≤老，岛>o

九一越l s鲁， ci>o

§2．4算法及数值试验

本节我们给出一个求解指对数型乘子精确罚函数问题(f0)来寻求原问题(P)的

解的算法，然后通过数值计算说明算法的有效性．

算法

步1给出初始弘>0充分大(如p=100)，九>0 i=1⋯．，m有限(如九=

步2作Q(z，A，p)=，(。)+i∑九ln(1+拶㈤)，给定初始点zo∈x．
步3用任一局部极小化方法，从互o∈x出发求Q(z，A，p)的局部极小点zo

若0VrQ(zL，A，p)lI<e，则停止，否则转-F-,步．步4计算元=篇，t=1⋯．，m，p：=雕，P>1(如p=5或1。)
～：=支{，。o：=zi。转步3．

例题l

minf(x)=z}+2x；一2xlz2—2xl一622

s．t．Xl+02 S 2

--2：1+202≤2

霉1，z2≥0

27
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这里，初始点是(0．0，0．7)，

计算结果如下表：

9l(z)=zl+茹2—2

现0)=--X1+2x2—2

X={(zl，Z2)：0S毛S 2；i=1，2}，z∈X

七 忙1，02) V口(￡，A，曲 “ Al A2 ，(。) 0(z)

0 (0．000000，O．700000) 4．086854 1俨 1．000000 1．000000 ．3．220000 -4．559134

1 (0．792980，1．196242) 3．05符05 10s 0．432825 0．650364 ．7．169798 ．7．39酾36

2 (0．799891，1．200052) 3．06890眨 104 0．429∞1 0．481830 ．7．199839 ．7．365477

3 (0．799927，1．200073) 3．112276 i05 0．429061 0．366154 ．7．200000 ．7．322243

上表中显示，算法中止于z=(0．799927，1．200073)函数值是，(z)=-7．200000。

事实上，目标函数的最优点是(0．8，1．2)，最优值是一7．2。

例题2

min，(z)=2z：+2霹一2xlz2—4zl一6=2

s．t．zl+z2S 2

zl+5x2S 5

z1，卫22 0

选取初始点(1．0，0．5)，

口l(z)=01+z2—2

92(x)=zl+5现一5

X={(zl，z2)：0S z‘S 2；i=1，2)，z∈X

计算结果如下表：

七 扛1，z2) VQ(z，A，p) p ^l ^2 ／(x) 口(o)

0 (0．000000，0．700000) 4．0龉854 102 1．000000 1．000000 ．3．220000 —4．559134

1 (0．792980，1．196242) 3．057305 103 O．432825 0．650364 ．7．169798 ．7，398636

2 (0．799891，1．200052) 3．0689口2 10● 0．42908l 0．481830 ．7．199839 ．7．365477

3 (0．799927，1．200873) 3．112276 105 0．429061 0．356154 —7．200000 ．7．322243



上海大学博士学位论文

上表中显示，算法中止于z=(1．088027，0。782392)，函数值是，(。)=-7．157108。

事实上，目标函数的最优点是(1．129032，0774194)，最优值是一7．161292。

例题3

rainf(x)=2x；+2x；一2xlz2—4xl一6x2

s．t．2l+5x2S 5

2霹一z2≤0

ol，z2≥0

选取初始点(0．4，0．9)，

91(x1=Xl+5x2—5

跏(z)=2x}一z2

X={(zl，j一2)：0S五≤3；f=1，2)，o∈X

计算结果如下表：

老 江l，22) vQ(x，A，功 弘 Al 沁 ，㈤ Q往)

0 (O，400000，0．900000) 2．308748 103 1．000000 0．800000 ．5．780000 -6．307772

1 (0．592926，0．88128．5) 1．019507 1伊 0．972577 0．684349 ．6．448039 —6．567426

2 (0．658863，0．868209) 0．556398 10b 0．972388 0．649233 ．6．612993 ．6．613088

3 (O．658866，0．868208) 0．556300 106 0．972359 0．649231 ．6．612997 ．6，613089

上表中显示，算法中止于z=(0．658866，0．868298)，函数值是，(z)=-6．612997。

事实上，目标函数的最优点是(O．658872，0．868226)，最优值是-6．613086。
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第三章 一类光滑的近似精确罚函数

考虑有约束非线性规划问题

§3．1 引言

(P) rain，扛)，z∈S

其中s={z∈xI负(z)s o，i=1，⋯，m)，恻11．+im+。，扛)=+oo，G(P)c
intX,

G(P)表示阎题(P)的全局最优点集，

传统的罚函数p(z)的定义为

f：0，z∈S；
p(z)={

【>0，工譬￡

相应的罚问题(B)定义为

ra牦ixn他)+坤(z)·

对于这类罚函数，已经证明：若p(z)为简单光滑的，则p(刁一定不是精确的

若p(z)是简单精确的，则p(。)一定是非光滑的．

现在我们构造如下形式罚问题(甓)：

(《)m⋯inPc(训H㈤+p善比㈤)
其中p>O，O<‘<矩nra堆in．)(一吼p‘))，记三(‘)，G(‘)分别为所对应问题局部极小点
集合和全局极小点集合，矿∈己(P)，

则容易得

A@扛))：?o' 虫(工)s一‘
七≥3为正整数

【(m(。)+E)‘，虫(。)≥一￡

V仇c吼扛，，={：：吼。￡，+。，。一。v吼。z，，：：：；蓁二；
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嘲曲譬b茹嚣眦∽
及

gi(x)≤--E

吼(z)≥--￡

m

∑A(鲰(茹+))=∑(取(矿)+￡)k IIZ(z’)雌
‘=l iEI(z’、

(gi(x)+E)七=露(z)+％1乳k一10k+⋯+吐一1虫(z)￡七一1+s七

=露(。)+％岔一1(。弦+⋯+七吼(z)￡‘一1+，．

§3．2主要结果

足理3．2．1看

‰。≥彬，p2笔酱，
则G(P)中的矿是它所对应的罚问题(圪)的近似全局极小解，其中

o<‰s。∈(s+；。脚))＼(Gmin(尸)托，聊∥z)一m’)，

o<‰(黝)-。∈x＼(sm+i：n。日(口，1))m≯m(z)，

且对所有z∈x＼够+￡oB(O，1))，有If(z)I S M．

注：由于

‰御以p 2笔锻铲，
有

U(kek-19,o(Zo)一fTL￡‘)2 M+，(o‘)+r／e，。。一rh，‘。=M+，(z’)>0

(3．1．1)

(3．1．2)

它隐含了％E扣·％(黝)一眦★>o，及o<￡<丝毫堕。
证明 ga于XCz∈s＼G(P)，成立．，(z)>，(z+)．于是对任何El>o，存在仇，>

O，对所有z∈趴(G(P)+EIB(O，1))，成立，(z)≥f(x’)+啦。．所以，存在O<￡o<

31
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E1，以及氇，。。，使得0<仇，。。≤仉，，当z∈(s+￡oB(O，1))＼(G(P)+elB(O，1))，成

、-Yf(x)2，(茹‘)+％，。，所以

蚝‘占+即耳以1)ra)、i(倒n P)“，F帆l”，@)一，@‘)芝仇，e。>0

此外由m聱m(z)是连续函数，及x＼(S+eoB(O，1))是紧集，这里B(日，1)=缸∈
t

舻：IIxll<1)，故成立

≈∈x＼(跏min。B(d，1))m≯m(动2‰(如)>0

其中to∈(1⋯．，m)，XO∈x＼(s+eoB(O，1))．

这里分两种情况来讨论：

(1)z∈(S+eoB(O，1))＼(G(P)+ElB(e，1))；

(2)z∈x＼(S+￡oB(e，1))．

对于情况(1)，我们有

只(钏)=m)+p∑见(肌(z))
{=】

≥，∽

≥，(矿)+仇。。。

≥I(x‘)+#Tru二‘

≥Jf(，)+p∑儿(肌(矿))
‘=I

=B(矿，p)．
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对于情况(2)，我们有

m

只(曩p)=他)+p∑既(历(工))
‘=I

≥一M+肛(m。(￡o)+￡)‘

≥一M+七I蛞‘～gio(xo)+‘店‘

>一^f+^4+f(z‘)+仇，￡D

≥f(x’)-I-p竹∥

≥f(x’)十弘∑A(鲰(矿))
t=1

=只(矿，E)．

由此可知，对任意z∈x＼(G(P)+￡1B(O，1))，成立

只(z‘，_u)≤只(z，p)．

这表示G(成)c c(P)+elB(O，1)，

所以，对z孟∈G(巧)，存在矿∈G(P)，使得

Iz乙一，Il≤￡l

定理3．2·2若存在一矿∈G(尸)n intS,艰∈G(昂)，则当p>嚣写，成

立z芝∈intS，其．epo<￡<哑n(一gi(z+))，m>o由【7】中的定理所确定．
证明 由矿∈G(P)NintS，知存在E>0，使得o<￡<哑n(一吼(矿))-则

因为

所以对任意“>0

腓(鼽(矿))=0，Vi=1，．⋯价；

gi(z’)<一E，Vi=1⋯．，m

m

只(矿，p)=f(z+)+p∑p．(gi(z‘))=f(z+)，
i=l
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假如定理不真，如z：之int S则存在一如∈{1⋯．，仇}，使得‰(z；)2 o，和

见(甄(《))=(％(z；)+E)‘

=蘸(‘)+七!磐1(z：弦+⋯+的％(z：)￡‘一1+≯

只(z；，p)=，(z：)+p∑乳(取(z：))
‘=1

=，(《)+弘( ∑ 见＆(。：))+ ∑ A@(《))
炬{幻‘忙；)S—f) iE{i：一￡<卯(￡；)<o)

+∑融(肌(。洲
‘E{i：肼(。：)20)

≥m；)+p∑乳@(z：))
埏{t：m(吒)≥o)

=m：)+／z∑(皿(z：)+￡)‘
‘∈f‘锄(；：)三o)

≥，(z：)+ ∑ k肛¨吼(z：)+扩肛
i∈{i：乳(z：)20)

≥m；)+瑚∑max(O，毋(。：))+瑚一
l

>f(x‘)

=只(矿，p)．

这与zk∈G(巧)矛盾，故有z品∈int s

定理3．2．3如c(P)c S＼int s，BPG(P)A int S=O_且clS=c1 intS,z：∈

G(E)，则当p>max{孝b，善)足够大，其中E，一>o适当选取，成立瑶E
int曼

证明 由G(户)c S＼int S和clS=cl intS，对r∈G(P)C S＼int S存在一

点列{zI)C intS，使得li珥‰=矿。

固定某‰，且。b∈int S。令0<￡<min(一甄(zb))，此外，存在一一>0，使

得0(，(zb)一f(z’)S一．这样对所有i=1，⋯，m，成立

肼扛七o)<一E， 和挑(卯0b))=0

34
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于是
，n

P。(zko，p)=，(zb)+p∑乳(吼(zb))=f(xko)．
‘=1

若定理不真，即假定￡：∈int S，则存在一菇E{1⋯．，m)，使得％(z：)≥o，和

只(茁；，p)一只扛七o，p)=，(茹：)+p∑终(肼(z：))--f(xb)
i=1

=，(z：)+p( ∑ pc(鲰(z；))+ ∑ “(鲰(《))
‘E{i：卵(2；)S—f) {∈{t：一f<毋(￡；)<o'

+ ∑ A(函(z堋一mh)
‘∈{‘：m(z：)20)

≥m；)+七心扣1∑吼(z：)+∥
ie{i：adz；)>o}

2，(‘)+肋∑max(O，鲰(z；))+肛‘一，(z幻)
i

≥，(矿)一，(z七o)+^啦‘

≥一￡7+肛‘

>0，

其中_‘‘>蓦>0。这表示
‘

只(zb，p)<Pc扛：，／z)

这与zk E G(焉)矛盾，散有壤∈int曼

定理3．2．4如存在r∈G(P)nintS，则当p>西tl,o>o足够大，其中o<
￡<唑n(一gi(x’))，脚>0如文献【7】定理所确定，则z‘∈G(巧)a

证明由矿∈G(P)nintS，令0<￡<min(一9{(矿)，此外，存在￡。>0，使得

o(z’，￡。)={z∈x：fIz一窖‘If<￡。}c intS

对一切z E o(x。，矗)成立

鼽@)<一￡， V i=1，．．．，rft．

下面得考虑四种情形：
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这样

所以

从而

且

(1)如z∈O(X*1矗)，贝lJg,(z)S一￡<0，i=1，⋯，m·且

f(z+)≤，仁)，船慨缸))=P,Cg,(z’))=0，Vi=1，．．．，m．

m 饥

只p，p)一只(矿，p)=，(z)+p∑p￡慨(z))一f(x’)一p∑融慨(z+))
i=l i=l

=f(z)一f(x‘)

≥0，

足0+，p)≤只(o，p)．

(2)如z∈OS 4-eoB(O，1)，CO>0，这里有两种情况：

(i)z∈Sn(8S H-eoB(O，1))时，f(x+)≤厂(z)， ．

m

只(。，p)=，(。)+p芝二p。(肌(。))≥，(z)≥f(z+)=只(z+，p)Vp>0．
i=l

(ii)z∈(x＼s)n(as+eoB(O，1))时，存在io∈{l，⋯，m)使得％(。)>0
m

只(z，p)一足(z’，p)=，(z)+p乏：既(皿(￡)一，(z‘)
‘=1

≥m)+p∑(鲰(z)札)‘一m’)
坨{{：乳(z)≥o'

≥，(z)+％肛‘一1∑max(O，乳(z)+肛‘一，(z’)
i=1

>f(z’)一f(z‘)=0

足(z，p)>只(o‘，肛)．

(3)z∈s＼(o(z+，￡。)u(aS+eoB(O，1))，显然有

S＼(D(工‘，矗)u(aS+eoB(O，1))c intS

f(z‘)≤，(z)，

36
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这样
仇

足(z，p)=，(￡)+p芝二终(吼@))≥，(z)≥／(x‘)=只(。+，肛)．
t=l

(4)z∈x＼(s+eoB(O，1))，则存在io∈t1⋯．，m)使得鲡p)>0

仇

只(。，p)一Pdz',p)=m)+p∑p。(m(z))一f(x+)
i=1

≥m)+≈肛扣1∑鲰(z)一f(z‘)
t∈{i：乳(z)20)

≥／(z‘)一／(z’)=0．

对所有的z∈X，成立只(z，p)2只0。，p)，故由(1)-(4)，我们得如下结果

如矿∈G(P)nints，Rp>两／．to>o，她+∈G(《)．
定理3．2．5如

z‘∈G(P)nintS，《∈G(乓)，

足够大，其中o<￡<呼n(一gi(x‘))，伽>o如文献【7】定理所确定，则z：∈G(P)一
证明：由定理3．2．2，如r∈G(P)N intS，p>刃Pc >o充分大，贝JJxp*∈

intS，现证z：∈G(P)·

如定理不真，即假定矿∈G(尸)，贝1]5Lz’∈o(v)n intS，有，(r)<，(￡：)

m

m：)+p∑乳(取(z：)≥m：)>f(z’)=足(矿，p)
I=1

这与z：∈G(巧)矛盾，所以z：∈G(P)

定理3．2．6如e(P)C S＼intS，EPG(P)ointS=O，．且clS=cl intS且有关定

理的条件均成立，则G(巧)n G(P)=0，但对于z：∈G(只‘)，存在r∈G(P)，

使得

lI。：一。‘II<￡l，0<，(z：)一／(z’)<gllI(x+)眇．

37
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证明由定理3．2．3，当p>max(≤等，蓦)>o充分大，则z；∈G(《)n
intS．此外，由于G(P)n intS=饥则z：∈G(P)．同样地，由矿∈c(P)c S＼intS，

我们得矿弓G(咒)，这表示

G(巧)nc(P)=0．

如令o<‘<埏，ra＼Ji(n。。)(一鲰@’))，则

0>只0：，p)一只p’，p)

=，o：)+p∑鼽(历p；))一J(z‘)一p∑P；(皿@‘))
‘=1 ‘=l

=，(z；)+p( ∑ (贝(《)+￡)‘+ ∑A(鳜(。：))一，(矿)
lEfiPe<sdz；)<o) i∈{t：肼(《)S—f}

一p∑(肌(，)+￡)‘
iel(x’)

=m：)一m‘)+p ∑ (9{(￡：)札)‘一肛llf(x’)胪
iE{i：一e<靠(￡二)<o)

显然对i∈{t：一￡<肌(z：)<o)，我们得出

乳(。：)+￡>0，

这样

(乳(屯)+￡)2>0．

此夕}，由z：∈intS，z‘∈G(P)，有，(z‘)<，(z：)

o<歹(《)一，(￡‘)<芦II，(。‘)J|￡‘一 ∑ (鲰(《)+￡)‘<肛《，(z’)l婷‘．
iE{i：一￡<m(吒)<o)

此外从定理3．2．1得，对z：∈G(0)，存在z’∈G(P)，成立

0z：一矿If<￡1．
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§3．3算法及数值试验

本节我们给出一个求解指对数型乘子精确罚函数问题(B。)来寻求原问题(P)的

解的简单算法，然后通过数值计算说明算法的有效性．

算法

步1给出初始肛>o充分大(如100)，凡>0 i=1⋯．，m有限(如九=1)，f>

0充分小。

步2作

(巧) 赌足(础)=m)+p∑仇(毋(。))，
给定初始点护∈X。

步3用任一局部极小化方法，从一∈x出发求局部极小点z毛，若

flyrQ(z丸，A，p)l|<e，

则停止，否则转下一步。

步4令p：=舢，P>1，转步2。

下面我们对一些算例进行求解。我们用FORTRAN 95为其编程在硬件环境

如下的计算机上运行：CPU INTEL 1。7G，RAM 256M。

运行结果用表格列出

算例1：

rain，(z)=z；4-z；一cos(17x1)一cos(17x2)+3

s．t．gl(x)=(。1—2)2+z；一1．62≤0，

卯(。)=z}+(z2—3)2—2．72s 0，

0≤≈≤2，i=1，2．

算例l是一个22个内部局部极小点的非凸问题，它的全局最优点是矿=(0．7255，0．3993)，

全局极小值是，+=1．8376．计算结果如下表：

七 扛l，02) VQ(x，A，p) p l(x) G忙)

0 (2．000000，1．000000) 0．523346 9．123734 1．440000．1．710000

l (O．4396137，0．3538310) 0．245265 103 1．982740 1．5960326E-06．-9．4529822E-02

2 (0．7250262，0．3901594) 0．023545 104 1．837505 -0．7751137，3．4200879E-05
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算例2：

rain，(z)=一25(zl一2)2一(z2—2)2一(z3—1)2

一(z4—4)2一(X5一1)2一(z6—4)2

s．t．(。3—3)2+z4≥4

(z5—3)2+z6≥4

01—322≤2

--21+z2≤2

01+勋≤6

z1+现2 2

0 S zl S 6

0≤z2 1 8

1≤z3≤5

0≤z4≤6

1≤z5≤5

0≤x6≤10

这个问题在可行域中共有18个局部极小点，其中矿=(5，1，5，0，5，10)是全局极

小点，全局极小值是广=-310．计算结果如下表：

k 扛l，z2) V口(z，A，p) 工‘ ，(o) G扛)

0 f3．000000 3，000000 1，000000 1．000000

3．000000 3．000000 2．772543 —36，00000 —8．000000-2．000000

3．000000 3．000000、 0．0000000E+00-4．000000

1 f 5．000000 1．000000 0．0000000E+00 0．0000000E+00

5．000000 0．0000000E+oo 0 435626 103 —290．0000 0．0000000E+00—6．000000

5．000000 0．0000000B+001 0．0000000E+00-4．000000

2 f5．000000 1．000002 ．0000000E+00-8．132071

5．000000 0．0000000E+00 0．456786 10' 一291．0740 ·5．7220459E-06—5．9999鹪

5．000000 8．132071) 1．9073486E-06-4．000002

3 f5．000000 1．000000 0．0000000E+00-10．00000

5．000000 0．0000000E+00 0．023155 106 ．310．0000 0．0000000E+00—6．000000

35．000000 10．00000) 0，0000000E+00-4．000000

40
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算例3：

IIII儿一工一Ⅳ

s．t．|，≤2x4—8x3+8x2+2

Y≤424—32x3+88x2—96x+36

0≤zS 3

0≤FS 4．

该算例的可行域几乎是不连贯的，我们所知道的全局最有解是：矿=(2．3295，3．1783)；

，(矿)=--5．5079．计算结果如下表：

l k 01，z2) V0(工，A，p) p f(x) G(￡)

Io
(1．500000 2．000000) 0．52硼 ．3．500000 -1．125000—0．2500000

(2．329525 3．178485) 0．245265 lOs ．5．508010 一4．9503582805 1．5267196805 l

算例4：

min 37．293239x1+0．8356891x1奶+5．3578547x；一40792．14l

s．t．--0．0022053x3xs+O．0056858x2x5+0．0006262xlx4—6．665593≤0

0．0022053x3x5—0．0056858x2xs一0．0006262xlx4—85．334407≤0

O．0071317x2x5+0．0021813x；+0．0029955xlz2—29．48751 s 0

-0．0071317x2x5—0．0021813x；一0．0029955xlz2+9．48751≤0

0．0047026x3x5+0．0019085xax4+O．0012547xlxa一15．699039≤0

-0．0047026xax5—0．0019085x3x4—0．0012547xlz3+10．699039≤0

78≤2l S 102

33≤现≤45

27≤03 S 45

27 S孔≤45

27≤奶S 45．

我们所知道的全局极小点为：矿=(78，33，29．9953，45，36．7758)；，(z‘)=

41 ．
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-30665．5387
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计算结果如下表：

七 (zl，z2) V0(o，A，p) 弘 ／(x)

0 (90．00000 33．00000 35．00000 35．00000 40．00000) 23．45435 ．27863．90

1 (83．73555 32，98778 30，22352 34．99693 38．97875) O．235656 103 —29698．23

2 (82．93620 32．98778 30．22874 34，99778 38，98085) 0．073¨425 104 ．30101．58

3 (78．00000 33．00000 29．99525 45．00000 36．77581) 0．034546 105 ．30665．,54

算例5：

millXl+Z2+z3

s．t．-1+o．0025(z4+$6)≤0

—1+o．0025(一x4+05+X7)S 0

—1+O．01(-xs+x8)≤0

lOOxi—zloe+833．33252X4—83333．333 S 0

02翻一勋z7—1250x4+1250x5S 0

Z325一X3：Z8—2500x5+1250000≤0

100≤工t S 10000

1000≤现S 10000

1000≤z3S10000

10 S z4 S 1000， 10≤X5≤1000

10 S z6≤1000， 10 S z7≤1000

10≤zs S 1000．

这个问题的最好的解是：矿=(579．31，1359．97，5109．97，182．02，295．6，217．98

286．42，395．60)；I(X’)=7049．25．计算结果如下表

老 (卸，02) VQ(x，^，弘) 弘 ，(￡)

0 (90．00000 33．00000 35．00000 35．o0000 40．00000) 23．45435 ．27883．90

1 (88．73555 32．98778 30．22352 34．99693 38．97875) 0．235658 10s -29698．23

2 (82．93620 32．98778 30．22874 34．99778 38．98085) 0．073425 104 —30101．58

3 (78．00000 33．09090 29．99525 45．00000 36．77581) 0．034546 10s -30665．54
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第四章 有约束极小化的另一全局近似精确光滑罚函数

§4．1引言

考虑约束非线性规划问题

(P) rain，(z)，。∈S

其中s=伽∈Xl鱼≤0，i=1⋯．，m)是一个紧集，令x是一个包含s的大的箱
子集，即SCX．

对于上述问题，现在我们构造如下形式的罚问题(只)：
一tn

(只)翼霉Po，￡)=，(。)+；∑(max{o，皿(z)+E))i，￡>0，
／=I

同样记工(P)，G(尸)分别为问题(P)的局部极小点和全局极小点的集合，F4G(P)C

intX．在下面的一节中我们将证明函数P(z，E)具有一些好的性质．

首先我们给出下列引理：

引理4．2．1如果

§4．2主要结果

O<‰≤。∈(s+。。即，I)、(miGn(P№B㈣m)～m’)，
其中0<印<￡I，B(口，1)=如∈印：忙lf<1)．那么存在‰使得

％(z。)-。∈(“ra。i州n))m≯职(z)>0．
证明： 因为对于z∈S＼G(P)，它满足，(z)>，(。，)，因此对于任意的旬>

0，存在t7￡1>0，使得对于所有，我们有，(z)≥，(矿)+叩￡l，因此存在0<￡。<

￡l和0<仇l。o≤雀l，当

有

2∈(s+￡oB(O，1))＼(G(尸)+￡1B(O，1))

，p)≥f(z‘)+雀1Eo
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这表示

‰s蚝(s+。。州raMinP)“，州))，(z)一m‘)，

进一步，因为mF鲰(￡)是一个连续函数，并且x＼(S+eoB(O，1))是一个紧集，因
此

弛㈤=；∈陬ra。in口(口，1))m≯鱼(。)>o，

这里如∈{i，2，⋯，m)，互o∈X＼(S+CoB(O，1))

定理4．2．1如果

‰≥掰；>。，吉≥；坠篆Lxo产>。，￡2 o ‰ J

那么G(尸)是(只)的一个近似全局极小集．

挠岘”2掰；>。音：；坠篇tzo产>。俐脯￡i d no J

；Tg,o(ZO)一傩§≥M+，(z·)+仇，。。一％，。。=M+，(z·)>o‘ ￡2

它蕴含着

也就是

证明：分两种情况

；％(训一撇>o，

o<￡<百39,o(ZO)

(1)z∈(S+EoB(O，1))＼(G(p)+E,B(e，1))

(2)工∈X＼(S+￡oB(8，1))
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针对第一种情况，我们有

尸o，￡)=，o)+÷￡(max(O，mo)+￡))§
’i=l

≥，(z)

≥／(z‘)4-仇，。。

芝／(z‘)q-眦{

=f(x’)+_1一,hA
．m

≥，(。‘)+；E(max(O，班(z‘)+E))；
’i=1

=尸(矿，￡)

针对第二种情况，我们有

P扛，￡)=，p)+；￡(max(O，鲰(z)+￡))；

2一M+；(‰(知)+￡)；

>一M+；1(互3吼。(如弦；-1+E1)

>一M+万1【互3‰(知))

≥一』订+M 4-，(z‘)+班。。。

≥f(x+)+膨}

=f(z’)+-．1r,让l

≥，(矿)+÷￡(max(O，gi(z’)))；
’t=1

=P(z‘，￡)，

因此，对于所有的z∈X＼(S+EoB(O，1))我们有P(矿，￡)≤P(z，￡)，这蕴含着

G(只)c G(P)+elB(O，1)，

也就是对于z：∈G(只o)，存在矿∈G(P)，使得忙’一x；Il S El

定理4．2．2如果G(P)nintS≠O，那么存在z‘∈e(P)nintS，z：∈G(只)，
1 o

当{≥；脚，我们有z：∈intS，这里o<￡<min(一皿扛+))，脚是由【7】定理确定
￡2 o l
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证明：由z：∈cCP,)，存在E>0，以至于0<￡<min(一肌(。))，对于所有
I

的i=l，2，⋯，m，因此有

max(O，gi(x。)+∞=0．

因为对于所有的i=1，2，⋯，m，gi(x‘)<一￡，li目Y比

Pp‘，￡)=，@+)+；∑(m觚(o，gi(X*)+E))l=l(z‘)．
。i=1

对于任意￡>o，0<f<哮n(一gdz))，如果定理不成立，也就是说z：g intS，那

／ag-在．io∈{l，2，⋯，m)，它满足％(z：)≥0，并且

(max(o，甄(z：)+￡炉=(‰(矿)+￡))2≥；甄p·弦；+￡2

(因为‰∽)+￡)i=皖∽)+3鳐(z：)卧‰0班2+￡3)；，和(凯(z：)E；+￡；)2=
；鲧(z：k+2；甄(z：)f2-I-￡3)，因此，

P(。：，￡)=，(《)+；( ∑(max(O，职(《)+E))；
。{‘狮(《)S—e)

+ ∑(max(O，肌(￡：)+￡))；
{i：一#<虫(z：)<o)

+ ∑(max(O，肌@：)+￡))；)
{t：靠(￡；)≥o)

≥，僻)+；1∑慨∽)十f)；
。{i镪扛：)20)

2，(《)+；∑(耘∽)￡；+￡})
。{l：鲰(呓)20}。

训小瓯3 1怎>o)她m5
2，o：)+伽 ∑ max(O，gt(工：))+￡；

{i：取(z：)20)

≥f(z’)+￡女

≥P(矿，￡)+￡}

>P(z‘，￡)

这与《∈G(只)矛盾．因此

o：E intS
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其中o<￡<min(rain(一肌(矿))，(：)2．oh
I ‘

定理4．2．3如果c(P)c S＼mtS=aS，即G(P)nintS=毋，且dS=dints，

z：∈G(只)，则对适当选取的E>0，一=￡；>0，当；>max(去铣，南)时，成

立《EintS．

证明：mG(P)C S＼intS，以及cfS=dints，对于矿∈G(P)c S＼

intS，存在序列{瓢)c i疵s使得lip孤=矿。从而对固定的‰，zb∈intS·令

0<￡<mill(呼n(一鲰(￡蛔))'iE，ra＼№in．)(一毋(矿)))，此外，存在一=Ei>o，使得o<
，(zh)一，(矿)≤￡’=￡；。于是热(岳幻)<一￡，以及对于所有的t=1，⋯，m，成

立max(O，gi(zko)+￡)=0，且

e(z如，￡)=f(zb)+；￡(max(O，吼(。k)+￡))§=，(zb)
一i=I

如果定理不真，即z：隹intS，则存在诌∈(1，⋯，m)使得％(z：)2 OR

尸(。：'￡)一P(xb，￡)=m：)+：∑(max(o，毋(z：)+￡))；-I(zb)
’i=1

=，(《)+；f∑(max(O，乳(《)+E))g
。忙m(z：)S—E)

+ ∑ (max(O，吼(z：)+￡))；
”r丽：：)<0)

+ ∑(max(O，鲰(z：)+E))；】一，(zb)
{i：雏(《)20)

≥m：)+；南∑鲰(z：)托1虬mb)
一。

{t：孽l(￡：)芝01

≥m：)+瑚∑max(O，9i(￡：))+￡172一mb)

≥f(x+)一f(wko)+￡1／2

≥一一+￡1／2>0，

其中el／2>一>0。(例如一=e；，El，2>￡，=E；牟净E>G’)2=￡；，这

里1>￡>ON#d,。)这表明P(z：，E)>尸(。知，E)，这与《∈G(只)矛盾。因

此z：EintS。

注根据定理4．2．1，可取o<￡{<(；％窘)；；根据定理4．2．2，可取孝>者>
；脚，从而o<一<击．
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定理4·2·4如果存在一4"x+∈G(P)nintS≠o，则对于o<E<Ⅱ譬n(一历(矿))，

当者>；伽>0，伽>o由11】中的定理确定，则我们有矿∈G(只)．

证明：由矿∈G(P)nintS c intX，令o<￡<哑n(一函(矿))，存在一个矗>
0使得

o(z‘，毛)={。∈X：IIz—z’lf<矗)c intS,

且对于所有的z∈o(x+，矗)，成立gi(z)≤一￡对于所有的{=l，⋯，仇。

有四种情形：

(1)若。∈o(矿，厶)，则盔(z)≤一￡<0，i=1，⋯，m，且

对于所有的i=1，⋯，m，

则

max(O，gi(x’)+￡)=max(O，9i(x)+E)=0，

尸扛，￡)一P(z’，E)=，扛)+；∑(max(O，毋(z)+￡))；
．m

一，(z‘)一÷∑(max(o，gi(x‘)+E))；
．m

=f(x)一f(z+)≥0，

BPP(z，E)2尸(矿，￡)。

(2)若z∈OS-'1-eoB(O，1)，￡o>0，则有两种情形：

(i)z∈(OS4-EoB(O，1))nS，则，(z‘)≤，(。)，且

．m

P仁，￡)=，(z)t：1∑(max(O，肌缸)+￡))；2，(。)芝f(z+)=P(矿，s)
一t=l

对任意口>0。
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(ii)x∈(X＼S)n(8S+￡oB(O，1))，则存在io∈(1，⋯，m)使得‰(z)>0；且

P(x，E)一P(z‘，￡)=，o)+÷∑(max(o，肼(z)+￡))；一f(x+)
’‘=：l

2m)+；∑慨(z)+￡)l—f(z+)
’{i：乳(z)≥o)

2，o)+；；E§一1￡max(O，肌(z))+E1／2一f(x’)
一

i=I

>，(矿)一，(矿)=0，

ePP(x，￡)≥P(x‘，￡)。

(3)若。∈S＼(D(矿，矗)U(8S+￡oB(O，1)))，显然有

S＼(D(z’，矗)u(aS+foB(O，1)))C mrS,

且

，(o’)≤，(o)，

则

P(x，E)=，(z)+÷芝二(max(o，鲰(z)+￡))；≥，(正)2，(z’)=尸(z‘，￡)

(4)若z∈X＼S，则存在io∈(1，⋯，m)使得gu(x)>0，且

尸@，E)一P(∥，￡)=，扛)+；t(max(0，肌扛)+￡))；一，@’)

圳卅；击萎m觚(吣(圳+￡I／2-m1
>，p。)一f(x‘)=0，

即P(z，E)≥P(x‘，￡)·

由(1)-(4)我们知，若矿∈G(P)n intSJR者>；伽>0，则有矿∈G(只)

定理4．2．5如果

z‘∈G(P)nintS≠0，￡：∈G(只)，．

1 O

则当{>；伽>0，这里o<￡<rain(一鲰@。))，伽由【7】定理确定，有z：∈G(P)
Ei J o
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证明：由定理2，2，若

。·∈G(尸)n伽tS， 11>；』正0>0，
E2 u

贝0《∈intS，其中$：∈G(只)．

若定理不正确，即z：车G(P)，则由。：∈intS，矿∈G(P)n intS，我们

有，(矿)<，(z：)，且

P(《，￡)=，(茹：)+：1∑(max(O，吼(z：)+E))；≥，(《)>f(z‘)=尸扛’，￡)，
一t=1

此与《∈G(只)矛盾，从而z：∈G(尸)．

定理4．2．6如果a(P1 c S＼intS=OS，R口G(P)nintS=O，且dS=dints，

定理4．2．3的条件成立，则G(只)nG(P)=毋，但对于。：∈G(只)，存在矿∈G(P)，

使得IIz：一矿||<￡l，且0<，(《)一，(矿)<￡1／2111(z‘)11．

证明：由定理4．2．3，当；>ma)((；墨，南)>o(g"eo<一<￡1／2)，
有《∈G(只)nintS。慨(z：)<0，t=1，⋯，m)进而，由于a(P)nintS=0，从

而。：隹a(P)。同时，根据矿E a(P)c S＼intS=OS，我们有矿车G(只)。若

令o<“‘∈髋．)(一n(矿))，m+)=(江1，⋯，仇：肌(矿)=o)，则

0>P(z：，￡)一P(z。，E)
．m

=，(《)+；2(max(O，鲰(￡：)+￡))§
’i=1

．m

--f(m‘)一；∑(max(o，肌(。：)+E))2
’i=1

=m：)+÷【 ∑ (鲰(《)+e)l
’{i：一c<靠(￡：)<o}

+∑(max(O，n(z：)+￡))；一m’)
{l：甄(z：)曼一e)

一÷∑(虫(，)+￡)却
’{蚝J扛’))

=m：)一，(矿)+：1 ∑ (取(z：)+￡)；一￡172Ill(=’)
’f(I：一e<靠(z：)<0)=，恤‘))

>，(z：)一，(￡‘)一E1／20j(z’)ff
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进一步，根据z：∈intS，矿∈a(P)C S＼intS=OS，成立，(矿)<，(z：)，从而

0<，(z：)一，(r)<￡1／2111(=‘)11．

由定理2．1知，对于《∈G(只)，存在矿∈G(尸)，使得0z：一矿II<E1，因此定理得

证．

注1．若z：∈G(只)cintX，则

V尸(z：，￡)=0

=V，(《)+÷∑V(max(o，虫(z：)+e)){

=V，(工：)+；1∑；(9i(。：)+e)§vgd￡：)
‘{l：乳(z：)>一￡)。

-v／(．’)+； ∑ ；(甄(z：)+￡)；V吼(矿)
。{(咄(z；】>一c)=，渖‘))。

其中假设皿(矿)，i∈，(矿)为线性无关的，因此有

A：圭；；(吼(。：)+e)，／2，i E I(x*)．

根据定理4．2．1，知

，0+)圭，(茹：)，m(z+)圭9i(z：)，V，(r)圭Vgi(￡：)，vgi(z‘)圭V9i(￡：)，i=1，⋯，m．

因此，i∈l(z‘)，0=gi(z‘)圭虫(z：)>一￡，t∈I＼1(z+)，一￡≥仇(。：)圭鲰(矿)，

o<“mm堆in。)}(_西(矿))，(‘：m(《)>一5)=m‘)·
注2．若￡>0充分小，使得z：∈intS，皿(z：)圭gi(x‘)=0，i∈，(∥)，

且一￡2肌(z：)圭虫(z’)，i∈j，＼，(￡‘)，矿∈G(P)，，扛+)<，(z：)，

l(x’)+E1／2||』o+)II=P(z‘，E)≤，(《)+：1 ∑ (9l(z：)+E)372
。“t：一￡<9t(￡；)<o)=，扛’))

贝UP(x‘，￡)=尸(z：，￡)。由《∈G(只)知，P(z：，e)S P(矿，￡)·

注3．f7】中定理如下：

定理4．2．7考虑问题(P)且假设集合．Y是紧集．用Q表示问题(尸)的全局最优解zl，

，工^的集合．假设对每一个≈∈Q，下面的两个条件之一成立：
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(a)VTf(xj)y>0，对任意非零向量∥∈C(xj)nⅣ(≈)； ，

(b)存在向量Ⅳ∈日(巧)使得VTgi(zj)y<0，对所有的i∈，(％)．

则存在实数脚>0使得对于I．t>伽，X1．t是问题(兄)的全局最优解当且仅当钆∈Q．

这里g∈Ⅳ(z)当且仅当存在一串序列{瓠)，弧---+耖以及一串正序列{k)，

九-+0使得z"4-k弧∈X，对所有k，K(z)称为切锥．

1，∈H(z)当且仅当对于x中的收敛到z的每一串序列Xk，存在一串正序列{儿)收

敛到。使得zI+Ay∈X，对所有A∈(0，k)，日(z)称为超切向量锥。H(z)cⅣ(z)．

Y∈C(z)当且仅当VT职(z)s，S 0，对于每一个i∈，(。)，z∈x，其中丁(z)=

0=1，⋯，m：P(x)=鲰(z))且P扛)=max(O，甄(。)，t=1，⋯，m)．

问题(巴)如下：

(黝 m删inm)+胪(。)

§4．3算法及数值试验

本节我们给出一个求解罚函数问题(只)来寻求原问题(P)的解的一个算法，

然后通过数值计算说明算法的有效性．

算法如下：

步1给出初始E>0，E>O充分小(例如E=O，01，E=O．00001)。

步2作
一tn

Pp，￡)=，o)-4-÷∑(max{o，m@)+E))；，
。i=l

给定初始点zo∈X．

步3用任一局部极小化方法，从zo∈x出发求局部极小点z：，若||VTP(z‘，E)II<

E，则停止，否则转下一步．

步4令￡=杀，转步2。
■V

下面我们对一些算例进行求解。我们用FORTRAN 95为其编程在硬件环境

如下的计算机上运行：CPU INTEL 1．7G，RAM 256M。

运行结果用表格列出
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算例1： ．

min，(z)=。：+z；一COS(17x1)一cos(17x2)+3

s．t．ga(。)=(zl一2)2+z；一1．62s 0，

92(x)=z}+(z2—3)2—2．72≤0，

0≤黾≤2，i=1，2．

算例1是一个22个内部局部极小点的非凸问题，它的全局最优点是矿=(0．7255，0．3993)，

全局极小值是，+=1．8376

计算结果如下表：

k I(z) ￡

1 (1。1) 5．550327 10—3

2 (1．101169，1．101011) 3．441944 10—4

3 (0．8053394．0．8051808) 3．431020 10—5

4 (0．7000732，0．3899146) 1．914345 10—6

5 (0．7251187，0．3991908) 1．837547 10—7

算例2：

rain，(。)=一25(zl一2)2一(X2—2)2一(z3—1)2

一(z4—4)2一(z5—1)2一(X6—4)2

s．t．(z3—3)2+z4≥4

(。5—3)2+z6≥4

zl一3x2≤2

--2：1+z2 S 2

zl+02≤6

z1+z2 2 2

0≤zl≤6，0≤2：2≤8

1≤X3≤5，0 S 274 S 6

1≤X5≤5，0 S 2：6≤10

这个问题在可行域中共有18个局部极小点，其中r=(5，1，5，0，5，10)是全局极

小点，全局极小值是f+=一310．计算结果如下表：
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算例3：

k 扛l，⋯，26) l(z) ￡

I (3，3，3，3 r 3，3) ．36 10—3

2 (5，1，5，5．009949，5，3．997948) ．259．0200 10—4

3 (5，I，5，1．757979，5，3．997948) -263．0267 10—5

4 (5，I，5，0，5，10) -310．0000 10—6

n'iln一工一∥

s．t．YS 2x4—8x3+8x2+2

Y兰4x4—32x3+88x2—96x+36

0≤oS 3

0≤Y≤4．

该算例的可行域几乎是不连贯的，我们所知道的全局最有解是：

矿=(2．3295，3．1783)；l(z‘)=-5．5079．计算结果如下表：

七 扛1，·．-，z6) l(z) ￡

1 (0．6000000，0．8000000) -1．如0000 10—3

2 (O．6116033，3．442105) -4．053708 10—4

3 (1．599621，2．820364) -4．419985 10—5

4 (2．329527，3．178482) ．5．508009 10—6
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算例4：

rain 37．293239x1+0．8356891xlX5+5．3578547x；一40792．141

s．t．-0．0022053x3x5+0．0056858x2x5+0．0006262XlX4—6．665593≤0

0．0022053xax5—0．0056858x2x5—0，0006262XlX4—85．334407≤0

0．0071317x2。5+0．0021813x；+0．0029955x1．T2—29．48751≤0

—0．0071317x2。5—0．0021813x；一0．0029955xlz2+9．48751≤0

O．0047026x3X5+0．0019085XsX4-1-0．0012547xlx3—15．699039≤0

-0．0047026x3x5—0．0019085x3x4—0．0012547z’lX3-1-10．699039≤0

78 S 01≤102

33≤z2≤45

27≤z3≤45

27S z4≤45

27≤z5 S 45．

我们所知道的全局极小点为：

矿=(78，33，29．9953，45，36．7758)， ／(x‘)=-30665．5387．

计算结果如下表

七 扛l，·．．，06) f(x) 5

1 (90．00000，33．OO000，35．00000，35．00000，如．00000) ．27863．90 10—3

2 (88．73555 32．98778 30．22352 34，99693 38．97875) ．29698．23 10—4

3 (82．93620 32．98778 30．22874 34．99778 38．98085) ．30101．58 10—5
—

4 (82．63790 32．98778 30．24487 35．00041 38．98732) ．30116．7 10—6

5 (78．OOOOO 33．00000 29．99525 45．00000 36．77581) ．30665．54 10—7
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第五章 求全局最优化的填充修正打洞函数法

§5．1 全局最优化的基础知识

最优化问题是研究最优解的性质和算法的--]'-j应用性很强的学科，最优化问

题的一般形式是：

rain，(z) (5．1．1)

s．t．z∈S

其中S=缸∈尼。：gi(x)≤0，i=1，2，⋯，订，称s为可行域，，(z)：R“一÷R，

称，(z)为目标函数。

因为max{](z)：z∈研=一min{-f(=)：z∈研，所以最大化问题包含在

上面模型中。进而，由于9i(x)≥0等价于一gi(z)S 0，9i(x)=0等价于吼(z)≤0

和一9i(￡)≤O，我们看到(5．1．1)包含了许多其它类型的约束。

如果可行域是整个n维欧氏空间，那么下述问题称为无约束最优化问题：

min f(z) (5．1．2)

s．t．o∈形．

如果S是一个多面体时，称问题(5．1．1)是线性约束的；此外，若目标函数也是线性

的，该问题称为线性规划问题。当(5．1．1)中出现的函数至少有一个是非线性的，

该问题称为非线性规划问题。当目标函数，和每个约束函数负都是凸的时候，

问题(5．1．1)称为凸规划问题．有时，当，是凸函数，S是凸集时，问题(5．1．1)也称

为凸规划．

在本文中，为了方便统称问题(5．1．1)和问题(5．1．2)为原问题。如果不加特别

说明”0始终表示欧几里得范数；W(z)表示，(z)在点z处的梯度；V2／(z)
表示，(z)在点z处的Hesse矩阵．

定义5．1．1．点矿∈S称为一个局部极小点，如果存在某个E>0，对于所

有满足峪一rl}S E的z∈S，成立，(矿)S，(z)，而，(z‘)称为局部极小值．

定义5．1．2．r∈S称为一个全局极小点，如果对于所有z∈S，成立

y(z’)≤，(z)，而，(矿)称为全局极小值．
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在无约束全局最优化问题中，凸规划具有很好的性质，也就是当目标函数是

凸的，可行域也是凸的时候，凸规划的每个局部极小点就是全局极小点，所以我

们可以应用求局部极小点的方法，求得全局极小点，已有的局部极小化算法对它

都是有效的．而对于非凸的、有约束问题在求解局部极小点时都会交得很困难，

因此求解全局极小点就更加困难，这样就使我们在求解全局最优化问题时面临很

多困难，所以我们首先要研究目标函数在可行域S上的局部和整体性质。为此，

我们首先回顾一些基本概念，下面的定义和定理在大部分最优化的教材上都有叙

述和证明，可以参考【11，66】．

定义5．1．3．函数，在s上的下确界，记作in“，(z)：。∈研，是，在s上

的最大下界；函数f在s上的上确界，记作sup{，(z)：。∈毋，是，在s上的

最小下界．

定义5．1．4．在S c尼。上的一个实值函数，称为李普希兹函数，如果存在

一个常数L=L(f，S)>D，使得对于所有工1，z2∈S，有

II(z2)一，扛，)l≤LlJx2一z-0，

其中二称为李普希兹常数．

定理5．1．1．设S c舻是凸的，，在包含S的一个开集上连续可微，并且

在S上具有有界的梯度，则，在S上是李普希兹函数，且其李普希兹常数为

L≥sup{llvf(z){I：z∈s)．

定义5．1．5．Sc f矿称为闭集，如果S包含所有收敛点列{z。}c S的极限

点；S c舻称为紧集，如果S是闭的有界集．

由函数在紧集上的连续性，我们可以得到下列著名的魏尔斯特拉斯定理：

定理5．1．2．如果S是形中一个非空紧集，f(x1是S上的连续函数，那么

，(工)在S上至少有一个全局极小(极大)点．

定义5．1．6．集合S∈jp上定义的实值函数，在S上的点。处称为下

半连续，如果有f(x)=liminff(y)；，在S上的点z处称为上半连续，如果有

f(z)=lim sup，(”)．

容易看出。函数在茁点处既下半连续，又上半连续，则它在z点处连续。在

定理1．1．2中如果将，的连续替换成下半连续(上半连续)，那么定理仍然成立。
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定义5．1．7．在凸集C上函数，的上方图epi(f)表示为：叼f(，)={(z，r)∈

C×R：r≥，(z))。

在极小化问题和凸性的研究中，下半连续的表现形式和重要性与下面的结果

有关：

定理5．1．3．设S是形中一个非空闭集，，是S上任意一个函数，则下列

条件是等价的：

1．在S上，，是下半连续的．

2．对于每个Ot∈R，L(，；01)={茹∈S：／(z)S口)是闭的．

只在舻+1中，上方图epi(f)是闲集．

定义5．1。8．定义在jp中的函数，p)舔为强制的，如果有．，蹲m，(。)=+oo。
l陋¨--．4,OO

对于无约束最优化，其中S=舻，若，是强制的，则全局极小点的存在性

问题可以借助定理5．1．2来讨论。 、

定理5．1．4．若／(z)是强制的，并且连续，则／(z)在Rn中至少有一个全局

极小点．

下面给出一些关于局部和全局极小点的性质。

定义5．1．9．向量d∈jp称为点矿处的可行方向，如果存在A‘>0，使得

对于每个0<A≤”，有矿+Ⅻ∈S(S是问题的可行域)．

令，在点r的一个邻域内连续可微，并且令d∈尼1满足矿V，(矿)<0，

其中表示式矿W(z’)是在矿处沿方向d的方向导数。对于固定矿和d，函数
，@++Ad)描述了，沿射线伽=矿+M，A≥o>的情况。因为

f(x‘+A国=／(x+)+),drV／(z++8A固，

这里0<口<1是某个确定的数。所以drVf(X+)<0蕴含着存在某个天>0，

使得对于每个0<A≤灭，有／(z’+Ad)<，(∥)。也就是，可以沿方向d，使，

局部地下降。所以我们有如下定理：

定理5．1．5．假设函教f(x)在一个包含S C舒的开集内连续可微。若r是

的一个局部极小点(相对于S)，则对于每个可行方向d，都有dTVf(x‘)≥0．

定义5．1．10．点矿∈S称为平稳点，如果对于每一个可行方向d，都有

drV／(z‘)≥0．
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对于一般问题来说，平稳点并不一定是极小点，但是对于凸规划问题，我们

有下列定理：

定理5．1．6．若，是一个在包含S的开集内连续可微的凸函数，并且S是

一介凸集，则矿∈S是一个全局极小点，当且仅当矿是一个平稳点．

定理5．1．7．凸函数，：S．+R(其中S∈RrI是凸的)的每一个局部极小点

也是全局极小点．

定义5．1．11．凸集S边界上的点z称为一个极点，如果不存在互异的两点

ol，。2∈S，使得z=，k1+(1一A)茹2，0<A<1．

定理5．1．8．紧的凸集S c舻上的凹函数，：S．÷R，可以在S的某个极

点取到它的全局极小值．

从实践和理论两个方面来看，函数逼近是数学规划中的一个基本问题，在非

凸优化中，函数的凸包络是一个重要的逼近工具。

定义5．1．12．设，：S_÷R是下半连续函数，其中S是舻中非空凸集。则

，(z)在S上的凸包络是指满足如下性质的函数F(z)：

1．F(z)在S上是凸的．

2．对于所有o∈S，F(。)≤，(z)．

3．若九(z)是任意一个定义在S上的凸函数，并且，对于所有z∈S，h(x)≤

，扛)，则对于所有的z∈s，有h(x)SF(。)．

根据这个定义，函数的凸包络实际上是该函数在S上最佳一致的凸下方估

计。每个具有凸可行域的非凸优化问题，都相伴着一个具有相同最优值的凸规划

问题。有如下列定理：

定理5．1．9．考虑问题

global
m。∈isn m)'0∈S⋯’

其中S是舻内紧的凸集，令F(z)是函数，(士)在S上的凸包络，则

并且

，’=rain{f(2：)：z∈s)=min{F(x)：z∈s)，

{s，∈s：／(y)=f’}∈{鲈∈S：F(y)=，+)
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这个定理表明，为了求解非凸问题，可以尝试着求解相应的凸问题，其中目

标函数是原来问题的凸包络。然而，在通常情况下，找到一个函数的凸包络同计

算它的全局极小点～样困难。为此，在下面一节里，我们介绍几种常见的求全局

最优化的算法，它们用不同的方法来求全局最优解，这包括分支定界算法、填充

函数法、打洞函数法和积分水平集法。

§5．2 填充函数法和打洞算法

填充函数法是由西安交通大学的葛仁淳教授首先提出的，参见【50】一【54】．以

后很多学者对此方法又作了许多有益的工作和改进。填充函数法的思想与分支定

界法截然不同，如果说分支定界算法是利用了函数在可行域上的整体性质的话，

那么填充函数法则充分地利用了函数在可行域上的局部性质。

考虑问题(5．1．2)，文152]中所提出的填充函数法作了如下描述：

如果目标函数，(z)在jp上连续可微，并且满足下列假设：

假设1．目标函数，(。)是强制的，即当忙II_÷+o。时，，(z)--4+o。：

由假设1知，一定存在有界闭集x，使得f(x)在j矿上的所有全局极小点以

及局部极小值较小的点都在x的内部，这使得问题(5．1．2)等价于下列问题：

(P) 卿m) (5．21)

假设2．f(x)只有有限个局部极小点；

那么理论上可以用填充函数法来求解原问题的全局极小点。

文f52】还给出了下述概念。

定义5．2．1．函数f(x)在一极小值点z；处的盆谷是指一连通域研，具有下

列性质：

(i)茹；∈B：；

(ii)对于任意一点z∈B；使得z≠zi及f(x)>，(zi)，存在一条从正到

拼的下降路径。

若z；是，(z)的局部极大点，则-f(x)在局部极小点工；处的盆谷称为f(z)

在局部极大点z：的峰．

定315．2．2．设z：和z；是函数f(x)的两个不同的极小点．如果，(。：)>

，(茁；)，则称在z；处的盆谷B；比譬：处的盆谷B：低，或称日比易高．
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孤立点z；处盆谷B：的半径定义为

R=inf忙一z：mZm” ⋯

如果，0)在z；处的Hesse矩阵V2，(。；)正定，则R>0。

在定义1．2．1和定义1．2．2的基础上，葛仁溥在文献【52】中给出了一个填充函数

的定义：

定义5．2．3．函数pp，z力称为，(功在局部极小点z：处的填充函数，如果

满足：

(1)．z：是p(z，z：)的一个严格局部极大点，，(z)在点z；处的盆谷研成为

p(z，。；)的峰的一部分．

(2)．p(x，z：)在比B；高的盆谷里没有平稳点．

(3)．如果存在比B；低的盆谷鼋，则存在一∈g使得p(z，z；)在∥和

硝的连线上存在极小点．

由填充函数的定义可以看出，如果当前极小点不是全局极小点的话，通过极

小化填充函数，我们可以跳出原问题当前局部极小点，并到达一个原问题函数值

比当前原问题局部极小值还要小的点。毫无疑问，从该点出发极小化原问题目标

函数，必将得到一个比原问题目标函数值更小的局部极小点。

填充函数算法由两个阶段组成：极小化阶段和填充阶段。这两个阶段交替使

用直到找不到更好的局部极小点。在第一阶段里，可以用经典的极小化算法寻找

目标函数的一个局部极小值点z：。然后进入第二阶段，在当前极小点z；处定义

一个填充函数，通过极小化填充函数，找到点z’≠。：，使得

，(一)<，(z：)，

而后以一为初始点，重复第一步，一直到找不到更好的局部极小点。葛在【52】中

给出了一个两个参数的填充函数函数

脚，《卯)=南exp(一学) (5．2．2)

并由此给出了填充函数算法，但是经过数值试验，他们已经发现该函数和算法存

在一些缺陷。简单的讲有如下两个方面的缺点：
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1．在函数(1．2．1)被证明满足填充函数的定义时，参数r，P的正确选取，是至关

重要的。所以算法的成功与否，严重地依赖这两个参数，而且在算法执行之

前我们不知道这两个参数的合适取值，只有多次的实验才有可能找到较好的

选择．

2．由于受到指数项唧(一学)的影响，当p太小或忙一z；11太大时，
尸(z，z；，r，力和VP(x，z：，r，p)变得很小，从而产生假的平稳点．

这一方法给我们提供了一个求解全局最优化的新的思路，为了克服这些缺

陷，文献【51】给出了七个填充函数：

施一，卯)=南exp(一字)，
G(x，Z‘1，r，P)=_p2log[r+，(z)】一fI。一z：J}2，

O(x，z；，r，p)=一p2log[r+，0)】一JIx一。：JJ，

Q(x，z；，A)=-[f(x)一，(。：)】exp(Allx—x；112)，

Q@，z；，A)=一【，(z)一，(z：)】exp(Allx—z；11)，

VE(x，z；，A)=一Vf(z)一2A[f(x)一，(。：)】(z—z：)，

V啻(‘z：，A)=--Vf(z)一AIf(。)一，(z；)1i『詈{禹·
他们指出后四个函数是较好的填充函数，Liu在文献[119]m给出一个克服以上缺

陷的填充函数：

日(‘z：，n)2五玎r；了彳锄一。Ilz—z：112，
其中口充分大。

另一类关于前置点oo的填充函数

v(x，A，h)=,7(1lx—xo 11)妒(A[f(x)一，忙：)+^J)

是由Ge和Qin(1990)在文【54】中提出并且由Lucidi和Piccialli(2002)在文[83】中进

行了深一步的讨论。

张连生、李端和NG C．K．对填充函数的定义进行了改进，它不要求局部极小

点只有有限个，给出了下述填充函数，

p(x，茹：，P，p)=，(。：)一min[f(x)，，(z；)】一pllz一茹：}}2

=+“max【o，f(x)一，(z：)】)2．
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该文章的另一特点是他们对填充函数的迭代搜索方法进行了详细的讨论，得到

了计算方法上的一些结论。进一步他们把改进后的填充函数用于求解非线性整

数规划，建立了一个近似算法，从而为求解非线性整数规划提供了一个途径。参

见[91][124]等。

时至今日，填充函数法已成为求解全局最优化问题的一个有效的方法。在各

种文章中对填充函数的原始定义和最初所出现的缺陷做了大量的改进，取得了

较好的计算效果，也有人在随机理论的基础上证明了一些填充函数法的渐近收

敛性，由于至今还缺乏全局最优性准则，故填充函数法何时真正求得全局最优解

仍是一个难以解决的问题

打洞函数方法是由Levy和Montalco(1985)在文章【84】首先提出的，文

献【84]提出的打洞方法由一系列循环组成，每个循环包括两阶段：局部极小化阶

段和打洞阶段。第一阶段：极小化阶段，是由一个初始点出发，应用局部极小化

算法，求得函数，(z)的一个局部极小点z；。在第二阶段：打洞阶段，先定义彳：

处的打洞函数： 聊护矗瓣
这里a是(x-xDr0一z：)的强度。然后寻找T(x，z：)≤0的点。即找到z1≠z：

使得，(z1)≤，(zi)。由zl作为初始点开始下一轮循环，必将得到一个更好的

极小点。

打洞函数算法的关键是如何找到使丁(。，。：)≤0的点，与A．A．Goldstein和

J．F．Price提出的方法一样，打洞函数法也采用极小化打洞函数的方法找到一个

局部极小点z1，并对其进行如下讨论： 。

1．如果。l=z：，那么增大口，使z；不再是T(x，z：)的局部极小点，防止极

小化T(x，z：)时，又得到z：。然后重新极小化T(x，z：)。

2．如果zl≠z：并且，(z1)>，(zi)，那么构造打洞函数

m一)=旺可苦筹卷岛F研
这里ol是@一z1)r扛一。1)的强度。目的是使z1不再是T(x，X‘1)的局部

极小点，防止极小化T(x，z：)时，又得到。1。然后重新极小化T(x，z：)·

3．如果f(x-)<，(z：)，由z1作为初始点开始下一轮循环。
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上述三种情况中的前两种情况，可能出现若干次，每次都要重新构造新的打

洞函数，并极小化该函数，直到第三种情况出现。然后进入下一轮循环。打洞函

数法通过对这三种情况的处理，解决了A．A．Goldstein和J．F．Price的方法中求

f的问题，这就是打洞函数法的创新之处。

这样依次循环直到打洞过程在一定时间内找不到f(x)<，(z：)的点，则最

后一个局部极小点即可认为是全局解。

打洞函数算法有如下缺点：

1．极(pole)的强度a与问题有关，当强度口增大到足够大时，算法才会有效，

而口的增加，算法必须重新开始，从而要增加工作量。

2．打洞算法可能找到另一局部极小点z1成立／(X1)>，(z：)，这样对于第二个

局部极小善l，必须加上另一个极，打洞过程又要重新开始。从而又要增加工

作量。

3．极的增加会引起打洞函数成为平坦，这时求极小点成为困难。同时缺乏全局

最优性准则同样是该算法难以克服的困难。

在这篇文章中，我们给出下列修正打洞函数的定义：假设r是，(z)的一个局

部极小点。如果P(z，矿)满足下列条件，则称其为，(。)在X’处的修正打洞函数：

(1)若P(x，r)=0当且仅当，(z)一f(x’)+r=0，这里r>0为足够小的参

数。

(2)当z∈岛和z≠矿，时VP(2：，矿)≠0，这里sl={z∈X：f(x)≥f(X’))；

(3)如果岛={Xlf(X)<，(矿)，z∈x，非空，那么存在z：∈岛使得z：

是P(o，矿)的一个局部极小点。

我们可以看到性质(2)和(3)类似于填充函数的性质，最初的打洞函数没有

这些性质．在下一节中，我们将给出一个新的辅助函数，它既具有填充函数的性

质，又具有打洞函数的特点，同时在此基础上我们构造一个新的求全局极小化问

题的既是填充函数又是修正打洞函数算法。

§5．3填充函数法和修正打洞函数法的统一途径

对于问题(P)，我们有下列假设：

假设1．函数，(￡)和V，(z)是尺”空间上的李普希兹函数，李普希兹常数分
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别为厶上唧．并且p．2．』，可以有无限个局部极小点，但是p．2．J，只有有限个局部极

小值．

对于问题(5．2．1)考虑下列变换函数

(T)ra。。ixn?(z，。‘，r，a)=!呈!!二!j；÷!{j{i：；：：!{5；；2-!盟． (s．s．-)

其中矿∈L(P)c intX，lIVF(X)II≤Vfix)

o<r<。：m。。i妒n)。，(。+)一f／1)，IIf(x)ll S Ms，llVf(a)一Vf(y)ll≤LwlIx—vii．
，(甸)‘，扛‘)

下面给出变换函数r(毛矿，r，g)的某些性质。

定理5．3．1．假设矿∈L(尸)，那么矿是T(。，矿，r，g)的严格极大点，这里口>0

是一个充分大的数

证明．由矿∈工(P)，对于z∈o(x’，6)c intX，我们有f(x。)S fix)。现在我

们证明

T(z，z‘，r，g)<?(。‘，z‘，r，q)=m(1+qr2)， for all z∈o(x‘，巧)

因为

嘶’^沪坠警静等地
2再意厕(1n(1+口(他’)一m’)+r)2)
+Vln‘j+口(，夕‘)+A缸一z’))一，(z‘)+r)2 ix i X*)∞∈(o，1))

。再庐丽(1n(1+gr2)
2q(Vf(x+)+A(￡一z‘))(，(。+)+A(z—z’))一，(z’)+r)(z—z‘) 、

’(2+q(f(z‘+A扛一o‘))一，0’)+r)2)1n(1+q(f(x’+A(z—z。))一，(z‘)+r)2／
‘(where vl(x’)=0，(z·+A(z—z，))∈o(z·，d)，A∈(0，1)，f(x·)≤f(x，+A(。一z·))≤琊b(·n(1+qr2)+％餐帮)

如果

厕b(1n(1+qr2)+坐等铲)<ln(1+qr2)叫一一加)
即

’

lnil+gr2)-2qLv⋯s(2M⋯f+r))o：r-x'll<。，
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当口>O足够大时，这一不等式一定成立，故

T(x，矿，r'q)<T(x’，z+，r，q)

这样矿是T(x，矿，r，g)的一个严格局部极大点．

显然有下列定理成立。

定理5．3．2．若T(z，矿，r，q)=0当且仅当，(。)一f(x’)+r=0．

从定理5．3．2，我们得至IJT(x，矿，r，口)满足修正打洞函数的性质(1)

定理5．3．3．如果，@)2，@+)，z≠矿．那么VT(x，矿，r，q)≠O，这里口>0

足够的大．

证明：因为

VT(z，矿，r，q)=
1 2q(f(x)一，(z+)+r)V，(z)

1+IIz—z’0(1+口(，@)一／(x’)+r)2)

一!兰!!±!(』f兰2二』f兰：2±!!!三二三：
(1+IJz—z。l J)2 II。一z。lI

2q(1+0z—z’112)(，(z)一，(士‘)+r)Vf(x)
2百可Fi丽盯i万两了砸下万河

(1+q(f(x)一，(z‘)+r)2)1n(1+q(f(x)一，(z+)+r)2)z—z+
(1十Il。一z‘IJ)2ln(1+q(f(x)一，(z’)+r)2) lIz—z‘0

又因为矿∈intX，它满足V／(x’)=0．

令A 2百干而=i币可F焉仃瓦F_7丽，因此
V T(郇+'r'口)毒南
≤A(q(1+搿忙一x*J1)(2M：+r)V／一；(1+gr2)ln(1+gr2)ln(1+qr2))
<0，

这里g>o和r>o足够的大·这暗示V丁(。，矿’r’g)≠9，和茬=南是T(z，矿，r，口)
在z的一个下降方向。

定理5．3．4．假设矿∈L(P)且矿隹G(尸)，这表示s2={。∈x：，(z)<

，(矿))C intX非空，那么存在点z：∈岛使得工：是F(。，矿，r，口)的一个局部极小

点．

67



上海大学博士学位论文

证明：因为矿岳G(P)，那么存在(P)的另一个局部极小点z：使得，(卫：)<

f(x‘)．由，(。)的连续性，则存在r>0使得，(z：)一f(x‘)+r=0．同时对于所

有z∈X，满足

?(z，z’，r，0 2 0=T扛：，z‘，r，口)．

这就是说。：是丁($，矿，r，q)的一个全局极小点，且zi∈岛．

从上述定理，我们可以看至lJT(x，矿，r，口)不仅是一个填充函数也是一个打洞

函数

定理5．3．5．如果z1和X2满足忙l一矿0>忙2一矿0>0，f(x2)≥，(矿)>

，(z1)和，(z2)一f(x+)+r>f(X1)一f(x’)-4-r>0，那么

和

因此

证明：因为

T(xl，矿，r，口)<T(x2，矿，r，口)

0<

1<1+q(f(x1)一f(x+)-4-r)2<1+q(f(x2)一f(z‘)+r)2

m咿。’r’曲i冀麟<坐警静筹坳

§5．4算法和数值试验

在上面一部分中我们讨论了变换函数的很多性质，在这一节中我们进一步

研究该函数在数值计算中的应用，并且给出一个有效的算法。两个搜索方向将被

给出，以至于从初始点z}∈X＼N(x‘，盯)，对于仃>0能够从当前局部极小点z‘逃

出，并且沿着这些方向极小化填充函数以便得到点zf满足，(zf)<f(x‘)。然后，

以砖为初始点极小化目标函数得到更好的，(z)的局部极小点矿满足，忙。)<f(x+)。

算法被重复直到不能发现更好的局部极小点。
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§5．4．1 数值试验中的搜索方向

如何确定一个好的搜索方向，是极小化填充函数，成功找到更好初始点的关

键，令矿是当前局部极小点，一是当前迭代点，并且∥是一个搜索方向。类似于

文章[127]中的定理3．1，我们有相同的定理：

定理5．4．1．对于给定常数k和而满足O<k<b，让∥∈X和z件1=

∥+d‘∈x，这里∥是在∥点处的一个搜索方向，以至于也≤IId'lI≤Ac，．让∥表

示一一矿和d‘的夹角．那么下列各条件是等价的：

1．Ilz‘+1一。+0>I|一一z‘0．

2．2(xi—z‘)r∥+II∥112>0．

3．cose>一秽骗．
4．(∥一矿)r∥+(￡件1一矿)T∥>0．

尤其，如果(z‘一z‘)丁d俺≥o，V七=0，1，⋯，i一1，那么0z‘一z+112≥A兰+llzo—z’02．

从定理5．4．1，我们能得出如果方向dI满足(一一矿)Td≥0，并且更好的初始

点没有找到的话，当迭代次数足够的大的话，则迭代点将到达X的边界。

§5．4．2算法FMTM

基于前面的讨论，下面我们给出算法FMTM和：

初始步

1．选择f>0，例如，令E：=10一．

2．选择f>0，例如，令f：=0．1．

3．选择下界r使得r>0，例如，令亿：=10一．

4．选择4>0，例如，令口：=10．

5．选择上界q使得q>0，例如，令幻：=106．

6．令k：=1．

主步

1．从初始点。1∈x，极小化，(z)得到，(￡)的第一个局部极小点z：。

2．选取初始点集合{zol：i=1，2，⋯，m)使得。0l∈x＼D(z：，ak)，这里吼>0

3．令r=1，q=1．

4．置i：=1．

5．如果i≤m，那么置z：=《+l并且转到6；否则转到9．
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6．如果，(z)<，(z：)，那么用z作为初始点极小化原函数，得到z．+。使得，(z“1)<

，(z；)，置善：=z；+1，七：=k十1转到2；否则转到7．

7．如果IIVT(x，z：，r，q)lI≥饿，进入内循环步10；否则转到8．

8．减少r既r：=f×r．

(a)如果r≥rL，那么转到4．

(b)否则转到5．

9．增加口既g：=4×g．

(a)如果口≤qu，那么转到4．

(b)否则，算法从初始点{z0。}出发，不能找到更好的极小点，则停止。。：被

作为全局极小点。

内循环

10令z∥：=z，gk,=VT(xk，，￡：，r，口)，k’：=1．

20令dk，；一虬，．

30如果巧(z∥一z；)≥0，那么转到40；否则转到主程序8．

40得到步长口七，，令。七，+1=z∥+血々，d七，．如果z∥+l到达X的边界，那么置f：=i+1

转到主程序5；否则转到50．

50如果f(xk'+1)<fCxi)，转到主程序6；否则转到60

60如果0V丁(z七，+1，zi，r，q)lI≥nE，那么令鲰，+l=VT(xv+l，z；，r，g)，转到70；否

则转到主程序8．

170如果k’>凡，令z=z∥+l，转到10；否则转到80．

80令幽+l=一弧，+1+仇，d七，．这里励=型《铲．令∥：=k’+1， 转到3。．

我们对算法的解释：

在步2，m=2n+2个初始点被选择用于极小化填充函数．我们均衡得在当

前局部极小点周围选取初始点。例如，当n=2，下列初始点被选择：

z：+盯(1，o)，z：+o(o，1)，z：一o(i，O)，。：一盯(0，1)，。；+o(1，1)，。：一o(1，1)，

这里口>0是预设的步长。

当满足，(z)<，(z：)的点z被发现，步6将极小化填充函数r(z，z：，r，口)变为

极小化目标函数，(z)。由定理5．3．4可知z在，(z)的一个更低的盆谷中。因此用z作

为初始点极小化，(z)将得到一个更好的局部极小点。
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步7保证当．厂(z)≥，(z；)时，VT(z，z；，r，口)≠0·如果VT(x，z：，r，g)=0，由

定理5．3．3"-I知g没有达到足够的大。那么算法转步8，同时口被增大。

步40确保当迭代次数足够的大同时没有发现更好的初始点，沿着方向d∥迭代

点将到达X(定理5．3．5)．

沿着方向如，步40能找到z使得T(x，z；，r，口)有所减少(性质2 of D。)。那么，

我们能用。进一步极小化填充函数。

在步40，用。窜=0．1作为步长。

由定理5．3．4，q$3值应该足够的大，否则，在目标函数更低的盆谷中，将没

有?(z，z：，r，g)的局部极小点。因此，在极小化填充函数时，如果没有发现更好的

初始点，则在步8中g被逐渐增大。如果所有的初始点已经被计算，并且譬已经达到

它的上界，仍然没有还得局部极小点被发现，那么当前局部极小点将被当作全局

极小点。

在内循环，我们用PRP共轭梯度法得到搜索方向。实际上，也可以选取其他

的方向。

§5．5数值试验

下面我们对一些算例(见附录)，应用上述算法进行求解。我们用fortran95

给其编程，在硬件环境是如下条件的机器上运行：cpu：赛扬1．7G，内存：256M。

运算结果用表格列出如下：

算例1(?-dimensional函数)．

rain f(x)=Il一222-I-c sin(4rx2)一zl】2+陋2—0．5 sin(2'rxl)】2，

s．t．0 S 2：1≤10，

-10S X2S 0，

这里C=0．2．0．5，0．05．对不同的c有若干个不同的局部极小点。但全局极小点都

是：矿=(0，0)r，／(x’)=0．
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Table 1．算例l的计算结果(c=0．2，扩=(0，一2))

AOPF ATPF

Of 0．0840 0。 2．2030 Tf O．0630 T| 3．3590

七 r q z： ，(zi) q p z： ，(z：)

1 - · (三) 。。 一 一 (三) 。。

2

羞龄㈡争3

4

AOPF ATPF

0f 0．1090 os 3．375 Tf 0．0940 T。 4．1250

k r g z； ，(z：) q p z： ，(z：)

1

一棼0．0353 0．53船63

／0．0353、
一 一 l I o．5363

1)-0。1139／
／o．5524＼

2 1 le-2 l I o．0332

＼一0．1037／
／1．5872＼

3 1 le-1 l l o

＼一0．2606／
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Table 3．算例1计算结果(c=0．05，zo=(2，一1))

AOPF ATPF

Of O．0780 Os 0．1720 Tf 0．0940 T8 5．5940

k r 口 2： ，(z：) q p z： ，(z：)

1

-。(‰2二盟 一 (二)。
2

吲鄯22 ，1_卦223

算例2(Three-hump back came]函数)．

rain，㈤=2霹一1．05x{+{z2一zl矿+遥，
s．t． -3S 01 S 3，

-3S z2≤3，

这个问题有三个局部极小点：矿=(-1．748，-0．874)，(1．748，o．874)f(x’)≈

0．2986和％州=(o，o)，，(《删)=0．
Table 4．算例2计算结果(zo=(一2，2))

AOPF ATPF

Of O．1090 o| 5．1090 Tf 5．3910 T。 6．3600

七 r q z； ，(z；) q p z； f(x*k)

Io．ooo、 一．fo、I。1 一 一 I l 0

¨o o：ooooo]＼o．ooo]
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Table 5．算例2计算结果，(zo=(-2，一1))

AOPF ATPF

Of 0．0470 0。 5．1560 Tf 0．0620 T| 5．4850

k r 口 z： ，(z；) g p z： ，(z：)

《一1．7476 l一1．7476、
1 - 一 I J o．2986 1 一 I J o．2986

卜料／／ 卜辩／J
2 le-2 100 l 1 0 2 led l I o

＼o／ ＼o／

min l(x)=4xi一2．1霹+{z2一￡lz2—4x；+缸i，
s．t， -3≤2；1 S 3，

-3≤X2≤3，

算例3在可行域里面有若干个局部极小点，但只有两个全局极小点：

f=(O．0898420131003，O．71265403021)

或(一0．08984420131003，一O．71265403021)

全局极小值为，(z‘)=-1．03162845349．

Table 6．算例3计算结果扩=(2，2)

AOPF ATPF

Of 0．0630 O。 6．1410 Tf 0．1560 Tl 5．7970

k r q ￡： 歹@；) g 笋 o； ，@；)

1

，二。，。_。e(ilj"雾7013i65／．_0，．．。2。15，。5
f 1．7036、

一
· I I—o．2155

＼o’7961／
／0．0898＼

2 1 le-5 I l一1．Q316

《0．7127]
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Table 7．Computational results for problem 3，zo=(-2，-1)

AOPF ATPF

0f 0．0470 O。 5．1400 Tf 0．0470 Ts 6．5780

七 r 口 z； ，(。；) g p z； ，(。；)

1

，二。，：。}三-ilj．嚣7036；．-0，．．。2。15，。5
／，一1．7036、

一 一 I l一0．215t

!一0．7961／
／一0．0898＼

2 1 le-5 I I一1．031E

《一0．7127]

算例4('rreccani函数1．
min f(x)=霸+缸{+缸}+鼋，

s．t． -3≤z1 S 3，

一3≤勉≤3．

它在可行域里面有两个局部极小点，均为全局极小点：r=(0，0)或工．=

(一2，0)，全局极小值为：f(x+)=0．

Table 8．算铡4计算结果(zo=(一1，O))
。

AOPF ATPF

Of 0．0470 O。 9．1250 Tf 0．0470 L 9．438

k T q 。： 歹(z；) q 弘 ￡： ，(z；)

{一1．000、I {一1．000、
1

。。一。：／1
一 一 I I 1

k70．o007
2 lel3 10 f 0’000＼ o

0．ooo、

＼o．ooo]
1 1 l l 0，

ko．ooo]

这里

算例5(Goldstein and Price函数1

rain f(x)=g(x)h(x)

s．t． 一3S互l≤3，

一3S z2≤3，

75



上海大学博士学位论文

g(x)=1+01+z2+1)2(19—14xl+3x{一14x2+6xlz2+3z；)，

h(x)=30+(2xl一3x2)2(18—32xl+12砰+48x2—36xlx2+27z；)．

它在给定的可行域里面有四个局部极小点，但唯一个全局极小点：

矿=(0，-1)，，(矿)=0．

Table 9．算例5计算结果(护=(一1，一1))

AOPF ATPF

Of O．0930 Os 5．953 Tf 0．3130 T。 6．438

k r q z： ，(z：) q p z； ，(z；)

1

·‘∽。
{一0．6000、

- - I l 30

、Z≮／
2 le-5 100 I l 3 1 le-5 I J 3

＼一1／ ＼一1／
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算例6(Two-dimensional Shubert函数)．

5 5

rainf(x)=t∑icos【o+1)z1+司){∑icos【o+1)z：+司)，
tffil i=1

S．t．0 S z1≤10，

0≤92S10

它在可行域内有760个局部极小点，但只有一个全局最优解：

z‘=(5．48286420671，4．85s05687ss6)或(4．85805687886，5．48286420671)，

最优值为：，(矿)=-186．730908831

Table 10．算例6计算结果(zo=(1，O))

AOPF ATPF

0f 0．2190 0。 O．3120 Tf 0．2340 L 2．6560

七 r q z： ，(z；) q 肛 2： ，(z：)

l

蚓鋈1．02020-78．：9：790 一誊1．0202 1-兰78．i9791
2

3

算例7(Shekel’s函数)

5 4

nljmf(x)=一∑e(≈一啦J)2+q】。1
i=1 j=l

s．t．0 S巧≤10，J=1，2，3，4，

这里系数毗J，臼，i=1，2，3，4，5，J=1，2，3，4如下



上海大学博士学位论文

0i，1 m，2 ai,s 啦，4 Q

4．0

1．0

8．0

6．O

4．0

1．0

8．O

6．O

4．0

1．O

8．0

6．0

4．0

1．0

8．O

6．O

0．1

O．2

O．3

0．4

5 3．O 7．0 3．O 7．0 0．5

在可j丽鼐F剪两淆著罕=杓丽丽环雨1爵骊丽而爵F————一
矿=(4．00003715282，4．00013327659，4．00003715282，4．00013327659)

全局极小值为：／(x’1=-10．15319967906

Tablell算例7计算结果(xo=(1，1，1，1))

AOPF ATPF

Of 0．4850 0。 9．500 Tf 8．5320 Ts 8．5630

七 r g z： ，(z；) 口 p z： ，(z：)

1 一 ·(；；篓]一s．。ss。 一 · (；；；；；i) 一5．。552

2 ，e-t，。(；；鋈]一，。．，s。。 ，·e一。(；；熏]一，。．，s。。
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Table 12．算例7计算结果(zo=(6，6，6，6))

AOPF ATPF

Of 0．5780 吼 10．1410 Tf 10．7030 L 10．994

七 r g 。； ，任；) 口 弘 z： ，(2：)

1 - ‘(i；黧)‘2·6s2z
f5．9987、
l l

， ． P003 I删2：
I 5．9987 I

b咖／

2 ·e—s ·。。。 (；；雾量] 一s．asa·

779991》
l I

1 1e-1|7．9992 1．3r434
l 7．9991 I

17．9992／|

3 ze—a，ocm(；；蓁)-s．。sss
／4．0664、＼
l 4．0672 I

1 le-1 I I 一8．6381

l 4．0666 I

■e讫／

4 ·e-a-。。。(；；熏]·-。．，sz。
f4．0000l、
I l

1 1e-3 14．0001 I删52
I 4．0000 I

—o，J
算09S(n-dimensional函数)．

min，(z)=：[10sin2 7rzl+9(z)+(z。一1)2J，

s．t，-10S8S10，{=1，2，·～，n，

这里

9(z)=∑№一1)2(1+10sin2他+1)】．
4=1

对n=2，3，5，7，lO进行测试，在可行域内粗略估计有1护个局部极小点

但只有一个全局最优解：矿=(i，1，⋯，1)．全局极小值为：，(矿)=0．
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Tablel3．算例8计算结果(n=2，X0=(一4，一4))

AOPF ATPF

Of 0．1250 O。 3．2970 Tf 0．1880 T| 4．1100

kr q 。： f(x1) g p ￡； ，(。Z)

l 1．9899、 ／1．9899＼
1 - - l l 3．1098 · · l I 3．1098

＼1．9898／ ＼1。9898／
／1．0000＼ ／1．0000＼

2 le-2 100 I l 0 1 le-4 I l o

f 1．0000] 《1．0000]

AOPF ATPF

0f O，0780 0。 10．3440 Tf 0．1560 T| 10．6090

k r 口 z： f(x1) g p z： ，(z：)

1

，二。，0‘。}；；雾{1+：67
／1．9900＼

． ． f 1．0000 l 1，0367

I I
＼1。0000／
／1．0000＼

2 1 1争5 I，．．。v。vmvv I o

I，0000／
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Tablel5．算例8计算结果(n=5

zo=(2，2，2，2，2))

AOPF ATPF

Of 0．1250 0。 15．5620 Tt 0．2810 Ts 19．4370

k ” q o： ，如：) q p z： y(z1)

，1．9899、 ，1．9899、

1．9897 1．9897

1 1．9896 3．1096 1．9896 3．109_6

1．9896 1．9896

＼1．98981 、1．9898,

f
1．0000、 ／12000、

1．0000 1．0000

2 le-2 100 1．oooo 0 2 1e_4 1．0000 0

1．0000 1．0000

k1．0009， ＼1．0000／
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Table 16，算例8计算结果(n=10

zo=(6，6，6，6，6，6，6，6，6，6))

AOPF ATPF

Of O．1400 ol 1．0940 Tf 0．2820 T| 23．9690

_|c q 工： f(z1) q “ z； ，(z：)

0．0099 ，0．0099、

l，O002 1．∞02

1．0029 1．0029

1．0024 1．0024

1，0024 1．0024
1 一 0．3110 0．3110

1，0024 1．0024

1．0024 1．0024

1，0025 1．0025

1，0023 1．0023

1．0030／ ＼1．0030)
、

，1．0000、1，0000’

1，0000 1．ooOO

1．0001 1．0001

L0001 1．0001

1，0001 1．0001
2 100 0 1 le-3 0

1．0001 1．0001

1．0001 1．0001

1，0001 1．0001

1，0001 1．0001

1．0001／ ＼1．0001／
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Table 17．算例8计算结果(凡=10

zo=(4，4，4，4，4，4，4，4，4，4))

AOPF ATPF

Of O．1250 0。 1，0940 Tf 0．1410 Tl 33．4370

k q o； ，(o：) q p 。； ，(z；)

0．0100 ／0．0100、

I．00∞ 1．000。

1．001l 1．0011

1．0010 1．0010

1．0010 1．0010
l — 0．3110 ●●●- 0．3110

1．0010 1．0010

1．0010 1．0010

1．0010 1．0010

1．0010 1．0010

＼1．0011] kI·0011／

／1．0000、 ／1．0000'＼

1．0000 1．0000

1．0000 1．0000

1．0000 1，0000

1，0000 1．0000
2 100 O 1 le-3 0

1．0000 1．0000

1．oooo 1．0000

1．0000 1．0000

1．0000 1．0000

＼1．0000) ＼1．0000／
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Tablel8．算例8计算结果(n=7

zo=(6，6，6，6，6，6，6))

O‘ 1 2210 O。 l 3780 Tt l 2340 T． 1 2340

r _ 。； ，枉；) 9 p #： ，扛：)

。O 9961

● ●

1 lPl

1 l●‘

l 1●4

1 l争4

一“J
f 1．oooo、 ，l∞∞、

：黧l
l 0000I

矧
1 lf● ：黧l

l，ooooI

I。。。O』

L o．9蚰。』 L o 9999，

其中％：表示第k次迭代；：TO：表示初始点。o∈x；q：得到第@+1)局部极

小点的参数；p：在算"法ATPFq"，得Ni蒋(k+1)部极小点的参数；z：：第≈个局部

极小点；，@：)：Ylk4")愀d、点的值；Or：算法AOPF的用时，单位秒；Tr：算
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法ATPF的用时，单位秒；0。：算法AOPF到达步9的用时；T|：算法ATPF到达

步14的用时．

§5．6结论

在这一章中，我们构造了双参数的填充函数F(z，矿，r’∞，并且证明了它有一

些好的性质，同时我们进行了一定的数值试验．从所有的计算结果看，算法AOPF和

算法ATPF有相同的效果，但是算法AOPF在大部分情况下，用时少于算法ATPF．

从列表中，在大多数情况下，大部分的耗时是用于判断当前局部极小点已经是全

局极小点了．最近，已有多篇文章对于二次O一1规划给出了全局最优化条件，然

而对于连续变量目标函数的全局最优化条件仍然是一个公开问题，全局最优亿条

件将能够给填充函数算法提供一个好的终止条件．
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