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摘要

1995年玻色一爱因斯坦凝聚(BEC)首次在实验上获得成功，自此BEc成为

实验和理论物理学界一个异彩纷呈的舞台，至今方兴未艾。BEC是一种由宏观数

目原子构成的量子系统，所有原子都占据着能量最低的单粒子态(有时也包括低

激发态)，并在宏观尺度上展现量子行为。

本文研究了外磁场作用下F=1旋量BEC的自旋演化动力学。通过对角化哈密

顿量，得到系统状态的含时解析表达式，在单模近似下具有简单的形式。为了阐

明磁场对演化过程产生的影响，文中对召=O和B≠O两种情况的演化特点进行了

细致的比较。结果表明，磁场将引起各自旋分量原子占有数随时间的强烈振荡。

当磁场足够强时，我们发现了一种由高低两个频率表征的新振荡模式。

本文还研究了一维环上吸引相互作用BEC的结构相变。同样通过对角化哈密

顿量，求得系统的低激发谱。我们发现，系统的结构相变表现为基态中基本对激

发的权重随相互作用增强发生显著变化。随着相变发生，粒子的关联变得非常强，

系统的yrast态出现准简并现像。我们还发现，在强相互作用域，环的微小形变

将导致各yrast态强烈混合，形成破坏空间对称性的集群结构，并且引起平均角

动量的大幅涨落。

在对角化哈密顿量时，我们使用了小体理论中的方法，其中应用到母配分系

数。通过这种有效的方法，我们获得了精确度很高的结果。
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Abstract

Bose—EiIlSteill corlderlsation(BEC)was first realized i11 1 995．Sillce then BEC haS

been an actiVe field of both experimentaI and theoretical studies．111e BEC consists of

a macroscopic number of atoms i11 the s锄e sillgle-particle state of tbe loweSt ene略y

(sometirnes also includillg the 10wer excited states)．The atomic quant岫matter
exllibits quamum behaViour iIl a macroscopic scale．

The spill r血iIlg dynamics of spiIl-1 BEC under an e)(temal magnetic field is

iIlVestigated m the presem paper．The t谕e—dependem solutionS are obta洫ed via

diagonalization of the HamihoIliall，Ⅵ粗ch has a siInple form under the s迦le mode

approxiITlation．ne诧atures of the eVolution are compared in detail with thoseⅥ胤h

the field reInoVed so as to eml)11aSize the e虢ct of the field．Our results show that the

field can induce strong oscillatioIlS iIl populatioIlS of atoInS iIl dif3Ferem Spin

components．A new mode of oscillation characterized by a lligh舭quency aIld a low

舭quency，is南und when the field is su街cientIy strong．

The structural trallSition访the BECs w“h attractiVe缸eraction on a riI玛is also

smdied．’nle low-lymg Spectmm is obtailled also via diagonalization of the

Ha衄1tonian．We fmd tl谢the t瑚1sition is described by the remarkable change of the

weight of pair excitmg i11 the ground state as the irI￡eraction strength协creases．

Particle correlation becomes much stronger aIld the yrast states become

quasi-degenerate in the strong—imeraction phaSe．W．e also f-md that iIl the

strong-neraction pllase， a small de南rmation of the rir塔 will mix the

quasi-degenerate)，rast states to fonn cluster states Which break the spatial symmet呵

explicitly and imroduce地e nuctuation ofthe aVerage angulaur moInentulll．

A诧w-body method，c11aracter讫ed by the纳ctioml parentage coe伍ciems，haS

been used m the diagoIlalization。W她thjs poweml method，11i曲precision solutiolls

bave been obtai力ed．

Key words： Bose—Ehlsteill condensatio玛 spiIl eVolutioIl，丘actional paremage

coe街ciems，咖ctural traIls“ioIl，quasi—degenerate
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第1章绪论

1925年，爱因斯坦历史性的预言：低温下玻色气体中的粒子将凝聚到相同的

量子态。这一低温下奇特的物理现像被命名为玻色一爱因斯坦凝聚(BEC)。时

隔70年，随着激光冷却和捕陷等技术的发展，人们终于在冷原子气体中实现了

BEC。BEC是在宏观尺度上展现的量子效应，对它的研究已成为当今物理学界

异常活跃的一个领域。

1．1历史回顾

BEC的研究历史可以回溯到1924年，印度物理教师玻色(S．Bose)利用统

计方法推导出黑体辐射的光谱，由于未能把工作发表【l】，玻色把手稿寄给爱因斯

坦(A．E缸teill)请他审阅。爱因斯坦于是把玻色的文章翻译成德文并发表，并

在此基础上接连发表了两篇文章【2】，把玻色的理论推广到无相互作用的理想气

体，这就是著名的玻色一爱因斯坦统计理论。爱因斯坦敏锐的察觉到，由这种统

计理论可以推论出低温下原子在各量子能级之间分布的奇异特性：在极低温度

下，将有大份额的原子布居在能量最低的量子态上面!这种现像就是今天我们所

熟知的玻色一爱因斯坦凝聚。实现凝聚的条件是原子的热德布罗意波长(如)

要大于原子间的平均间距，使得原子波包出现重叠。

起初对于发生凝聚的预言，并没有引起包括爱因斯坦本人在内的物理学界的

广泛关注。直到1938年，伦敦(F．London)提出超流和超导现像可能是BEC的

表现13，4。。但这两类现像都是出现在强相互作用体系中，原子间的强关联掩盖了

BEC的本质。后来通过中子散射测量，发现超流液氦中只有约10％的原子凝聚。

于是人们转向在弱相互作用玻色气体中寻求实现BEC。但面临的一个严峻困难

是，多数气体在极低温度下将液化，或者原子先组合成分子继而凝成固体，使得

原子的相互作用大大增强，破坏实现BEC的条件。1959年Hecm提出可以选择

自旋极化氢原子气体实现BEC【5】。理由是两个自旋朝向相同的氢原子之间的吸引
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作用非常弱，不足以形成束缚态，因而囚禁在磁场里的氢原子气体可以有效避免

在低温下形成分子或液化，从而为实现BEC创造了有利条件。然而Hecht的想

法远远超出了当时的技术水平，因而没有受到重视。事实上，由于在冷却氢原子

气体过程中遇到的困难，使得在较晚的1998年，MT的Ⅺ印pner小组才最终实

现了自旋极化氢原子气体的BECl6J。

当人们把希望的眼光投放在自旋极化氢原子气体时候，对另一种BEC候选

者的研究也在世界范围内进行着，它就是碱金属原子气体。直到20世纪80年代

中期，激光冷却和蒸发冷却等实验技术有了长足的发展，这些技术特别适用于冷

却碱金属原子气体。经过几代人的不懈努力，1995年JILA、MIT和Rice大学等

小组率先在87Rb、23Na和7Li等碱金属原子气体中实现了BEC【7枷】。C．E．Wema玑

E．A．Comell和W Ketterle三位科学家因此而获得2001年诺贝尔物理奖。图l一1

是JILA小组在87Rb实验中不同温度下观察到的原子密度分布。

图1—1 1995年JILA小组在铷原子BEC实验中观察到的原子密度分布图【11】。

1．2 BEC的基本特性

BEC是在宏观尺度上展现的量子效应。当玻色气体被冷却到临界温度瓦以

下，将有大比例的原子凝聚到最低量子态。温度丁下质量为聊的原子可以被看

作一个量子波包，其空间范围与相同温度下的热德布罗意波长

2
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如=

同量级。如的大小反映了由于热运动而造成的位置不确定度，它随温度降低而

增大。当原子被冷却到如可以与原子间距相比拟时，原子波包即发生重叠，使

得原子变得不可分辨。此时玻色气体开始进入BEC状态，所有原子共同形成一

个宏观的“原子云”，如图1—2所示。在BEC里，所有原子占据着相同的量子态，

正如1995年12月22日Science杂志封面(图1—3)所描述那样，原子就像整齐

列队的卫兵，步调一致的行动。

T_Tcrjt：
80Se—Eins七eln

Condensation
'一8甜d

嘲破h坩谢鑫V●ow刚弼，

T=O：
PureBo∞
∞nden搴a协

’Ghnt ma拍钾w糊。

图1．2不同温度下玻色气体的量子特性【121。

1．3 BEC实验技术简介

从20世纪中页开始发展起来的利用磁场和激光对原子气体进行囚禁和冷却，

还有对原子云成像等技术，为BEC的实现及进一步研究奠定了基础。本节将对

一系列相关实验技术作简单介绍。

1．3．1原子囚禁技术

对中性原子进行磁约束的理论基础是塞曼效应：原子的塞曼能级依赖于磁

3
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场，因而处在非均匀磁场中的原子将感受到空问变化的势场。假设塞曼能级线性

依赖于磁场强弱，对于磁偶极矩为iF(负)的原子，将感受到把它推向磁场较强

(弱)方向的力。磁势阱的深度决定于塞曼能∥B，原子磁偶极矩的量级为玻尔

磁子(∥月=P充／2％)，以温度为单位大约是O．67K／丁，而实验中的磁场一般认

为小于1 r，故磁阱的深度将远小于1 K。这就要求原子必须事先冷却到足够低

温才能被磁阱捕获。

图1．3 BEC中原子的行为(1995年12月22日Science杂志封面)。

最简单的磁阱是反向亥姆霍兹线圈形成的四极阱，其中心处场强为零。四极

阱存在一个严重的缺点，原子在磁阱罩运动时感受到的是一个随时间变化的磁

场，这将引起原子在不同塞曼能级间跃迁，不利的情形是这种跃迁会改变磁偶极

矩的符号，从而导致原子从磁阱中泄漏出去。这种情况在磁场零点附近尤为严重，

因而四极阱中心处相当于是一个“漏洞”。这一“漏洞”有多种补救的方法【l 31，

在第一个实现BEC的实验中，是外加一个振荡的偏置磁场来堵住漏洞。另一方

法是在磁场节点区域加上一激光场，利用辐射排斥力阻碍原子进入这一区域，该

方法被MIT小组应用在早期实验中。还可以用没有节点的磁场代替四极阱，从

而避免了“漏洞”的出现。

利用激光束聚焦可以产生一个辐射场，其强度空间分布存在一个极大值，如

4
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果激光频率调到红外失谐，则原子在光场中的基态能量存在一个空间最小值。人

们利用这一原理，制造出在旋量BEC研究中广泛使用的光学阱。光学阱的优点

是，碱金属原子在光场中的基态跟磁性无关，这是由于最外层电子的基态为s态。

这跟磁阱的情形完全不一样，磁场中原子能量由塞曼项主导，原子实际上只能处

于单一的自旋态，自旋自由度因而被禁锢。如果利用光学阱囚禁原子，则可把自

旋自由度释放出来，跟自旋有关的一系列丰富多彩的物理现像，如自旋能带结构，

自旋动力学演化等课题的研究成为可能。

1．3．2原子冷却技术

实现BEC的首要条件是把原子冷却到足够低温(～p K)，这要求科学家们发

展出既能有效降低温度，又能避免原子液化或结合成分子的技术。对于碱金属原

子特别有效的降温技术有激光冷却，蒸发冷却等。

根据共振光偏转原子束的原理，当光子被原子吸收后，便获得动量力后，然后

以自发辐射或受激辐射形式释放光子，回到基态。如果以自发辐射形式辐射出去，

其辐射方向在4Ⅱ立体角内均匀分布，给予原子的平均动量为零，故原子获得所

吸收光子的动量觥，只要激光频率相对于原子跃迁的频率为红移，在激光作用

下的原子，会由于Doppler效应被减速，被致冷，即v，v2随作用时间t的增加

而下降。但这只是受到迎面而来的激光辐射压力作用的结果。如果是受到正反方

向传播的激光作用，这时原子将在传播方向例如x轴方向被减速。如果是采用6

个光束沿x，y，z正反方向作用于原子，则原子将被禁锢在6束光作用的小区域

内，又考虑到原子的速度扩散，原子很像是在一带有粘性的液体即光学粘胶

(Optical molasses)中运动。另外，当激光的偏振随空间坐标变化，亦即存在偏

振梯度时，对与之相互作用的原子呈现出阻力，而且这时的阻尼系数当原子的速

度v趋于0时，几乎与光强无关。通过这种激光冷却和囚禁技术可获得大量的高

密度的超冷原子，数目为～1010，密度为10n～1012cm～，温度为几十¨K【14】。

蒸发冷却是有选择地把磁阱中能量较高的原子释放出来，然后剩下的原子通

过弹性碰撞重新达到温度更低的热平衡，如此反复不断降低原子气体的温度。在

实现BEC的过程中，蒸发冷却是由一个射频磁场来完成的。在磁阱中，能量较

5
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大的原子可达到磁场较强的地方，产生的塞曼分裂也较大。可选择适当的射频场

频率，使这些原子跃迁到非囚禁的自旋态而逸出磁阱，通过把射频场频率慢慢变

低，迫使更多能量较高的原子逸出磁阱。于是，阱中原子密度和弹性碰撞几率增

加，温度变低，最终的温度和相空间密度取决于最后的射频场频率。实现蒸发冷

却的关键在于：(1)极高的背景真空度，以保证势阱有较长的囚禁时间来完成蒸

发冷却过程；(2)较大的弹性碰撞截面和较高的原子密度，以缩短重新热平衡化

的时间【”J。

1．3．3 BEC成像技术

目前观测BEC的形成多采用共振吸收成像技术，用这种技术可以确定原子

的数目、密度、温度以及原子的空间分布。其具体过程为：突然关闭势阱，让发

生凝聚的原子云自由扩散，然后在不同的延迟时刻用共振脉冲光来探测。由于原

子对共振光的吸收，在探测光中会产生阴影区，由CCD装置对透射光成像，对

图像进行数字化处理，可以得到原子云在每一点的光学厚度。对由此获得的一系

列飞行时间(the．offlight，TOF)图像进行逐点校正，以修正由探测光的偏振

度和饱和效应引起的偏差，可以得到扩散原子云的二维速度分布。飞行时间测量

方法是测量冷原子温度的常用方法，它用共振荧光方法测量距冷原子团中心一定

距离处的荧光强度的时间演化，可以得到冷原子的速度分布，由此推出温度。它

们包含着原子的许多热力学信息，如分布曲线下所包围面积的积分，正比于总的

原子数目；在零速度附近出现的窄特征峰，其峰值曲线下所包围面积的积分正比

于处于体系基态的原子数目；从扩散原子云的平均半径和扩散时间可以得到原子

的平均扩散速度和平均能量等特征参量。由于利用共振光探测，原子会强烈地散

射共振光子，从而引起对原子的加热效应，因此这种共振吸收成像技术对形成的

BEC有一定破坏性【15J。

1．3．4 Feshbach共振旧

6
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度a，理论预言散射长度的大小可通过外加磁场等方式改变，即Feshbach共振

【17五11。在FeshbaCh共振点附近，散射长度连续的从正值过渡到负值，实现了大

范围取值变化。若设定口≈0，则可产生近似理想气体；若设定口<O，则可观察

系统的不稳定和坍塌。外加磁场的迅速改变会引起散射长度的突变，这为研究新

的动力学效应开辟了道路，如在准一维系统中产生亮孤子物质波等现像‘221。

J

‘／
——

一 ．厂 一

■矗

Bq}
‘

7
图1_4在Feshbach共振附近散射长度随磁场的变化关系【161。

Feshbach共振的出现是由碱金属原子的特殊结构造成的。在碱金属原子里，

最外层电子只有一个电子。当两个碱金属原子碰撞时，它们总的电子自旋可以处

在单重态或三重态。由于原子核的磁矩远小于电子磁矩，原子总的磁矩主要是由

电子磁矩决定的，所以在双原子系统中三重态的磁矩远大于单重态的磁矩。当有

磁场时，三重态里最大的塞曼能绝对值远大于单重态的塞曼能绝对值，因此通过

调节外加磁场可以改变三重态和单重态的能量差别。一般来说，在气体里的大多

数原子中任两个原子都处在自旋是三重态的散射态上，有少量原子结合成自旋单

重态的双原子分子，所以通过改变磁场大小可以使双原子分子态能量接近散射

态。当散射态和分子态能量相同时，系统里发生Feshbach共振，此时原子的散

射长度发散。在原子气体中，散射长度与原子之间的相互作用强度成正比。所以

在有Feshbach共振的系统里。可以改变磁场来调节原子的散射长度和原子之间

的相互作用强度。在Feshbach共振系统中，散射长度a随磁场B的变化关系如

图l一4所示。

1998年，Ketterle实验组首先在钠系统中通过测量原子非弹性散射速率发现

了Feshbach共振【23】。实验中的原子气体都是被势阱束缚的亚稳系统，非弹性散

射导致原子从系统中丢失，而丢失速率随散射长度的增加而增加，所以非弹性散

7
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射速率的峰标志着Feshb∞h共振的位置。Ketterle等在实验中发现原子丢失速率

比理论估算要大许多，这也对实验上研究强相互作用区域造成了很大困难，因为

在强相互作用区域很难有足够的时间来进行观测。2002年，WieImn实验组利用

Feshbach共振使85Rb原子气体中的散射长度有一个方波似的变化，当散射长度

稳定后他们发现原子数目在周期性的振荡，而振荡频率正是双原子分子的能量

【24】。由于粒子不能无中生有，惟一合理的解释是系统中粒子除了处在原子态外

还可以处在双原子分子态，所以如果忽略粒子的丢失，总的粒子数是守恒的。当

时还没有直接观测双原子分子的实验手段，这个实验成为证明系统中存在分子态

的间接证据。

1．4理想玻色气体中的BEC

1．4．1玻色分布和能态密度

对于处在热平衡的无相互作用理想玻色气体，温度丁时处于量子态v的平均

粒子数由玻色分布函数给定，

八勺)=面而蒜 (1-2)

其中毛为量子态_l，的能量，∥为相应温度下气体的化学势。化学势∥作为总粒子

数Ⅳ和温度丁的函数，由粒子数守恒确定，即

Ⅳ=∑厂。(o) (1-3)

实际计算中一般把对量子态求和换成对能量积分，相应引入能态密度概念，

即单位能量区间内量子态的数目。例如粒子质量为聊，体积为矿的均匀气体的能

态密度为

贴)=赫∥2 (1-4)

而囚禁在三维谐振子势中气体的能态密度为

如)2毫去 (1-5)
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其中哆(扛1，2，3)是在x，y，z三个方向的谐振频率。通常情况下能态密度可以表

示成能量的幂函数形式

g(g)=Qs扣1 (1—6)

其中巴是一个常量。上面两个例子分别对应于口=3／2和口=3。

利用能态密度，把(1．3)中的求和用积分代替，可得

Ⅳ=Jco丽‰ (1-7)

1．4．2凝聚温度和凝聚比例

假设粒子最低能级的能量为O，由(1—2)可知任何温度下必有∥<O，以保证任

何量子态的粒子数不为负。同时化学势随温度降低而升高，保持总粒子数守恒。

当温度降到某一临界温度Z时，∥将趋于O。临界温度可由下式定出

Ⅳ=Jco蒜 m8，

温度低于疋时，由(1—7)不可能得到负的化学势。产生这个矛盾的原因是，把

(1．3)改写成(1-7)时，由于g(0)=O，故占=O的项被弃去，即处于最低能级的粒子

数在总粒子数中的贡献被忽略掉。在温度足够高时，处于最低能级的粒子数与总

粒子数相比是个小量，将其忽略不会引起明显误差。然而当温度低于乃时，粒子

将尽可能占据最低能级，其占有数变得非常可观而不能忽略。因而当丁<乏时，

应该把最低能级和其它能级的粒子数分开计算，即

Ⅳ=岬)+Jco蒜 (1_9)

Ⅳo(丁)为凝聚在最低能级的粒子数，在丁<Z时与总粒子数Ⅳ具有相同的量级，

这种现像称为玻色一爱因斯坦凝聚，￡称为凝聚温度。

9
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把(1．6)代入(1．8)，同时另x=占／圮，得到瞄51

Ⅳ=哪秽Jco嵩出
上式中的积分可用厂函数和黎曼(黜emm)f函数表示，即

Jco若出=M他)
把(1—11)代入(1—10)得到疋的表达式为

圮=嘉

(1—10)

(1-12)

对于密度为玎=Ⅳ／y的三维均匀玻色气体， 口=3／2，

r(3／2)=√孑／2≈o．886，f(3／2)≈2．612，由(1．4)和(1—12)可得

红：熹鲨~3．31丝 (1-13)。

眵(3／2)】驯2 聊 朋
、 。

对于三维谐振子势中的玻色气体，口=3，11(3)=2，f(3)≈1．202，由(1-5)和

(1—12)可得

圮=器矾％删3 (1-14)

其中万=(缈，缈：国，)Ⅳ3是三个谐振频率的几何平均。代入后和壳的具体数据，把乏以

放为单位表示出来

驯．5(志P旅 m均

其中7=万／2万。

利用(1．12)可以讨论低维玻色气体的凝聚性质。例如二维均匀气体，口=1，

f(1)=∞，故在有限温度下不可能出现凝聚现像。然而如果把气体囚禁在二维谐

振子势中，则口=2，f(2)为有限，气体将会在有限温度下出现凝聚。

lO
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图1-5三维谐振子势中凝聚比例随温度变化的关系。虚

线为理论曲线，圆点为文献【26】的实验结果。【27l

由(1-9)，并利用￡的表达式(1-12)，可求出丁<Z时的凝聚比例为

等斗时 m旧
Ⅳ l Z J

、

图1．5显示了实验观察到的三维谐振子势中玻色气体的凝聚现像，可见理论结果

跟实验数据大致吻合。

1．5非理想玻色气体的基本理论

1．5．1平均场理论：Gross—PitaevSkii(GP)方程

这一节我们讨论粒子间存在相互作用的非理想玻色气体的平均场理论【251。

BEC实验的环境一般是温度极低(～∥K)，同时粒子密度非常小(～1014册_3)。

在这样的条件下，粒子间的相互作用可近似看作低能极限下的s波散射。在动量

表象中，这相当于两个粒子间的作用为常量“=锄壳2口／m，其中口是散射长度，

所是粒子质量。而在坐标表象中，则相当于两个粒子间的相互作用势能为

砜万(r—rI)，r和r’表示两个粒子的位置。在此近似下，Ⅳ粒子系统的多体哈密

顿量写成
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日=善防m，卜驴训 m∽

其中y(r)描述系统所处外场的势能。当考察系统的基态时，可采用平均场近似，

即假设零温下所有粒子都凝聚在同一单粒子态矽(r)上，整个系统的波函数相应地

写成

矽(r)归一化为1

Ⅳ

甲(t，r2，⋯，rⅣ)=兀矽(I)
f-l

p胁)12=1

矽(r)所满足的方程可通过对能量泛函作变分得到。态(1—18)的能量为

(1-18)

(1_19)

删)_Ⅳ肛陶V船)12州r)l船)12+竿帅(r)14] (1-2。)

当系统处于基态时，矽(r)使(1—20)取极小值，即变分艿(E一∥Ⅳ)=0，化学势∥是

考虑到矽(r)所满足的归一化条件而引入的拉格朗日乘子。通过上述变分条件得到

矽(r)所满足的方程为

(一羔V2川卅砜帅吵妒从r， m2t，

该方程称为Gross—Pitaevskii(GP)方程【28。30】。通过对它求解即可得到平均场近

似下玻色凝聚体的波函数。

GP方程的适用条件是：s波散射长度远小于粒子平均距离，即气体足够“稀

薄’’，同时凝聚体中的粒子数远大于1。可用无量纲量万H3描述气体的稀薄程度，

它表示体积I叫3内的粒子数，其中万是气体的平均密度。实验中各种原子散射长

度的通常取值为：口=2．75 11n1(23Na)，口=5．77锄(87I曲)和口=一1．45 nm

(7Li)‘31m1。典型的粒子数密度为1013～1015 cm．3，从而万H3的值总是小于10。3。

当万H3<<l时，气体可称为稀薄的，或弱相互作用的。值得强调的是，“弱相互

12
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作用”并不意味着相互作用的效应非常小。相互作用对系统的影响可通过跟动能

的比较来说明。对谐振子势中的气体作一简单估算，用国。和伽表示谐振子势的

谐振频率和特征长度，则相互作用能％=Ⅳ砜万∞Ⅳ2l叫酊3，动能的数量级为

M‰，故％∞慨2。相互作用能和动能的比值为

鲁∞出 (1-22)
已砌 嘞

可以看出，当粒子数足够大时，即使满足万H3“l，相互作用能和动能的比值也

可轻易地大于1。这说明即使在稀薄气体中相互作用也能引起可观的非理想效

应。

1．5．2谐振子势中玻色气体的基态

BEC实验中用来囚禁原子的外场可近似看作三维谐振子势，根据三个方向谐

振频率的相对大小，原子云可形成球形、雪茄形和碟形等形状。这一小节我们讨

论谐振子势中GP方程的求解‘34，351。我们不妨先对原子云的空间尺度作一定性分

析。为简单起见，我们考虑各向同性的谐振子势矿=彻；，．2／2。设原子云的空间

尺度～R，则单个粒子在外场中的势能～嬲；R2／2。粒子数密度刀～Ⅳ／R3，单个

粒子的相互作用能的量级为玎‰～Ⅳ口／尺3。对于排斥相互作用(砜>0)，其效

果是按R-3提高了平衡时R的取值。当№足够大时，动能对总能量的贡献可被

忽略，让势能和相互作用能的量级相等，即可得出平衡时原子云的空间尺度

“㈦¨5 m23，

以及单个粒子能量的量级

号嘲。㈦纠5 m24，

可见Ⅳ口／％是一个反映相互作用强度的无量纲量，在绝大多数BEC实验中，其
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取值都远大于1，故原子云的尺度都大于谐振子的特征长度嘞。

图1-6球形谐振子势中GP方程的数值解。图中实线代表相应ⅣI口I／嘞取值的解，虚

线代表理想气体的解【271。

当原子云的尺度足够大，求解GP方程(1—21)时可把动能项略去，得到

(矿(r)+嘲l矽(r)12)矽(r)=删(r) (1-25)

这一近似称为1110mas—FerIIli近似。(1-25)的解可表示为

刀(r)=ⅣI矽(r)12=盼一矿(r)】／‰ (1．26)

原子云的边界由y(r)=∥给出，边界以外矽=0。而∥则由矽(r)的归一化条件定

出。‰IIlas—Femi近似的物理意义是，在原子云的任何地方加入一个粒子所需
的能量都相等。

如果动能项的贡献不能忽略，例如原子间为吸引相互作用，则需要对GP方

程(1．21)进行数值求解，得出凝聚体的波函数矽(r)口6。381。图1．6画出了球形谐振

子势中GP方程的数值解。左图是原子间为排斥相互作用的波函数，可以看到，

相互作用使原子云向外扩展，从而降低了中心处的原子密度。对于原子间的吸引

相互作用，情况则刚好相反。

1．5．3非平均场理论

14

由平均场理论推导出来的GP方程，能很好的描写零温下BEC的静态和动力
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学性质。然而该方程的出发点，即对多体波函数的假设(1．18)存在一个明显的缺

点，它忽略了粒子间的关联效应。这在某些情况下，例如在临界点附近粒子涨落

很大时，会引起比较大的误差。还有，GP方程的解描述的是系统基态或者集体

激发态，但有时候我们希望研究跟系统基态靠得很近的一些低激发态的性质，这

时GP方程就显得无能为力了。

针对平均场理论的一些不足，人们又引入了各种方法研究特定情形下BEC

的性质，例如局域密度近似等方法【391。本文后续部分将详细讨论另一种求解多

体哈密顿量的方法，其特点是在Fock空间里对多体哈密顿量直接对角化。跟平

均场理论相比，由于没有事先对解的形式作出假设，该方法的结果在一定程度上

是精确的，它包含了粒子间相互作用的各种信息，可以利用它来研究粒子间的关

联效应，也可以解析的给出长时间范围内系统的动力学演化性质。通过对角化，

我们得到的不单是系统的基态，还有整套低激发谱，这对于研究系统在外界扰动

下的行为是非常有帮助的。两种不同方法求出的基态还可以方便地进行比较，从

而有助我们深入理解GP方程的物理内涵和适用范围。

1．6 BEC的应用前景

BEC最显著的应用，是促进了“原子激光器”(atom 1aSer)的出现【40，411。原

子激光器实际上是“相干原子束发生器”，它发射的原子束具有高度相干的特性，

束中所有原子处于同一量子态上；同时，束中原子的能量处于单模，从能量分布

角度讲具有极好的“单色性"；另外，发射出的原子可以准直行进相当长的距离

而无明显发散，即“指向性”好。从这三点看，与激光很相似，因此称为原子激

光器。它的出现具有十分重大的意义，正像激光大大改进了光学实验一样，原子

激光器可以大大改进原子物理学的实验。比如，它将提高原子钟的精确度，提高

基本物理常数的测量精度等等。原子激光器还将应用在纳米技术上，以极高的精

确度将原子沉积在固体表面，实现原子制版技术。原子激光器的出现是开拓性的，

它是第一种物质波的激射器，成为21世纪科技发展的新亮点。
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2．1引言

第2章旋量玻色一爱因斯坦凝聚

玻色一爱因斯坦凝聚是低温下物质聚集的一种独特形式，其中宏观比例的玻

色子占据着量子力学基态。实验中凝聚体通常被囚禁在磁阱(magnetic tr印)里

面，这种做法的一个缺点是，自旋翻转将导致原子逸出。因而囚禁在磁阱里的凝

聚体失去了自旋自由度，其状态由标量函数描写。光学阱(opticaltrap)的出现

为研究凝聚体的自旋性质开辟了道路。光学阱中原子自旋方向可以自由翻转，自

旋自由度被释放，对“旋量(spinor)”凝聚体的研究成为可能，相应地凝聚体的

状态由矢量函数描写。凝聚体中自由度的释放带来了丰富的物理现像，如自旋量

子纠缠(quam岫emaIlglement)【42，431，凝聚体相干破碎(coherem仔agmentation)

畔】，自旋波传播H51等等。当前国际学术界上受到广泛关注的一个领域是旋量凝

聚体的自旋演化特性。白旋的动力学演化是旋量BEC的基本现像之一，它所展

现的量子相干效应是BEC特性的最直接反映，对它的研究有助于我们更深入理

解BEC的本质，同时也为相关领域，如量子信息等的研究提供灵感。以下三章

我们将把目光主要放在旋量凝聚体的自旋演化特性上。本章简要介绍旋量BEC

的实验进展，主要理论基础和自旋演化相关理论研究概况。

2．2旋量BEC实验进展

利用磁阱囚禁原子限制了BEC的研究，因为只有“weal【-field seek吨"的原

子被囚禁，“strong．field seek血g"的原子由于非弹性散射而逸出。而且如果同时

囚禁不同自旋态的原子，则自旋驰豫也会造成原子严重的流失。如果使用基于光

偶极力的光学阱作为囚禁原子的工具，则可克服上述缺点，使得同时囚禁不同自

旋态的原子成为可能。光学阱的一般原理是，利用红外失谐的激光束聚焦产生一

16
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个辐射场，原子在辐射场中受到指向中心的偶极力作用而被捕获。1998年，

Ketterle领导的M【T研究组成功利用光学阱实现了纳原子和铷原子的旋量BEC，

开创了该研究领域的先河【46，471。文献[47]描述了铷原子实验中观察到的自旋驰豫

现像，如图2．1所示。实验中F=1的三态铷原子被冷却到凝聚温度以下，然后

置于光学阱中驰豫到自旋基态。在两次独立的实验中，铷原子分别从两种初态(上

图：全部原子处于聊。．=O；下图：各50％的原子处于聊，=±1)经过5 s左右的

驰豫时间，到达相同的平衡态(基态)。

啄 瞄浩 一s

÷t =“i 量_¨

o籀嘲童瞎 ：凋瞻i：j籀黪?毒睁晦

÷t攀纛鎏黧l囊蒸蒺鬻篓|||i蓑冀
O多。!!!蔫嚣鬻鬻嚣曩：；；；甏《i蠹戮篓篓ij。鬻霸誊蠢蠢董：___|：章==：篙黼灞

·{ ．．：：，：鞫善赢瓣。碉■鲮：蕊韵鼯一茹舔
=! =：

⋯。疆s ；=一”一i O．S s曩jj 2彰 3 s

图2—1 三态铷原子旋量BEC实验中观察到的自旋驰豫现像【47】。

随着旋量凝聚体在实验上获得成功，马上受到国际上各实验室和研究组的重

视，旋量凝聚体的自旋演化特性被广泛研究【4乩56|。实验上，各自旋分量原子数为

任意比例的初态都可制备，随后在光学阱中通过散射演化到平衡态，例如自旋为

1和一1的两个原子散射后自旋均变为0，于是各自旋分量上的原子数随时间强

烈振荡，展现出丰富多样的演化模式。通过外加偏置磁场，还可实现对演化过程

的调制，实验中可观察到更多独特的现像。

文献[48】测量了三态铷原子在不同条件下各自旋分量占有比例随时间的演

化。不加偏置磁场的实验结果如图2—2所示，初始各分量占有比例为

肛，。．¨≈(0，3／4，1／4)，随后约O．5 s的演化中，观察到各分量占有比例呈类似正

弦模式振荡。随着时fRj推移振荡逐渐衰减，系统演化到平衡态。当外加偏置磁场

后，演化模式发生明显变化，如图2—3所示。初始状态为n。’o'h1)≈(0，1／2，l／2)，

襄囊一一夔纛攀一一l～一蘸一一瓣篓蘩豁



中山大学博士学位论文

在不同强度的偏置磁场下，振荡的周期发生明显改变，磁场越强，周期越小。

图2．2没有偏置磁场时三态铷原子各自旋分量占有比例随时间的

演化f4引。实线，虚线和点线分别代表自旋0，．1和+1分量。

图2—3不同偏置磁场下三态铷原子自旋0分量占有比例随时间的演化【48】。

文献[49】测量了三态铷原子从初态履。’0'-1)=(O，1，0)开始，在不同偏置磁场下演

化3 s后的自旋0分量占有比例，如图2—4所示。可以看到，当偏置磁场为强场

(B>700 111G)时，自旋演化将受到严重抑制，原子基本都停留在初始状态，发

18
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生自旋翻转的几率非常小。这跟本文后面的理论结果是一致的。

B(mG)

图24 三态铷原子从初态反l，o，一I)=(0，1，O)开始，在不同

偏置磁场下演化3 s后的自旋0分量占有比例【4引。

脚|il嫩《翔岫 脚蝻精蠢秘昭，

图2．5五态铷原子在不同外磁场下各自旋分量占有比例随时间的演化【5叫。实心圆，空心

方形和实心三角形分别代表坼=O，±1，±2。磁场分别为1．5，0．75，O．3和0．1G。

对于F=2的五态铷原子，文献【50】中的实验同样观察到自旋分量随时间的振

荡，如图2．5所示。偏置磁场较强时(a，b)，振荡相对较弱，凝聚体很快到达

19
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平衡态，聊F=0和聊F=±1各约占总原子数的一半，历F=±2的占有比例几乎为零，

说明强磁场制约了原子通过散射向高自旋分量的跃迁。偏置磁场调弱后(c，d)，

振荡显著加强，同时聊。=±2的占有比例也有所提升。

文献【51】测量了自旋振荡的周期和振幅与偏置磁场强度的关系，如图2．6所

示。理论预言(实线)当磁场约为28“T时，振荡周期将趋于无穷。实验数据表

明在该位置振荡周期和振幅确实存在峰值，从而验证了单模近似(SMA)理论

的适用性。

篓
墨
亟
量
箜

善

量
盖
差
董
蔓

嚣

图2．6 自旋振荡的周期和振幅随外加磁场的变化关系【51】。

2．3旋量BEC基本理论

2．3．1自旋相关的原子相互作用‘57，58】

我们知道，处于基态的碱金属原子的电子结构是：一个最外层电子位于s轨

道，其它内层电子占据满壳层。原子的核自旋与电子自旋通过超精细相互作用

20
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(hyper6ne硫eraCtion)耦合起来。电子的自旋量子数为S=1／2，核自旋量子数

为，，则耦合成的总自旋量子数F有两种可能，F：，±1／2。以23Na和87Rb为

例，，均为3／2，故F=l或2。F=，+1／2的能级比，=，一1／2的能级高，两者

间的能量差别比通常的势阱频率大好几个数量级。因而在BEC环境下，两个

，=，一1／2的原子散射后不改变各自的R F=，+1／2的原子散射后则有可能变

成F=，一1／2。这样，光学阱中达到平衡的BEC原子将处于，=，一1／2的总自

旋态。对于23Na和87Rb，基态时F=l。

考虑F=1的原子散射过程，一个％=l的原子和另一个饰=一1的原子散射

后可能变成两个m。=0的原子，反之亦然。转动对称性限制了表征原子相互作用

所需的参数数目，两个基态F=1的全同玻色原子耦合成的总自旋只能为0或2，

故可用‰=4万壳2％／聊和％=4万壳2口2／朋两个参数表征低能极限下原子间的散

射，其中％和吃为相应的散射长度。两个F=1原子的有效相互作用可写成

U(1一r2)=万(1一r2)(砜昂+％昱) (2—1)

其中昂和足是把两体自旋波函数投影到两个总自旋(O和2)本征态的算符。为

了便于计算，可把投影算符表示成原子自旋算符(S。和S：)的函数。由算符关

系S2=(S。+S2)2可得

s。·s：：掣芒一2 (2．2)

上式应用了S=&=1。标量积Sl·S2的本征值为1(S=2)或一2(S=0)，因而

投影算符可表示成

忍：掣
只：叠盘 Q-3’

‘

3

原子间的相互作用可相应写成

U(■一r2)=万(q—r2)(％昂+％最)=万(I—r2)(％+c2Sl·s2) (2-4)

其中‰=(砜+2％)／3，乞=(％一％)／3。原子间的相互作用分成与自旋无关(％

2l
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项)和与自旋有关(乞项)的两部分之和。根据实验测量，23Na的散射长度为

口2=(52±5)％和口o=(46±5)％，％为玻尔半径，相应c2>O，其旋量凝聚体表

现反铁磁性。87Rb的散射长度为呸=(107±4)％和％=(110±4)％，相应c：<0，

其旋量凝聚体表现铁磁性。

2．3．2单模近似(siIlgle．mode印proximation，SMA)垆91

考虑囚禁在光学阱中的F=1旋量凝聚体，原子间的相互作用由(2-4)描述，

则其哈密顿量的二次量子化形式可分成对称和非对称两部分，日=皿+以，其

中

域2丢p一：(于+巧)审饼+詈荔p障：审二审a阜卢 (2-5)

吼=詈p(审嘲审-审t+审!，审!·审一t阜一·
+2卑：审：审．审。+2译!。阜：申一。阜。 (2．6)

一2巾：嘻!。晕。每一。+2审：审：审。审一。

+2÷：嘻二审。审。)

审。∞=一l，o，1)是自旋态IF=1，脚=彭)的湮灭算符，于是动能算符，巧是光学阱

的等效势能。域对于调换任意两个自旋下标保持不变。

平均场近似下，凝聚体的基态可表示成(”。，％，％)r，％表示自旋f分量的

波函数。由(2．5)、(2—6)可求得％所满足的非线性薛定谔方程组

其中

访旺，=三沙一。+乞Ⅳ(瑶衍+l睢，12虬。+I‰12恤。一l％12虬，)

访‰=三‰+c：Ⅳ(2％虻。以+I虬。12‰+l％12‰) (2-7)

访纸=三％+乞Ⅳ(躬∥．+I％12％+l％12％一I虬。12％)

三=于+巧+％Ⅳq虬。12+I‰12+I％12) (2—8)
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％的归一化关系为

门虬。12+‰12+k12)西=1 (2—9)

如果hI>>I乞l，则域在日中占主导地位，而域对于自旋分量的交换是不

变的，故可把各自旋分量的空间波函数近似取成相同的矽(r)，即所谓的单模近似

(SMA)。矽(r)可通过求解皿的GP方程的基态得到

(于+％+cjⅣl矽J2)矽=∥矽(2．10)

其中Ⅳ为凝聚体中的总粒子数，∥为化学势。

在单模近似下，零温时的湮灭算符可写成

甲。≈丸矽(r) 茁=o，±1 (2—11)

其中屯是自旋空间中的湮灭算符。利用(2-10)和(2-11)，可求得自旋空间中的等

效哈密顿量为

皿=∥Ⅳ一《Ⅳ(Ⅳ一1) (2—12)

以=《(钟钟反磊+芷。越。盈，金。+2钟锘幺氐
+2岔。菇色。龟一2钟越。磊盈。+2锘锑名色。 (2—1 3)

+2崮芷，氐氐)

其中∥兰(q／2)陋I痧(叫4(江o，2)。

单模近似的好处是显而易见的，我们可以避开求解方程组(2．7)，把坐标空间

和自旋空间分开考虑，这样物理意义非常明确。利用(2一13)可以方便的研究跟自

旋有关的各种现像，例如各自旋分量原子数随时间的演化等。实验数据表明，钠

和铷都满足单模近似的适用条件，即lcol>>Ic2I，因而单模近似在碱金属原子旋

量BEC理论研究中得到广泛应用。

2．3．3母配分系数(五-actional．parentage coemcients，FPC)砸0】

被囚禁的旋量凝聚体哈密顿量中跟自旋有关的部分可以写成
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一z胖稚E)2一纠 仁∽

=詈(s2一军E2)
其中S表示系统的总自旋算符，求和对原子进行。可以看到，凝聚体的总自旋及

其Z分量都是守恒的。目前流行的理论都只是考虑了是的守恒，而没有考虑S

的守恒，因而只是近似的理论。精确的理论要求同时考虑S和Sz守恒，需要引

进相关的数学技巧。我校鲍诚光教授通过引入母配分系数(钒tioml-parentage
coemcients，FPC)系统的解决了该问题。

凝聚体的S守恒本征波函数可以一般地表示成

甲s=∑厶，zs埘 (2—15)

其中觚埘是s守恒的总自旋波函数，同时也是置换群A表示的第，个基函数，石加

是具有相应对称性的空间波函数，对f求和保证了甲s对于粒子置换是全对称的。

当凝聚体处于基态时，所有原子都凝聚到同一空间状态苁(r)，因而只需考虑置

换群的允={Ⅳ>表示(其杨图只有一行)。为了求出力={Ⅳ>的S守恒总自旋态的

数目膨(S)，我们先求相应的＆守恒态的数目K(＆)。为简单见，假设每个原子

的自旋为1。在每个＆本征态中，最=1，一l，O三个分量的原子数为

是+f，f，Ⅳ一＆一2f。由f的可能取值定出K(芝)为

Kc是，=-+·圭(Ⅳ一＆一三二』二三生) c2一·6，

由上式可得

M(驴邵)一邵+1)：犁 (2-17)

上式说明只有Ⅳ一S为偶数时，才能存在唯一的全对称S总自旋态。相应地把

zs，{Ⅳ}表示成t掣1，s=Ⅳ，Ⅳ一2，Ⅳ一4，⋯。

计算时常常需要从。掣1中把一个粒子的状态抽出来。假设彤-11已经知道，则
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掣1可以展开成

掣1=拶1{。嘴1k(Ⅳ)}s+65Ⅳ1{皇旨11z(Ⅳ))s (2-1 8)

其中z(Ⅳ)表示第Ⅳ个粒子的单粒子态，秽1和彬1为待定系数。在(2—18)基础上

再把第Ⅳ一1个粒子的状态抽出来，考虑到交换第Ⅳ和第Ⅳ一1个粒子不改变系统

的状态，可得拶1和掣1满足以下迭代关系

其中∥为待定系数。连同归一化关系

(掣u)2+(掣¨)2=1 (2—20)

(2-19)、(2—20)的解有以下简单形式

牡[世秀篙螋]1，2牡[世铲]l，2 ㈣

∥=scs+·，[了i舌笋竺i簧蔓箩车专簧兰岛]u2
秽1和秽1称为母配分系数(矗．actional-parentage coemciems，FPc)。利用母配分

系数可以方便的求出总自旋态之间矩阵元的解析形式，因而成为研究旋量系统的

有力工具。文献[61，62】中，作者即是利用FPC求解了旋量BEC的基带和第一激

枯带结构。

2．4自旋演化的平均场理论

在旋量凝聚体中，原子通过相互作用在各自旋分量之间跃迁，形成丰富多样

的演化过程，受到实验和理论科学家们的强烈关注。理论方面，目前被广泛使用

的研究方法是基于单模近似的平均场理论【63-761。

j冲／产．摩j雨黧
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有共同的空间波函数矽(r)，可由方程(2—10)或作ThoIms-Femi近似定出。平均场

理论进一步假设所有原子都凝聚到同一自旋状态，由三分量的自旋波函数(彘．±)

描写，它们满足以下非线性薛定谔方程组【63】

疏每2盈炙+c[(压+风一仁)磊+篁≤】 (2．22)
l壳磊=丘。氏+c【【／q+pL)亏o+2亏+亏一彘J

其中c=c：Ⅳp眵(r)14，岛=悖12，岛，±为磁场中各分量的塞曼能级。考虑到粒子

数和磁化率(脚=(Ⅳ+一Ⅳ-)／Ⅳ)守恒，即∑，房=l和成一p=聊，令

彭=√乃eXp(一哆)，(2-22)可改写为

A=鲁风厄丽可sin口矽=一弓手+鲁c，一2风，+(鲁)羔L专奄紫c。s秒 ‘2_23’

其中臼=以+矿一2岛为相对位相，万=(E+巨一2毛)／2∞B2。(2-23)即为平均场

理论框架下旋量BEC自旋演化的动力学方程。只要给定初态，原则上可通过求

解(2-23)得到任意时刻各自旋分量的占有比例及位相，从而得出凝聚体自旋相干

图2—7 87Rb凝聚体自旋演化周期7-与外磁场8的关系睁31。

(2—23)同时也是经典非刚性摆的动力学方程，因而风随时间的振荡可与非刚

性摆作一类比。文献【63】通过求解(2-23)得到扁振荡周期与磁场B的关系，如图

2．7所示。图中实线表示平均场理论的预言，B较小时，振荡周期r几乎不随B
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而变，当B达到某一临界值时，r趋于无穷，随后r随B增大而减小。这种现像

相当于摆的周期与能量的关系。能量较小时，摆作近似简谐的小幅振动，此时周

期与能量无关。随着能量逐步增大，摆幅越来越大，振动的非线性加强，周期也

增大。当能量增大到刚好使摆到达最高点，摆将停下来，处于非稳平衡，即周期

趋于无穷。随着能量进一步增大，摆的转速越来越大，相应地周期越来越小。

1．o

O。8

o．6

P o

o；4

O．2

O．O

图2．8存在纵向均匀磁场时自旋0分量占有比例的演化酬。(a)

马=O．1G，(b)蜀=O．2G。Ⅳ=20000，初始时n=风=应l=1／3，

8=冗f 2 o

图2．9 存在纵向磁场梯度时自旋0分量占有比例的演化嗍。

玩=O．2G，蜀=0．2G／册，初态为(1)岛=0．998，岛=n1=0．001，

(2)岛=O．00l，A=应l=O．4995。
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利用平均场理论，文献[64】讨论了雪茄形BEC在各种磁场模式下的自旋演化

特点。图2-8显示了存在纵向均匀磁场时自旋O分量占有比例的演化，初始时各

分量被均匀占有。弱磁场对演化的影响很小，如(a)所示，占有比例作规则振

荡，频率取决与位相差。强磁场下，如(b)所示，振荡随时间衰减，频率也不

依赖于位相，O分量占有比例提高，这是由于在磁场里一对自旋为O的原子的塞

曼能低于一正一负两个原子的塞曼能，磁场足够强时这种差别非常显著。图2．9

显示了存在纵向磁场梯度时的自旋演化，可以看到，两个差别巨大的初态最后都

演化到相同的平衡态。然而从全部占据0分量的初态开始，将先保持这个状态一

段时间，然后才突然下降到平衡位置，这显示了亚稳态的存在。

平均场理论能很好的解释自旋演化过程中的相干效应，对于振荡周期与外磁

场的关系也能作出定性相符的预言。然而作为一个近似的理论，不可避免的存在

一些缺点，例如不能给出描述演化过程的一般性的解析表达式，不能描述长时间

的演化特征等等。这些缺陷将由新的理论形式来弥补，将在下一章详细讨论。

2．5小结

本章简要介绍了旋量BEC的实验和理论研究进展，重点放在对自旋演化的

研究。实验表明自旋自由度的释放带来丰富多彩的物理现像，原子间的相互作用

使得原子在各自旋分量之间跃迁，形成低温下独特的演化过程。与标量BEC相

比，旋量BEC需要用三分量(，=1)的波函数描述凝聚体的状态，这将导致复

杂的理论形式。考虑到BEC的特点，引入单模近似理论，使得坐标和自旋空间

可以分开讨论，便于研究我们关心的跟自旋有关的问题。对于描述自旋演化，平

均场理论给出了类似经典非刚性摆的动力学方程，该方程能很好的描述演化过程

中的相干效应。通过引入总自旋守恒和总自旋态的概念，并利用母配分系数，则

可建立起一套描述旋量系统的更为合理且精确的理论。
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第3章磁场中无极化旋量凝聚体的自旋演化

3．1引言

平均场理论对自旋演化的描述取得一定的成功，特别在描述演化的相干特性

以及振荡周期如何随外磁场变化等方面，理论预言与实验结果符合得相当好。然

而，平均场理论对凝聚体的自旋波函数作了近似假设，其后果是一些更为丰富和

复杂的演化模式和动力学行为无法体现出来。平均场理论的另一个严重弱点是，

不能给出系统地指导演化过程的解析表达式。为了克服上述不足，本文提出一种

基于严格对角化哈密顿量的方法来研究自旋演化问题。可以看到，对于我们关心

的跟自旋有关的性质，这种方法得出的结果是精确和解析的，包含了所有可能的

演化模式。本章首先介绍该方法的理论形式，然后详细讨论无极化凝聚体在各种

磁场条件下的自旋演化特性，最后对两种方法各自特点作一对比。

3．2磁场中旋量凝聚体的哈密顿量及其解

我们考虑自旋为l(F=1)的Ⅳ粒子玻色冷原子气体，原子间的相互作用为

％=(co+c2lt·弓)万(1一I：，) (3-1)

F，为原子f的自旋算符。原子被囚禁在势阱里，同时施加偏置磁场，并以磁场方

向为Z轴方向，则系统的多体哈密顿量可表示成

日=∑(霉+■)+∑％+g∑巧 (3—2)
l i‘J i

第一项是跟自旋无关的动能和囚禁势能，第二项是原子的相互作用能，第三项是

磁场引起的二次塞曼效应，其中F，表示原子f的自旋Z分量。由于(3．1)保证总

磁化守恒，所以线性塞曼项(p∑。E)不影响系统的动力学行为，在哈密顿量
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中作为常数而不被考虑。第三项中，g=(巨+巨一2岛)／2，是三个塞曼能级的

能量差，它跟磁场B的关系为

g=嫠 (3—3)

其中∥B为玻尔磁子，局邢为超精细能级分裂(hyper缸e Splittillg)。针对目前实

验上多以钠和铷等碱金属原子为研究对像，我们考虑(3—1)中kl>>lc2l的情形，

此时单模近似(SMA)的适用条件被满足。在SMA下，所有原子都凝聚到相同

的归一化空间波函数痧(r)，相应地可以从(3—2)提取出我们关心的只与自旋有关的

有效哈密顿量

‰=29∑Ff·E+g∑露 (3—4)
f<／ f

其中

考虑到

g=詈p帅14 (3_5)

§2基l∑Il l=∑Ff2+2∑ll·L=2Ⅳ+2∑ll·E (3—6)
＼i ，t i‘j t(j

§表示系统的总自旋算符。(3—4)可改写成(忽略常数Ⅳ)

％加=筘2+g∑磅 (3．7)
f

通过SMA，我们把坐标空间和自旋空间分开考虑，对坐标空间作平均场近似，

得出单粒子波函数矽(r)，而对于我们希望仔细研究的自旋空间，则采用精确对角

化的方法。

在自旋Fock空间中，只占有数表象的归一化全对称基矢表示成IⅣ1，Ⅳo，Ⅳ-，)，

玑(∥=O，±1)为自旋∥分量的占有数。考虑到粒子数Ⅳ和总磁化M守恒，并且

芝三麓二凳-M1 c3固
M=N1一N 1

、 。

可得Ⅳ±，=(Ⅳ一Ⅳo±M)／2。因而对于给定的Ⅳ和M基矢可简化成IⅣo)，Ⅳo的
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取值范围从Ⅳ一M，Ⅳ一M一2到。或1。{lⅣ0))构成了自旋FoCk空间一组完备

的基。

为了求出哈密顿量(3—7)的矩阵元，可用母配分系数从基矢IⅣo)中抽出一个和

两个粒子的状态，即

IⅣo)=莓序以(1)lⅣo；∥) (3-9)

和

l“)=∑
∥

+y
J，一
上，≠V

(1)以(2)IⅣo；∥，∥)

声(1)航(2)IⅣo；∥，y)

(3-10)

其中以(f)表示原子f的状态，IⅣ0；∥)和IⅣo；∥，l，)分别表示从IⅣo)中去掉一个和

两个相应状态的原子后得到的Ⅳ一1和Ⅳ一2粒子空问的基矢。同时把单粒子自旋

算符只、E用上升、下降算符表示，利用上升、下降算符对E本征态的作用关

系，即可求出哈密顿量(3-7)的矩阵元为

(职I‰所lⅣo)=【驰(M，Ⅳo)+g(Ⅳ一Ⅳo)】氏，心
+刨+(M，Ⅳo)‰，Ⅳ6+2 (3_11)

+红(肘，Ⅳo)氏，婀一2
其中

4(M，Ⅳo)=M2+Ⅳ+Ⅳo+2砜一2蠕
4(M，Ⅳ0)=[Ⅳo(Ⅳo—1)(Ⅳ+M一Ⅳ0+2)(Ⅳ一M一Ⅳo+2)】l／2 (3—12)

复(M，Ⅳ0)=[(Ⅳo+1)(Ⅳ0+2)(Ⅳ+M一Ⅳo)(Ⅳ一M一Ⅳo)】l／2

(3—11)说明‰加是一个三对角矩阵，通过对角化可求出所有的本征能量E，和

本征态k)

‰I力)=髟l办)
l办)=∑吒IⅣo)

Ⅳ0

(3一13)

由于矩阵元均为实数，故系数吒也为实数。由{IⅣo)}展开的空间是完备的，因
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而E和办对于哈密顿量(3-7)是精确的。

对于给定的Ⅳ和坛假设f=o时系统的初态为IⅣo=D(简记成ID)，则以

后任意时刻，的总自旋态可表不成

甲(r)=P一喊∥伪ID=∑P一哆∥6 I办)(办l，)

：∑啦叫0 。。4’

(3-14)即为哈密顿量(3—7)在给定Ⅳ、M和初态ID下的精确含时波函数，系统演化

过程中的任何细节均可从中提取。

我们感兴趣的是磁场方向(Z方向)自旋0分量的占有比例如何随时间演化，

即

靴)兰掣 (3_15)

其它分量的占有比例可由Ⅳ和M的守恒求得。把(3—13)和(3．14)代入(3．15)，我们

得到

垆(，)=矽+哕(f) (3-16)

其中

矽=∑(巧)2∑(c毛)2Ⅳo／Ⅳ (3—17)

掣(f)=2∑cos[(t，一髟)，／壳】00’∑％吒Ⅳo／Ⅳ (3—18)

(3—16H3—18)说明甲(f)的基本演化特点是围绕背景矽作振荡哕O)。

我们考虑囚禁在各向同性谐振子势

巧=去嬲，．2 (3—19)

中的87Rb原子气体，∞为谐振频率。规定以壳国、mG和sgc为能量、磁感应强

度和时间的单位。对于SMA下的空间波函数矽(r)，我们进一步作1110mas—F跚嘶

近似，得到

Mr)14≈器 (3-2。)

这样做引起的误差只改变g和g的相对大小，对后面的讨论不构成影响。对于
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87Rb，可求得

；二黧荨!Z∥5 仔2t，
口≈144万×10呻B2／国

下面各节将详细讨论无极化(M=O)的87Rb原子气体在不同磁场强度和初态下

的自旋演化特点。

3．3零磁场下的自旋演化

为了阐明磁场B对自旋演化的影响，我们先讨论曰=0时的演化特点。文献

【77】已经给出了零磁场下描述自旋演化的完整理论形式，本节在其基础上作一系

统总结。为了得出数值结果，这里先假定Ⅳ=400和国=3000／sec，后面将会讨

论Ⅳ和∞改变对结果的影响。

3．3．1周期性

当B=O时，哈密顿量(3—7)的本征态可由好量子数S(总白旋量子数)表征，

振动项∥O)可表示成‘771

掣(f)=∑秽’s cos[4(s+3／2)g国f】 (3-22)

其中掣’s为常数，s=Ⅳ，肛2，⋯，M(或M+1)。由(3—22)分析可得，垆具

有严格周期性，其周期为

‘2南 (3_23)

同时甲关于0／2对称，哕O)关于0／4反对称。因而只需考虑(o，0／4)范围内

的演化即可，其它时段的演化可根据对称性延拓得到。由(3．21)可得ThomaS．Fernli

近似下87I曲的周期为

f口≈1．521万(Ⅳ／缈2)375 x104 sec (3-24)

对于我们取定的Ⅳ和∞，该周期约为117sec。图3．1给出了零磁场下M=0，，=

Ⅳ和，=Ⅳ／2时一个周期内的自旋演化图像。
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：z。
艮

3．3．2背景

． (b)N9_(N·Ml『2，M。0

’

l ， 1
． l f

一

． ● t I

‰
图3．1 8=0时一个周期内的自旋演化图像网。

当召=o时，背景矽可近似表达成‘7刀

砂≈舡莓(铷枇)幢 p25，

其中I·％)是以好量子数s标记的哈密顿量的本征态。由(3—25)可知，当M—o

时，矽≈1／2。因而对于无极化凝聚体(M=o)，所有芹都具有几乎相等的背

景研≈l／2，该性质在图3—2(a)(以下各图均置于本章末)中得到了体现。

3．3．3不同初态的演化特点

为了使M能取O，Ⅳ和，必须奇偶性相同。对于初态，=0，有一半原子自旋

朝上，另一半原子自旋朝下。图3—2(a)中相应的曲线显示劈直接上升到群≈1／2

而没有发生振荡。从该曲线我们知道，在O．Olfp时间内，半数∥≠0的原子变成

了∥=o，暗示着系统里发生了强烈的自旋翻转个+山付o+o。随后露保持很
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长一段时间非常稳定的状态，直到f接近r。／4时突然出现一周期强烈的振荡。

观察图3．2(a)各曲线可发现，，=2时，演化的开始阶段出现一周期的振

荡，，=2后时，出现尼周期的振荡。一般来说，掣在开始阶段会振荡一段时间，

然后突然变得非常稳定，接着又突然恢复振荡。因此，演化过程可分为振荡区

(zones ofoscillation，ZOO)和稳定区(zones ofsteady，ZOS)，它们交替出现，

形成ZOO．ZOS．ZOO互相交替的演化模式。通常当，<Ⅳ／2时，，越大则ZOO越

宽，同时ZoS越窄。如果Ⅳ和』为奇数，则当，=2忌+1<Ⅳ／2时，Z00中包含

七+1／2周期振荡。

当，=Ⅳ／4，ZOO中包含Ⅳ／8个振荡周期。有意思的是，此时ZOO和zoS

的长度均为fP／12。ZOO中的振荡频率等于3Ⅳ／(力P)≈3．14(№3)2巧×10～，在我

们所取的参数下≈5．13／sec。可以想像，当Ⅳ非常大时，振荡频率将变得非常高，

使得ZOO看起来像具有一定宽度的带。

当J接近Ⅳ／2时，ZOO持续时间变得非常长(接近f。／8)，同时振荡幅度变

得非常小(接近f。／8的小区域除外)，如图3．2(a)中，=194的曲线所示。相

应地，ZoS变得非常窄而且不稳定。当，=Ⅳ／2时，先前的两个ZoO转变成ZOS，

而先前的ZOS则变成一个位于f。／8的非常狭小的ZOO，只包含一个振荡周期，

如图3．2(a)中，=200的曲线所示。

图3．2(a)给出了，≤Ⅳ／2的演化图像，，≥Ⅳ／2的情形显示于图3．4(a)。

可以看出芹和麟一，是一对一大致相似的，然而当r接近。和f。／4时则差别很大。

早期阶段的演化如图3．3(a)和图3．5(a)所示。

3．4弱磁场下的自旋演化

当磁场B≠o时，P的演化显示于图3—2至图3—5的(b)和(c)。可以看

到，磁场引起的一个显著效应是，演化的严格周期性和内部对称性受到一定程度

的破坏。这是由于g≠0时，总自旋S不再是一个好量子数，不能用它来标记哈

35



中山大学博士学位论文

密顿量(3．7)的本征态，各本征能量不成简单的整数比例，从而(3．18)中各余弦函

数的频率也不成简单比例，使得掣失去了严格的周期性，同时也导致了更丰富

的演化特性。然而当所加为弱磁场时，还是显示出ZOO—ZOS—Zoo交替的演化

模式，只是此时的ZOS不再是严格的稳定区，而是带有小幅的波动。同时，ZOO

也显示出低频的调制性波动。

当，接近0或Ⅳ时，磁场口的效应非常显著，其它，值的芹所受影响相对较

小。可以看到，图3．2(a)(图3—4(a))中最低3条曲线的硝均大大高于(低

于)各自的，／Ⅳ。磁场B的效应是把它们拉低(抬高)，使得辟靠近，／Ⅳ。露

和碟对B极端的敏感，如图3．2(b)和图3．4(b)所示。当B=10，图3—2(a)

中露的曲线被大大拉低；当召=30，譬己几乎成为一条靠近于。的水平线。这

说明，对于露，演化开始阶段强烈的自旋翻转受到磁场的严重抑制。

对于露，初始时所有原子均处于∥=o。图3—4显示，当B=o(或B=30)，

f=O．008f，(0．005fP)时，将有64％(74％)的原予变成∥≠0。这说明，B不但

没有抑制，反而加速了开始阶段的自旋翻转，从而引入了强烈的振荡。当B=10，

区间pP／8，，，／4)里的振荡比较强烈；而当B=30，图中显示的整个时段里几乎都

是强烈的振荡，这是一个值得注意的地方，后面还会回到这个问题上。

如果，<Ⅳ／2且不接近O，则B的作用是缩短ZOO并延长ZOS。例如在图3．2

(a)中，=100的曲线的ZOO长度为f。／12，而图3．2(c)中相应的长度变为

，。／13．2。如果，>Ⅳ／2且不接近Ⅳ，则B的作用相反。

图3．2(c)中，=6的曲线和图3-4(b，c)中，=240的曲线都暗示着由B

引起的～种新的振荡模式，将在下一节讨论。

3．5强磁场下的自旋演化

图3-6显示了强磁场下芹的早期演化，时间区域为(o，0／40)。对比图3—6
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(a)和图3．3(c)可发现，J接近于0的曲线振荡受到进一步抑制，使得芹≈，／Ⅳ，

振荡幅度小得可以忽略。对比图3—6(a)和图3．5(c)可发现，，接近于Ⅳ的

曲线仍然保持着强烈的振荡。，值适中的曲线受到影响相对较小，同时它们变得

彼此非常相似，如图3—6(a)中，=100～300的曲线所示，对于这些曲线，ZOO

和zos的区分已不再适用。图3．6(a)中各曲线的劈均接近于，／Ⅳ，这是由

于二次塞曼项在哈密顿量中已占主导地位，能量本征态接近于Fock空间的基矢

lⅣo)。

当磁场进一步增强，如图3．6(b)所示，一种新的振荡模式将会出现。此时

振荡由一连串的脉冲构成，脉冲的形状为橄榄形，里面包含确定的高频振荡周期

数，周期数随，增大而减少。当』≈Ⅳ／2时，振荡的幅度较大；当，≈O或Ⅳ时，

振荡的幅度将小得难于辨认。随着B进一步增大，脉冲的形状将变得更为细长，

并包含更多的高频振荡周期。可以预见在强场极限下，振荡将完全被抑制，所有

掣都将变成水平直线。

当B足够大，哈密顿量(3—7)的第一项毋2可视为微扰。一阶微扰下，哈密顿

量的本征态为

I①，)=IJ)+丢4(M，驯，+2>一舌4(M，Dl，一2) (3·26)

用(3—26)中的l①，)代替(3-14)中的I办)，得出一阶微扰下甲(f)的解析表达式，继而
可求得

∥(f)≈专+寿【z(M，以1_co锨f)一名(M，项l-co孵纠 (3-27)

其中

岱，=[29：罗‘4Ⅳ一8¨)忉 (3．28)
口’=口一169∞

、 7

(3—26)和(3-27)成立的条件是

陪4c叫<<t p29，
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芹∽≈2萼(1-cos∽ (3-30)
g。

相~1-4等(1_CoS∥D (3-31)

相≈专嚼胤矿伽舻(卸∽ (3-32)

+名(叫))siIl(掣啪in牟纠

万／(4H缈)，因而橄榄形脉冲的长度约为万／(8H缈)=0／8。另外，芹(f)围绕着

3．6囚禁势阱频率似与粒子数』＼『的影响

上述数值结果是基于功=3000和Ⅳ=400而得到，这一节我们讨论∞和Ⅳ改

变带来的影响。当B=o时，∞的只会引起时间尺度的改变，所有甲(f)曲线的

形状均不会改变，只是‘按∞缈-675的规律随∞变化。当B≠0时，g／g∞缈刮5，

因而∞的减小会轻微增大g／g的比值，相应地轻微增大口引起的效应。

当Ⅳ改变时，周期也会按‘。CⅣ3巧而改变。当时间重新标度后，Ⅳ改变对刀=O
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时的演化影响是轻微的。图3．7(a)显示了Ⅳ=4000时的演化，对比发现，它

跟图3．2(a)是非常相似的，尽管Ⅳ相差了10倍(注意两图中的时间标度是不

一样的)。特别地，图3．7(a)中同样存在着ZOO和zOS，且ZOO中包含的振

荡周期数也是，／2，如，=1000的曲线，其ZOO的长度同样为f。／12，但包含500

个振荡周期。由于g芘Ⅳ吲5，Ⅳ的增大将增大g／g的比值，从而也会增大B引起

的效应。对比图3．7(b)和图3．2(c)，，=0的曲线被进一步抑制，J=2和6

的曲线也被拉得更低。

3．7平均场和对角化方法的比较

如上一章所述，平均场理论(MFT)的出发点是假设凝聚体中所有原子都处

于单粒子波函数x=(√岛e～，√岛P一，√n。e姐1)所描写的自旋态，相应的全对称

Ⅳ粒子波函数可简单表示成甲=兀，x(f)。既然甲是全对称的，总可以展开成IⅣo)

的线性叠加。因此，从MFT推导出的自旋演化模式，原则上都可以用本章介绍

的对角化方法重复得到。当然，MFT在波函数中已明确考虑相位因子，使得它

在讨论演化的相干效应时具有明显的优势。然而我们知道，全对称的波函数不一

定都能写成类似T的形式。因而使用MFT将无可避免导致很多演化模式无法涉

及，而对角化方法则可弥补这一缺陷。

对角化方法的不足之处是，当Ⅳ很大时，计算量将会非常惊人。例如当Ⅳ=104

和M=0时，Fock空间基矢的数目已达到5000，相应地哈密顿矩阵元的数目为

5000×5000，对角化如此巨大的矩阵对计算机的运算能力和内存量都提出很高的

要求。而如今BEC实验所囚禁的原子数通常都达到106的量级。因此对角化方法

适用于精确研究粒子数较小(～103)的旋量系统的自旋演化特性，它所推导出

的结果具有一定的普遍意义，能帮助我们系统的认识旋量凝聚体演化过程中的众

多细节。
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3．8小结

本章利用严格对角化哈密顿量的方法，系统讨论了磁场对无极化87Rb凝聚体

自旋演化的影响。我们发现，零磁场时矽具有严格周期性和内部对称性，外加

磁场将破坏这种周期性和对称性。同时，外加磁场把钟从≈l／2推向，／Ⅳ，使

得zOS不再是高度的稳定，随着B越来越大，zOO和ZoS的区分不再有意义。

当，接近。或Ⅳ时，芹受B的影响非常敏感，其它，值相对没那么敏感。这

种敏感性在图3．8中得到进一步体现，该图说明，磁场总体的作用是加剧振荡，

振荡频率随B增大而提高。振荡的幅度先随B增大而增大，当B超过一定值时，

磁场又将抑制振幅。当B充分大以后，振幅将变得非常小以致于掣看起来像一

条位于，／Ⅳ的水平线。对于，=O，Ⅳ和Ⅳ／2，这种情况将分别出现于B>60，

320和2000 mG。这说明对于，≈O或Ⅳ，对振荡的抑制很容易实现。相反，如图

3．8(c)所示，当，=Ⅳ／2时，曰=50111G只能使碟，，受到微弱的影响，即使B

增大到450 mG，还保持着不算太小的振幅。当，接近于Ⅳ，同时B取值适中(大

约30≤B≤180 111G)，磁场将引起F在全时段的强烈振荡，如图3．8(b)中

刀=100mG的曲线所示，这是一个值得注意的现像。图3．8(c)清楚显示了B

增大导致橄榄形脉冲振荡模式的出现，这种现像类似于量子拍(quantumbeat)。
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记在(b)中各条曲线上，每条曲线均比其下方曲线提升0．1。f

从。到名／40。
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4．1引言

第4章磁化对自旋演化的影响

上一章我们详细讨论了磁化为零时旋量凝聚体的自旋演化性质。目前的实验

技术允许制备原子在各自旋分量上任意布居的凝聚体，因而实验上可以观察到不

同极化条件下的自旋演化。实验研究表明，磁化作为一个守恒量，在演化过程中

以很高精度保持不变，演化同样采取围绕背景振荡的模式，但无论背景的大小，

还是振荡的幅度与频率，都将受到磁化大小的调制。作为一套完整的理论体系，

我们有必要讨论磁化不为零将引起何种效应，为自旋演化带来什么影响。本章的

任务是对此问题作一探讨，出发点依然是上一章的理论框架。

4．2磁化对背景的影响

回顾上一章的讨论，解决自旋演化问题，归根到底是要求解系统哈密顿量的

所有本征态。对于磁化M不为零的情况，求解过程是完全类似的。相比之下，

M≠O时基矢的数目减少，因为Ⅳn最大只能取到Ⅳ一M。对角化哈密顿量后，

可得自旋O分量的占有率与时间的依赖关系为

甲(，)=矽+衅(r) (4-1)

即该占有率在一定背景上随时间振荡。本节讨论背景By与M的关系，为便于与

上一章的结果作比较，本章仍沿用Ⅳ=400，国=3000的参数选择。由上一章的

结果，By可表示成

矽=∑(0)2∑(％)2Ⅳo／Ⅳ (4—2)
j N4

吒是哈密顿量第_，个本征态中基矢lⅣ0)的系数。图4一l显示了不同磁场和M取
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值下矽与初态，的变化关系。(a)中最上面的水平线是我们预料的结果，即B、

M都为。时，砂寸1／2。M不为。以后，矽将有所下降，其中，≈o的矽所

受影响最为明显，下降得很厉害，(a)图显示，磁00已几乎为o。加上弱磁场后

(b图所示)，小，的背景进一步受压制，所有础都趋于o，从这点看，膨和B

有类似的效应，后文将对此问题作一分析。弱磁场下，大，的背景所受影响相对

较小。加上强磁场后(c图所示)，情况与上一章相同，矽被拉低或抬升到接近

，／Ⅳ，不管M值如何，矽都随，线性上升。

图4—2显示了矽随M的变化关系。零或弱磁场时(a，b所示)，不论，为

何值，矽均随M增大而下降，再次说明M对背景有抑制作用。硝所受抑制最

为显著，相反，磷对M的增大很不敏感，当M达到100时也只是下降了约1／10。

强磁场下(c所示)，矽基本不随肘而变，成为水平线，说明此时磁化的影响

可被忽略。

4．3磁化对演化过程的影响

矽(，)的含时部分哕(f)可表示成

or(f)=2∑cos[(弓，一易)f／壳科弓’∑吒吒Ⅳ0／Ⅳ (4-3)
j‘j? Nn

E，是哈密顿量的第．，个本征能量。正如上一章给出的结果，各种不同频率的余弦

函数相互叠加，使得掣O)呈现丰富多样的振荡模式。M对掣(f)的影响与磁场

召有关，在弱和强磁场下有不同的表现。作为对比，图4．4画出了B=30mG(弱

磁场)，，=6，M取不同值时甲O)在，。／4内的演化。可以看到，M的一个基本

效应是显著增加了振荡的频率。为了解析这一效应，同时更好的理解M对演化

的其它影响，我们回顾哈密顿量矩阵元的表达式
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(职I‰lⅣo)=[弛(M，Ⅳo)+g(Ⅳ一Ⅳo)】氏，％
+烈(M，Ⅳo)氏胎2 (4_4)

+诅(M，Ⅳo)‰，％一2
其中

4(M，Ⅳ0)=M2+Ⅳ+Ⅳo+2喊一2孵
4(M，Ⅳo)=[Ⅳo(Ⅳo一1)(Ⅳ+M一Ⅳo+2)(Ⅳ一M一Ⅳ0+2)】l，2 (4—5)

4(M，Ⅳo)=【(Ⅳo+1)(Ⅳo+2)(Ⅳ+M一Ⅳo)(Ⅳ一M一Ⅳo)】1／2

M的作用集中反映在么．士(M，Ⅳo)3个参数上面。图4·3画出了肘=O、40和100

时4．±(M，Ⅳo)随Ⅳo的变化关系。如(a)所示，Ⅳ0／(Ⅳ一M)<O．5时，M对4的

影响很微弱，而当Ⅳo／(Ⅳ一M)>O．5时，M增大导致以也显著增大。在弱磁场条

件下(g很小)，M增大相当于增大了哈密顿矩阵的对角元，从而使得本征能量

也相应增大。由(4—3)可知，各余弦函数的频率也跟着提高，这在一定程度上解释

了肘增加振荡频率的效应。从(b)、(c)可以看到，M增大使得4先减小后增

大，总体效果是(4．4)中非对角元对M变化不太敏感。综合起来，M增大的效果

是提高了哈密顿矩阵中对角元的地位，这跟增大B的作用类似，预示着M和B

对自旋演化的影响有一定相似性。

图4．5和图4．6显示了艿=30mG，M=100，，分别为0到(Ⅳ一M)／2和

(Ⅳ一M)／2到Ⅳ一膨时甲O)在f。／4内的演化。可以看到，除了，=o和6，其它

，值的演化曲线都可以分辨出ZOO和ZOS区域。对比两图可以发现一个有趣的

现像，当，<(Ⅳ一M)／2时，M的作用跟B相同，是在ZoS中引起振荡，破坏

ZOS的稳定性，两者的效果相叠加，使得ZOO和ZOS的区分很模糊，如图4．5

中，=100的曲线，已很难分辨出zOS区域。相反，当，>(Ⅳ一M)／2时，M抵消

了B的影响，使得在两个ZOO之间出现一个非常稳定的ZOS区域，如图4．6

所示，其中，=300的曲线尤其引入注意，甲在宽约，口／40的zoo里从幅度很

大的振荡很快衰减下来，进入非常稳定的ZOS。

在强磁场区域，由于哈密顿量中g项己占主导地位，改变M只能影响矩阵元

的数目，对矩阵元大小的影响很微弱，可以想见，M=0时的振荡模式还将类似
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出现在膨≠o的演化当中。图4—7显示了B=400 mG，M分别为。和100时甲在

‘／40时间内的演化。可以看到，(a)、(b)中对应，值的演化是相似的，橄榄形

脉冲振荡模式同样出现在M=100的演化中，而且橄榄的长度比M=0时增大了。

，=Ⅳ一M的振幅并没有受到严重的抑制，还保持着相当幅度的振荡。

4．4小结

本章讨论了磁化M对自旋演化的影响，所用方法同样是直接对角化哈密顿矩

阵。通过分析M对矩阵元的影响，定性解释了M能提高振荡频率的效应。M增

大导致背景下降，，≈O时影响非常明显，增大磁场将削弱这种影响。在弱磁场

区，当，<(Ⅳ一膨)／2时，M破坏ZOS的稳定性，而当，>(Ⅳ一M)／2时，则提

高ZOS的稳定性。在强磁场区，M对演化模式的影响微弱，数值模拟中同样看

到了橄榄形脉冲振荡。
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图4—1 酵随，的变化关系。，的取值为。到40，不同曲线对应的M

和B值标记在图上。
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BlM
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0．4

B．M O．3
1
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0．0

0 20 40 60 80 100

一 M

图4—2与图4-1相同磁场条件下矽随M的变化关系。M的取

值为0到100，不同曲线对应的，值标记在图上。
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图4—3 (a)4(M，Ⅳ0)，(b)4(M，Ⅳ0)和(c)4(M，“)随

Ⅳo的变化关系，不同曲线对应的M值标记在图上。
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图4_4 召=30mG，M取不同值时甲的演化。

0．00 0．05 0．10 0．15 0．20 0．25

图4—5 B=30mG，M=100，，取不同值时矽的演化。，取值从。到

(Ⅳ一M)／2，标记在各条曲线上。
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图4-6与图4—5相同，，取值从(Ⅳ一M)／2到Ⅳ一M，每条曲线都比

其下方曲线提高0．1。
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图4—7 B=400 mG时甲的演化，，值标记在曲线上。
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第5章一维环上吸引作用BEC的结构相变

5．1引言

BEC首先在三维冷原子气体中获得实现，随后人们不断改进实验技术，制造

出各种各向异性的囚禁势阱，并成功实现了低维系统的BEC【78，791。同时，应用

Feschbach共振技术口3，80，8¨，实验上还观察到一维吸引相互作用BEC中亮孤子

(bright Soliton)物质波的形成和传播现像[82。84】。实验中展现的低维BEC的奇特

性质，吸引了理论科学家的强烈兴趣。而对于一维BEC中孤子形成的机理，尤

其受到人们的重视，因为这涉及到BEC中发生的量子相变。平均场理论(MFT)

应用到解释亮孤子的形成，获得一定的成功。正如前面所提及，由于理论本身的

一些不足，MFT在讨论如粒子间的关联等问题时失效。本章承继前面介绍的对

角化哈密顿量方法，将其应用到一维环上吸引相互作用BEC的结构相变，讨论

亮孤子的形成机制。

5．2低维BEC实验研究进展

一维和二维系统历来是凝聚态物理重要的研究领域。理论上已经证明了均匀

气体中不可能发生一维或二维BEC，然而囚禁在势阱中的非均匀气体则可以发

生一维或二维BEC。这促使实验科学家们研究出各种各向异性的囚禁势阱，例

如碟形(二维)和雪茄形(一维)谐振子势阱等，用来实现低维BEC。2001年，

A．Gorlitz等人首先报道了实验中观察到二维和一维BEC形成【7引。实验中首先在

磁阱中产生三维的BEC气体，然后把系统转移到由激光聚焦形成的二维碟形和

一维雪茄形光学阱中，过程中将会有原子流失，例如原来BEC中原子数为～107，

则最后在光学阱里保留下来的原子数为～106。达到平衡后，BEC将具有与光学
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阱相似的外形，从而实现了一维和二维的BEC。达到平衡时BEC的纵横比(aspeCt

ratio)由保留在光学阱中的原子数决定，它们的关系如图5．1和图5—2所示。

‘◆ c)

受·；气．．：◆．··

一溢乞·=
O。O 0．4 O．8 1 12 1．6

Number 0f Atoms，106

图5．1 二维BEC中原子数与纵横比的关系网。

图5．2一维BEC中原子数与纵横比的关系【7引。

低维BEC成功实现以后，科学家们陆续在这些系统中发现一些有趣的现像。

2002年，K E．Strecker等人在一维7Li原子BEC中观察到亮孤子物质波的出现

【82】。实验中把7Li原子气体囚禁在雪茄形一维势阱里，利用Feschbach共振技术，

把原子间相互作用从排斥调到吸引，同时让势阱沿轴线作简谐振动。这过程中观

察到亮孤子的形成和传播，如图5．3所示。可以看到，当原子间尚为排斥相互作

用(散射长度口>O)时，BEC随着势阱振动很快扩散开去。当调到吸引相互作

用(口<O)以后，BEC将保持局域的空间分布，并随势阱一起来回振动，此即
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亮孤子物质波的形成。

隧黪缪黪燃黪缫憩黪穆睁嘲睁睁穆哆哆穆嬲睁鳜留

图5．3实验中亮孤：F物质波的形成【82】。

5．3一维BEC理论研究进展

对孤子的研究一向是数学和物理科学家热门的话题，理论上孤子是非线性系

统本质的反映，应用上也有很广阔的前景，如量子通信等领域。因而一维BEC

中产生亮孤子物质波的报道一出，马上引起理论界的广泛兴趣[86-1041。文献[98]

考虑了在Feshbach调控下，散射长度随时间作指数变化，求解雪茄形一维GP

方程得到孤子传播解。文献[86】详细讨论了基于平均场理论对亮孤子性质的描

述。文中求解了一维圆环上吸引相互作用玻色系统的GP方程

，誓：|_嘉+圳％№。 (5_1)
西 a臼2 I，Ⅵl～

、 7
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解的形式由参数，，兰洲／2万决定，可以表示为

f l

％2、／西

％=藤酗降㈣岍)
其中K(m)和E(，，z)为第一和第二类椭圆积分，锄(”l m)为雅可比(Jacobian)椭

圆函数，吼为任意常数(表示孤子的位置)，历由以下关系定出

K(m)E(m)：一华(o≤m≤1) (5．3)

(5—2)第二式表示一个孤子解，说明川大于临界值1／2后，囚禁在环上的BEc将

从均匀分布转变到孤子形式的分布，对称性发生破缺。图5—4显示了y不同取值

下甄的形状，可以看到当超出临界值后，纠越大BEc中原子分布越集中。(5—2)

描述的实际上是一维BEC结构的一种相变，这可从图5．5清楚看出来，化学势

∥的导数在纠=1／2处不连续，说明系统发生了一阶相变。

O

钨O

量o
O

；I峙k豁’j芗⋯!∞ ≮
9

图5_4 y不同取值下GP方程解的形状【86J。

图5．5能量￡和化学势p及其导数与y的关系嗍。

c-厶-CJ，L
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文献【87]使用了非平均场方法讨论上述问题，文中假设原子只能激发到角动

量为±1的单粒子态，然后对角化系统的哈密顿量，得到在不同相互作用强度

(y=一gⅣ／2)下的能谱结构，如图5—6所示。可以看到相变发生在gⅣ=l处，

相变前的能级由动能量子数，表征，能谱结构非常简单，相变后能级按总角动量

分组，能谱呈现复杂的网状结构。

h
孽
鍪
幽
囊

2
窘
’g

笛

图5．6对角化方法得出的哈密顿量能谱与原子吸引相互作用强度的关系【明。

实际上，当系统发生相变时，粒子的涨落非常大，假定原子只能激发到p态

将引起计算结果定量上较大的误差。合理的做法是允许原子激发到更高的单粒子

态，但却会大大增加系统Fock空间基矢的数目，使得对角化的运算量剧增。文

献[85】同样使用对角化方法研究一维圆环上排斥相互作用BEC的能带结构和粒

子关联效应。文中采取一些有效的手段，把基矢数目控制在一定范围内并允许粒

子的高激发。计算结果表明，排斥相互作用的系统中不会发生类似的相变，其能

谱呈现有规律的带状结构。

5．4结构相变

下面沿用文献[85】所介绍的筛选基矢的方法，对一维环上BEC本征态的结构

6l
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进行系统分析，讨论强相互作用下孤子解与yrast本征态的组合关系，以及环形

变引起的角动量混合效应。

5．4．1哈密顿量及基矢的选择

考虑囚禁在圆环上的Ⅳ粒子玻色系统，环的半径为R，如图5—7所不总。设

原子质量为聊，原子问相互作用为

杉，：昙万(p一9，) (5—4)

这里我们考虑原子间为吸引相互作用的情形，即U<O，并且不考虑原子的自旋。

以尺和壳2／(2聊R2)为长度和能量的单位，则系统的多体哈密顿量可写成

一莩鲁+等吾粥吲 (5-5)

其中p是粒子f在环上的角坐标。正如文献[86】所述，该系统的性质依赖于一个

无量纲的参数

厂三一罟 (5-6)

图5．7一维圆环示意图

考虑到原子处于圆环上，故以角动量本征波函数吮=P。桕／以万描述单粒子

态。理论上尼可取一切整数，即原子可被激发到任意角动量。但我们只研究系统

的基态和低激发态，所以原子被激发到高角动量的概率很小，同时从实际计算考

虑，需要对尼取值设置一上限，以保证用于对角化的基矢数目为有限值。这里我

们规定Hsk。，则Fock空间中的基矢可表示成
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l口)三I垃k，⋯，k) (5—7)

{‰)满足条件

∑体=Ⅳ

圭体后：三 p。8’

其中三是系统的总角动量，它对于哈密顿量(5．5)是一个守恒量。

应用母配分系数可以方便地求出日的矩阵元。把日写成日=q+皿，q表

示动能项，哎表示相互作用能项。q是自动对角化的，问题归结为求皿的矩

阵元。利用母配分系数把粒子1、2的状态从l口)中抽出来，则求矩阵元仁’l马l口)

归结为求(群，《lK：I白，包)，I毛，如)表示粒子l处于九，粒子2处于噍。代入(5-4)，

容易求得

(硝，哎吲毛，如)=等＆吨州 (5-9)

同时，要使仁’I％I口)不为o，I口)和I口7)各自抽出两个粒子后的状态必须相同。

因此，把I口)和I口7)作比较，如果有某个体的值相差大于等于3，或者不相等的‰

的数目不为3或4，即可判断它们的矩阵元为0。

表5—1不同(k。。，K。。)下的本征能量E

为了更有效控制基矢的数目，我们进一步限制l口)的动能，砭=∑。体七2。

显然，动能很大的基矢在低能谱中出现的概率非常小，可被忽略，因此我们规定

屹≤K。。一旦Ⅳ、三、k。和墨。被确定后，Fock空间中的基矢也相应被确定

下来，即可对日实施对角化。显然，我们构造的Fock空间只是包括了认为对低
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能谱贡献较大的基矢，并不是完备的，因而计算的结果会有一定的误差，而且越

高的能级误差越大。这样做的好处是大大减少了基矢的数量，使得对角化的效率

更高，而且对于低能谱，只要选择合适的k。和k，精度是有保证的。表5一l

列出了Ⅳ=loO、上=o、厂=0．7时，不同(k，K缸)取值下的本征能量巨(基

态)、乓和巨。。从表5—1可以看到，(4，70)是对(k缸，K。)的一个合理

选择，此时基矢的数目为5000左右，适合于数值计算，下面的计算都将采用这

一选择。

5．4．2基态结构

对于同时激发到丸。的一对粒子，我们称为一个基本对(basic pajr)，它表示

两个p波的粒子朝相反方向在转动。文献[85】发现，在圆环上排斥相互作用的玻

色系统中，这是一种基本的激发模式。这一节我们将讨论这些基本对在吸引相互

作用系统里所扮演的角色。我们先讨论总角动量三=O时系统的基态。如果基矢

I口)包含j『个基本对，其它Ⅳ一2歹个粒子保留在丸(未被激发)，则I口)被记作

I尸‘0。特别地，I尸‘。’)表示没有任何激发的态，所有粒子都处于丸。计算结果表

明，吸引相互作用下系统的基态同样以基本对占主导，其波函数是I尸‘J)>的叠加

IG)=∑qP’)+△ (5-10)

其中△表示比重很小的其它类型基矢的参杂。表5—2列出了Ⅳ=100，，，取不同

值的时候，基态中权重最大的3个分量，形‘。)-I哆120可以看到，无论)，取什么

值，基态里重要的分量毫无例外的都是IP‘0类型的基矢。这意味着粒子激发到

更高分波的机会很小。必须强调的是，这并不意味着我们计算时可以直接把k。

定为1，原因是为了使计算结果达到收敛，必须让Fock空间包含足够的基矢，

正如表5．1所示。

从表5。2还可以看出，随着y增大，形(』)的分布发生显著的改变。】，较小时，
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IP‘。’)占主导，相应地，粒子在圆环上倾向于均匀分布。随着)，增大，形‘。’不断

减小，如表5．2第二列所示。当)，位于O．5于0．6之间，形(o’下降得非常迅速，

相应地，系统基态的结构发生了深刻变化。在M】FT框架下，该变化被描述成一

个量子相变，单粒子波函数从常数转变为孤子解。然而，对有限粒子数哈密顿量

直接对角化，该变化是陡峭但连续的。形(o’随)，的变化如图5．8所示，可以看到，

)，取值在O．5到O．6之间时，形(o)迅速而陡峭地下降到几乎为0。下降的陡峭程度

依赖与Ⅳ，Ⅳ越大下降越陡峭，同时位置越靠近y=l／2。可以想像，当Ⅳ专∞，

∥(o)将在y=1／2处突变为O，相应的系统结构变化将成为真正的相变，即M]F，r

所预言的量子相变。

表5．2基态中权重最大的3个分量及其形(J’

当)，比较小，粒子间的相互作用比较弱，动能在总能量中占主导。这种情况

下基态将尽其所能降低动能，从而导致lP(o’)在基态里占主导，相应地粒子在圆
- ，

环上均匀分布。随着y增大，相互作用能的重要性也随之提高。一旦相互作用能

取代动能成为主导，基态将作另一选择，即让粒子聚集以降低相互作用能。这将

导致轴对称性被破坏，并形成亮孤子。此时权重十分平缓地分布于各IPu’)上，
l ，

如表5—2最低两行所示，最大的3个权重彼此非常靠近，这暗示着基本对的剧烈

涨落。
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图5．8基态中形(o’与y的关系，实线、虚线和点线分别对应Ⅳ=50，100和200。
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图5—9幺=O时见与岛的函数关系。(a)厂=O．4，实线、虚线和点线对应Ⅳ=50、100

和200。(b)Ⅳ=100，实线、虚线和点线对应y=O．4，0。5和0．6。

5．4．3粒子间的关联

参数)，同样影响着系统里粒子间的关联。为了分析这一效应，我们引入两体

密度函数【85】

仍(岛，岛)=胁⋯峨甲‘(万)甲(万) (5·11)
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其中甲矽)是系统的多体波函数，万=鸱，⋯，吼)。肠(q，岛)的物理意义是粒子1、

2分别位于幺、岛的联合概率。利用母配分系数可以容易求得岛。图5—9显示

了B=o时岛与包的函数关系。如(a)所示，)，小于临界值时，岛的变化范围

很小，说明此时粒子间的关联并不显著，粒子数增加将进一步削弱关联效应。)，

一旦超过临界值，粒子间的关联将显著增强，如(b)所示，这是系统发生结构

相变的直接反映。岛在岛=o或27r处取得最大值，说明粒子倾向于彼此靠近，

这是亮孤子形成的一个信号。

3

2

O．1

O

L

图5—10 (E(￡)一E(o))／IE(o)l作为厶的函数。三=o到10，Ⅳ=100，从

上到下各曲线分别对应，，=0．3、0．4、0．5、0．55和0．6。

5．5 Y陷st态与亮孤子解

这一节我们讨论总角动量三≠O时系统的最低能态，即所谓yrast态，以及它

们与MFr下亮孤子解的关系。以E∞)表示三yraSt态的本征能量，为了与系统

的基态作比较，图5·lo画出了)，不同取值下但(三)一E(o))／IE(o)I随三的变化。
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可以看到，三=0的yraSt态总是系统的基态。)，较小时，E(￡)随三近似线性递增

(最上面两条曲线)。随着y增大，E犯)上升得越来越慢。当’，超过临界值，前

几个yrast态的本征能量几乎相同(最下面两条曲线)，这正是文献[87]中提到的

基态的准简并(quaSi-degenerate)现像，随着粒子相互作用越来越强，基态和第

一激发态的能隙趋于消失。

在MFT框架里，描写凝聚体基态的波函数‰(矽)服从一维GP方程

(一杀却州％=∥％ 仔蚴

其中∥为化学势。对于y<1／2，甄为常数1／√2万；而对于／>l／2，将出现(5—2)

第二式的孤子解。％在％=1／2处由常数都孤子的转变，提示了系统所发生的

量子相变。下面我们讨论MFT的孤子解与哈密顿量对角化所得基态之间的关系。

表5．3 Ⅳ=100，y取不同值时，对角化和MFT两种方法得到的基态能量对比。

表5．3列出了y取不同值时用两种不同方法得到的基态能量。可以看到，对

于表中列出的，，值，两种方法算出的基态能量几乎相等。然而，两种基态的结构

却存在巨大差异。对角化得到的基态，其单粒子密度总为常数，即处于该态时粒

子在环上均匀分布(事实上，多体哈密顿量的任何本征态都具有这一属性)。而

MFT得到的基态当，，>1／2时将出现粒子聚集现像，即形成亮孤子。坐标表像里

亮孤子解的多体波函数写成

甲万)=兀‰(谚) (5—13)
f

甲在Fock空间里可用哈密顿量的本征态展开

甲=∑诺甲： (5—14)
疗．工

其中甲：表示总角动量三的第珂个本征态，磷是相应的组合系数。《可通过把
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基矢l口)变换到坐标表像与甲(万)作内积求得。既然亮孤子的能量与准确基态的能

量非常接近，它应该主要由各胂t态(甲÷)组成。图5—1l显示了)，不同取值

下I砰12随三的变化(显然IGLl2=I砰12)。可以看到，权重分布于相当宽的￡范
围内。随着y增大，分布越来越宽，说明越来越多yrast态在亮孤子里占重要地

位。随着越来越多yraSt态进入亮孤子，粒子在环上的聚集越来越明显，表现为

波函数‰变得越来越窄而突出，如插图所示。综上所述，亮孤子的出现可归结

为，)，大于临界值后，yrast态出现准简并，它们的混合不会引起能量的显著提高，

却能形成空间分布不均匀的状态，亮孤子即是其中一种可能的状态。

O．1

O．08

品O·06
o

0．e4

O．02

O

O 2 4 6 8 lO

L

图5-11 亮孤子中各y阳st态的权重。实线、虚线和点线分别对应

y=O．55、0．6和0．65。插图是相应y值的亮孤子波函数。

5．6环形变引起的角动量混合效应

考虑圆环发生一个微小的几何形变，导致空间平移对称性被破坏。例如圆环

受轻微挤压形变成椭圆环，相应的曲率为

删=嘉 (5-15)
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其中p为椭圆上的角坐标，77>O为一小量。形变对凝聚体产生的影响可用简并

微扰论作近似估算。由形变引起的微扰哈密顿量为‘94】

日’=一÷∑(r2(谚)一1) (5．16)4_、⋯7 、

如上节所述，当y>％时，yrast态发生准简并。这里假定y=O．65，刁=O．21，

并选取三=O，±1，⋯，±4的yrast态构成简并空间，通过∥的作用使简并能级分裂，

并求出近似零级波函数。由图5．10最低一条曲线可知，能被选入构成简并空间

的yrast态不止上述9个。然而为简单计，只选择了该9个，所得结果己能充分

说明形变带来的物理效应。当包括更多yrast态，上述物理效应依然成立，只是

一些数值关系要作相应变化。

以无表示简并空间中的三yraSt态(即上一节中的、壬，÷)，能级分裂后的近似

零级波函数可表示成

厄=∑群无 (5—17)
L

其中"是序数，群为组合系数。空间反演将引起无的波函数乘上因子(一1)三，因

此偶(奇)数三的无具有偶(奇)宇称，简并空间相应地分解为一奇一偶两个

子空间的直和。同时由于椭圆环的C2对称性，{厶}也分成{Z+’}和{Z一’}两组，

分别存在于两个子空间。下面列出计算所得的Z妫及相应本征能量毋’：

70

0+’=一35．42

龟+’=一34．86

蠢+’=一34．10
砖+’=_33．34

《+’=一32．80

g一

乏一
蠢一

蠢一

彳+’=o．58石一o．50(五+f2)一o．29(厶+厶)

z{+’=一o．50(五一／二)一o．50(六一／二)

幺+’=o．58五一o．0013(五+／≥)+o．58(石+／二) (5-18)

Z+’=一o．50(六一厂：)+o．50(以一／二4)

幺+’=o．58石+o．50(以+厶)一o．29(六十厶)

一35．33 彳一’=o．60(Z+，1)+o．37(六+厶)

一34·57∥=o．37(石一f·)+㈣(六一厶) ㈣9)
一33．63 幺_=一o．37(石+厂1)+o．60(六+／≥)

‘ 。

一32．89 Z一’=o．60(石一厂。)一o．37(六一／≥)

不难看出，Z曹具有奇时间反演对称性，其它具有偶时间反演对称性。图5—12
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画出了所有Z±’的约化单粒子密度函数。可以看到，环上粒子的分布呈现多峰状

的集群结构(chter stmcture)，这跟亮孤子相似，同样是yrast态混合引起的空

间不均匀分布的一种可能结构。图5—12显示粒子倾向于聚集在长轴或短轴两端

(Z+’除外)，同一组里面，聚集在长轴两端的态能量较低，这是因为H7在q=o

或万处取得极小值。硝¨的双峰结构可认为是微扰下最稳定的状态。

0．1

O．1

h O．1
U

名o·1
墨o·1
刁0．1

O．1

O．1

0．1

O．1

0．1

O．1

O．1b

O．】5

0．1b

0．1b

O．】S

0．

0．1

0．1

O．】

O．1

O。

0．

O．1

O．1

O．】

0．1

0．

图5—12环形变微扰下近似零级波函数的单粒子密度。(a)到(e)为彳+’到幺”，(f)

到(i)为彳一’到硝～。

利用求得的近似零级波函数，可以进一步计算形变微扰加上后系统在各mst

态之间跃迁的概率。假设f=o时系统处于厶的状态，此时形变微扰突然加上(圆
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环突变为椭圆环)。那么f(>O)时刻系统处于Z．的概率为

乞，岛∽=I；钟’群exp(一蛾r)12 (5—2。)

这里，的单位是2聊R2／壳。由于椭圆环的c2对称性，奇偶五间的跃迁是禁戒的。

图5一13(a～c)显示了异，。(f)、最，。(f)和只，。(f)随时间的演化，可以看到，各跃

迁概率均以非常大的幅度(与1同量级)随时间振荡，这是量子相变引起的一个

显著的物理效应。由于yrast态的准简并，使得它们之间的量子跃迁变得非常容

易发生，只要有微小的扰动，就能引起可观的跃迁概率。作为对比，图5．13(d)

显示了／=0．45时最．o(f)的演化。很明显，由于各yraSt态的能量差异较大，相邻

yrast态之间的跃迁概率已经很微小，不相邻之间的跃迁更是可以忽略不计。这

说明，在弱相互作用下，形变微扰不会给系统带来可观的效应。

0

0

0

t

图5-13形变微扰下各y陷st态之间的跃迁概率。(a)、(b)和(c)是昂，o(，)、￡。o(f)和

只，o(，)，7=0．65；(d)y=0．45时的最，o(r)。f的单位是2聊R2／壳。
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2

l
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一1

—2

O 10 2 0 30 40 50 6 0

图5·14形变微扰下系统平均角动量随时间的演化。(a)到(d)对应初态石到工，f的

单位是2mR2／壳。

f时刻系统的平均角动量可表示成

(￡o；厶))=莓必山◇)=莓￡I车肿+群eXp(一峨，)12 (5—2·)

显然(z(f；一厶))=一(￡(f；厶))，(￡(f；o))=o。对于厶≠o，图5-14显示了厶从l

到4时仁o；厶))随时间的演化。与跃迁概率不同，(上o；厶))随时间作无规则的

振荡；相同的是，振荡的幅度非常大。这是一个非常有趣的物理图像，系统原来

处于角动量的某一本征态，当环的形状稍稍改变后，系统的状态开始剧烈的演化，

无论初态如何，各简并的弘aSt态都在演化过程中强烈混合，使得系统的平均角

动量强烈的涨落。这种由量子相变引起的显著物理效应，可望在将来的实验中观

察到。
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5．7小结

本章主要讨论了囚禁在圆环上的吸引相互作用玻色系统的结构相变。通过对

角化哈密顿量，研究了基态和yrast态的性质，这些性质由单一参数)，调控。当)，

超出临界值时，粒子保持在死的概率显著下降，表明系统发生了结构上的量子相

变，此时两体关联函数显示粒子有在空间中聚集的倾向。亮孤子的出现可归结为

yrast态的混合，由于)能st态的准简并，这种混合不会引起能量显著提升。环的

几何形变同样引起yrast态的强烈混合，相应的单粒子密度呈现集群结构，空间

对称性被破坏。形变引起系统状态的剧烈演化，平均角动量大幅涨落。

74



中山大学博士学位论文

第6章结论和展望

旋量BEC是当前BEC研究领域的一个热点，因为自旋自由度的释放带来丰

富多彩的物理现像，而且在量子信息学等当代新兴交叉学科中具有广阔应用前

景。近年来在一维BEC系统中观察到的孤子物质波等现像，也促使人们广泛关

注低维BEC的特性。本文在充分调研相关实验和理论研究进展的基础上，研究

了磁场中旋量BEC的自旋演化动力学过程，以及一维环上吸引相互作用BEC的

结构相变。有别于平均场理论，本文采用直接对角化哈密顿量的方法讨论上述问

题。该方法物理图像清晰，能给出相对精确的结果，同时避免了平均场理论的不

足。

对于旋量BEC的自旋演化，得到以下主要结论：

(1)零磁场

演化具有严格周期性，周期0=刀／qgI国)。磁化M=o时，背景群≈1／2。

演化过程可分为振荡区域(zoO)和稳定区域(ZOS)，演化模式表现为zOO—

zOs—ZOO交替出现。演化的具体特点与初态有关，当初态，=2Jj}时，ZOO中

包含七个完整周期的振荡。特别地，，=Ⅳ／4时ZoO与ZOS等时长，均为f。／12。

当，=Ⅳ／2时，ZOO与ZOS刚好互相转换。

(2)弱磁场

当，靠近O或Ⅳ时，砰对磁场非常敏感，磁场能轻易地把它们的背景从≈1／2

拉低或抬高到接近各自的，／Ⅳ值。对于臂，演化初始阶段所发生的激烈自旋翻

转受磁场作用而被严重抑制；而对于磷，自旋翻转相反被磁场加速。当J不靠

近0或Ⅳ时，ZOO和ZOS近似保留存在。对于，<Ⅳ／2，磁场的作用是缩短ZOO

并延长ZOS；对于，>Ⅳ／2则相反。磁场在ZOO和ZoS都引起不规则的振荡，
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因而演化过程的严格周期性不复存在。

(3)强磁场

当，≈o时，演化被进一步抑制成芹≈，／Ⅳ，演化图像近似一条水平线。对

于，靠近Ⅳ则仍保持一定幅度的振荡。所有衅都被拉低或抬高到接近，／Ⅳ。演

化过程不能再区分为zOO和zOS。磁场进一步增强将导致一种新的振荡模式出

现，表现为橄榄形状的脉冲振荡串，这种模式可通过一阶微扰推导出来。

(4)非零磁化

磁化M增大导致矽下降，硭所受影响最显著，，越大则影响越轻微。M普

遍引起演化的振荡频率升高。弱磁场下，对于，<(Ⅳ一M)／2，M破坏ZOS的稳

定性；对于，>(Ⅳ一M)／2则相反增强其稳定性。强磁场下M对演化模式没有明

显影响。

对角化哈密顿量所使用的FoCk空间具有完备性，因而得到的结果是精确的，

演化过程的任何信息都可从系统的含时态中提取出来。然而，因受计算复杂度的

限制，该方法只适用于研究粒子数较小(～103)的系统，但所得结果对大系统

的演化特性仍有指导意义。文中所讨论的初态只限于Fock空间的单个基矢，若

初态为若干基矢的相干组合，则演化过程为相应单个基矢演化的相干叠加，预期

将会发现一些新的有意思的演化模式。若考虑磁场亦随时间变化，例如作周期振

动，则演化模式必将更丰富多彩，值得今后进一步细致研究。

对于一维环上吸引相互作用BEC的研究，得到以下主要结论：

(1)对角化哈密顿量求得Fock空间里的基态，基态中I尸‘。’)的权重矿‘。’可作为

判断系统是否发生量子相变的指标。当参数y增大到临界值时，形(o’将迅速下降

到O，标志着系统发生结构量子相变。临界点的位置随粒子数增加向平均场预言
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的理论值1／2靠近。

(2)被平均场理论忽略的粒子间关联效应，可利用母配分系数对哈密顿量的本

征态进行计算分析。结果表明，发生相变时基态中粒子间的关联突然显著增强，

粒子表现出强烈的聚集倾向，系统中出现基本对(basic pair)的剧烈涨落。

(3)发生相变时，系统各yraSt态发生准简并(quasi．degenerate)现像。Yrast

态的单粒子密度虽为常数，但它们能组合出粒子在环上不均匀分布的状态，而且

组合后的能量与基态能量很接近，有机会在BEC状态下被观察到。平均场理论

推导出的亮孤子态就是由yrast态组合而成的一种特殊状态。

(4))，大于临界值时，环的形变将引起显著的物理效应。奇偶性相同的yraSt态

之间可以轻易发生跃迁，导致系统的总角动量出现很大涨落。这种效应有望在实

验中观察得到。

在本例中，用于对角化哈密顿量的Fock空间并非完备(基矢是经过挑选得

到)，因而得到的只是近似结果。然而通过控制基矢的选择，对于关心的低激发

谱，可以得到准确度很高的结果。同样受制于计算复杂度，本方法只能处理粒子

数较小(～102)的情况。文中对量子相变的物理效应，尚未系统地讨论清楚，

作为进一步工作，可研究系统的临界行为，如计算各种临界指数等。环上的动力

学过程也是一个有趣的问题，例如给定一个初始的粒子分布，讨论随后分布如何

演化，对角化方法正好可用于解决此类问题。
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