
摘 要

若干反问题模型的数值求解

摘 要

反问题在医学成像、无损探伤、气象预报、图像处理、计量经济、生

命科学等领域都有着广泛的应用．因此对它的理论分析和数值求解有重

大的研究意义和应用价值，本文的主要工作就是针对若干有实际应用背

景的反问题模型，系统开展相关理论分析与数值求解研究工作．

首先，讨论了一维睛形利用带噪声均值数据进行函数重构的问题．提

出了一种正则化方法．并证明了该方法解的存在唯一性，再由Banach空

间中的优化定理给出一系列条件来刻画解的性质，从而发现解可由样条

函数表示．通过插值算子的引进我们也给出了近似解的误差估计．最后

用数值模拟通过图表说明该方法在实际计算时是可行的和有效的，同时

提出了一些选取正则化参数的方法．

进一步，将此正则化方法推广到了二维甚至高维情形．通过辅助空间

的引入，同样证明了此方法解的存在唯一性，并且说明了此解可由格林

函数表示．利用Poincar6不等式给出了近似解的Lz模误差估计．数值例子

验证了该方法的有效性，其中正则化参数由多种不同的选取策略决定．

接着，考虑了腐蚀探测问题．给出了薄管区域基于小参数展开方法的

一个误差估计．假设管壁的厚度为a，对于提出的两种方法其误差度量

分别为O(a)和D(oz)．同时，我们用优化控制的思想构造了一个非薄板区

域腐蚀探测问题的数值求解方法．数值实验证明了该方法的可行及有效

性．

最后，本文讨论了二阶线性椭圆型方程的柯西问题．给出了一种数

值方法来求解未知边界上的信息，该方法通过最优控制的思想将原来的

柯西问题改写为等价的优化问题，并通过添加正则化项来克服离散后问
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题的病态性．证明了该数值方法的收敛性，给出了当正则化参数趋于

零时数值解的收敛理论．同时提供了一系列的数值实验支持我们的理论

结果．并且通过有限元形函数表示技巧将算法进一步重写，从而可以利

用HansenI具包来选取合适的正则化参数．该方法也被推广用于平面弹

性力学柯西问题的数值求解．

关键词：反问题，Tikhonov]E则化方法，函数重构，迭代最优化，噪声，

有限元，误差估计，柯西问题，格林函数



ABS础CT
THE NUMERICAL METHoD FOR SoME INVERSE PRoBLEMS

ABSTRACT

Inverse problems are often encountered in medical imaging，non-

destructive detecting，weather forecast，image processing，parameter

identification in econometrics，life science and many other fields．

Therefore，it is of great importance to investigate their theoretical

properties and numerical solutions．This thesis will focus on the

theoretical study and algorithm design for some practicM inverse

problems．

First，we propose a regularization method for the function recon—

struction from approximate average fluxes in one dimension．Unique

solvability of the method is proved and a number of conditions are

given to characterize the solution by the optimization theory in Ba-

nach spaces．The solution can be expressed in terms of some spline

functions．Error estimates are established after the introduction of

some interpolation operators．A series of numerical examples are pro-

vided to illustrate the effectiveness and computational performance of

the method．Some ideas for the choice of the regularization parameter

are also suggested based on the computational experience．

Then，we extend the previous method for the function recon-
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struction from noisy local averages to any dimension．After the

introduction of an auxiliary domain，the reconstruction function can

be described in an explicit form by some Green’S functions．Error

bounds for the approximate solution in L2-norm are derived by using

a novel Poicar@inequality．Several numerical examples are provided

to show computational performance of the method，with the regular-

ization parameters selected by different strategies．

Next，we study an inverse problem in corrosion detection．Error

analysis is developed for a parameter expansion method used to

determine the corrosion coefficient in a pipe．It is shown that the

magnitude of the errors is O(a)and o(a2)for the two proposed

methods respectively,where a stands for the thickness of the pipe．

Also，a numerical method based on the optimal control approach

is proposed for such problems in non—sheet case．Some numerical

examples are given to show the efficiency of the method．

Finally,we study a numerical method for solving the Cauchy

problem corresponding to an elliptic partial differential equation．The

numerical method is based on a reformulation of the Cauchy problem

through an optimal control approach coupled with a regularization

term which is included to treat the severe ill—conditioning of the

corresponding discretized formulation．We prove convergence of the

numerical method and present theoretical results for the limiting
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ABS似CT
behaviors of the numerical solution as the regularization parameter

approaches zero．Results from some numerical examples are reported．

We also extend the method to solve a Cauchy problem for the plane

elasticity．

KEY WORDS：Inverse problems，Tikhonov regularization，

Function reconstruction，Iterative optimization，Noisy data，Cauchy

problem，Green’S function，Finite Element，Error bound
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第一章 绪 言

§1．1 反问题的应用背景及意义

数学物理反问题是一个新兴的研究领域，有着重大的理论意义和应用价值．它

有别于传统学物理方程的定解问题(通常称为正问题，它由给定的数理方程和相应

的定解条件来求解定解问题的解)，通常是已知解的部分信息来求解定解问题中的

某些未知量，如微分方程中的系数、定解问题的区域或者是某些定解条件．用系统

论的语言来讲，正问题对应于给定系统在已知输入条件下求输出结果的问题，这些

输出结果当然包含了系统的某些信息．而反问题则是由输出结果的部分信息来反

求系统的某些结构特征【1】．因此反问题在医学成像、无损探伤、气象预报、图像处

理、计量经济、生命科学等领域都有着广泛的应用．它对应于由介质外部可测量的

间接信息来确定介质内部结构的问题．反问题的典型应用包括医学诊断的CT成

像，它根据X射线的投影来探测人体的内部结构；在地球物理勘探中，通过地震波

的测量来判断地球内部的结构或地下矿藏的位置；在无损探伤中，用红外线扫描来

探测固体材料中的缺陷；通过测量地面上的牛顿引力势来推断地下金属矿藏的位

置、形状、密度．工程技术中的定向设计及系统识别等问题也都属于反问题的范畴．

一个问题如果其解存在、唯一并且连续依赖于输入数据，就称该问题是适定

的，否则称为不适定的．数学物理反问题大都具有不适定的特点，该特点也是反问

题求解的难点所在．例如地质勘探部门在重力异常探矿中突出的地下波场的解析

延拓问题，无线电工程上由有限频率区域上的频域信号确定时域信号的问题，雷达

成像中由反射波信号确定散射体几何形状的问题，中长期数值天气预报的问题等，

都是典型的不适定问题．恰恰这些不易解决的问题在工程部门有着极为广泛的应

用[2-4]．当应用经典的方法去求反问题的解时，或者给定的输入数据不一定能保证

解的存在或唯一性；或者是输入数据的微小变化会引起相应解的巨大波动．因此如

何恢复问题的适定性尤其是稳定性是值得探索的一个课题．
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§1．2 反问题的历史发展与研究现状

与正问题相比，数学物理反问题的发展历史相对较短．国外对于反问题理论和

方法的研究起步较早，最早期的工作可以追溯到20世纪20年代Hadamard对线

性椭圆型偏微分方程柯西问题不适定性的陈述和研究．20世纪40年代前苏联著

名数学家Tikhonov率领他的工作小组开始了反问题的理论研究，终于在60年代

推出了至今仍然广泛沿用的Tikhonov变分正则化方法．关于反问题理论和方法研

究的另一个方向是迭代正则化方法，该领域的典型代表是Landweber和Fridman．

近年来发展起来的方法有梯度型方法和Newton型方法等等『51．

我国学者在反问题的理论和方法研究发面也进行了大量的探索．最早可追溯

到20世纪80年代初由中国科学院院士冯康先生倡导的反问题的研究．反问题理

论和方法的基础性研究固然重要，但如何把发展了的反问题的理论和方法应用到

数学物理、地质与地球物理和大气科学等实际问题上，仍然是十分值得关注和研究

的课题．近年来，有关这方面的应用研究也呈现蓬勃发展、欣欣向荣之势态．下面

我们将着重介绍与本论文有关的一些反问题的历史发展与研究现状．

对于函数重构的问题，【6】中列举了多项比较传统的数值微分方法，其中主要方

法是利用有限差分法并选择合适的步长来进行数值微分的计算．在90年代，Hanke

和Scherzer在文献【7】中基于带误差的函数值数据，用Tikhonov方法讨论了规则网

格上的数值微分问题，其中正则化参数由差异性准则决定．其后，程晋、Yamamoto

和王彦博等人在文献[8一ll】中沿用了该方法来求解不规则网格情形的数值微分问

题，并使用了程晋和Yamamoto在文献【12】中提出的一个先验选取正则化参数的

方法，大大减小了计算量取得了一批重要的研究成果．其中，一维问题的正则化解

是分片样条函数；二维问题的正则化解则运用了微分方程的格林函数或径向基函

数来描述．这些方法也成功用于识别图像边界这个图像处理基本问题．而Delhez

在文献【131中提出了一个样条函数方法来进行基于均值数据的函数重构．

对于腐蚀系数的探测问题，Inglese在文献【14】中讨论了薄板情形中在一定的正

则性条件下解的唯一性问题，并且构造了正则化数值方法来求解它．进一步地，程

晋，杨听等人在文献f151中讨论了圆管内壁的腐蚀识别问题，提出了基于小参数展开

的可行数值算法．Fasino和Inglese则在文献[161中提出了在矩形域中用Galerikin

方法计算腐蚀系数并证明了其收敛性．
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对于柯西问题，早在1923年Hadamard就用一个特殊例子说明了椭圆型偏

微分方程柯西问题的病态性质，其中就包括了如何根据部分区域上提供的多余测

量数据来恢复整个区域上数据的问题，有关结果于1953发表在文献(1 71中．在区

域是正方形的假设条件下，他还得到了基于Laplace算子的一个问题的计算结果，

发现其解并不连续依赖于所给定的边值数据．此后，Payne在文献[18-201中讨论了

椭圆型柯西问题解的有界性，给出了若干条件稳定性的结果．Elddn和Berntsson

则在文献[21】中给出了一个特定椭圆微分方程柯西问题例子的条件稳定估计．在

Hadamard的研究基础上，Belgacem等人在文献[22，23】中将区域的限制去除，推广

到了一般区域的问题，并证明了柯西问题可以借助Dirichlet---,Neumann映射(又称

Steklov-Poincard算子)等价表示为～个双线性变分问题．由椭圆型方程正则性理论

可以证明该算子的紧性，最后通过线性算子理论和凸优化理论给出了柯西问题解

存在与否两种情形下的收敛性分析．最近，Belgacem在文献【24】中进一步完整系统

地说明了为什么柯西问题是严重病态的，不管给定区域是光滑的还是非光滑．至

此，柯西问题的理论框架已经趋向完善，我们可以在文献【2，25-30]中获得更多关于

柯西问题解的相关理论分析．但是如何有效的计算柯西问题仍是一个吸引众多研

究者不断探索发展的课题．Kobaysashi在文献【31】中则讨论了两种平面弹性问题的

基于优化控制思想的数值求解方法．Cimeti邑re在文献【321中研究了迭代正则化方

法．Hon等人则在文献[331中讨论了Backus-Gilbert算法．程晋等人在文献[341qb

通过将柯西问题改写成为矩量问题，提出了相应的算法．Engl等人在文献[351贝JJ给

出了Mann迭代法的一个先验停机准则．最近，Bourgeois在文献【36】中研究了拟可

逆方法．Chakib和Nachaoui在文献f371中将差异性准则和优化控制技巧相结合

并给出了其在有限元逼近情形下的一个收敛性分析．Andrieux等人在文献【38】中

讨论了将柯西问题转化成优化问题，其泛函形式的给出类似于误差的～个能量估

计．更多的数值逼近收敛性分析和算法设计参见[39-47]．

此外，我们可以在王彦飞的著作『51和刘继军的著作【11中详细了解数学物理反

问题的发展历史，以及其数值计算方法和在相关各个学科中的应用．
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§1．3 本文的主要研究内容

本文重点研究了若干反问题数值算法的提出及实现．

首先讨论了在一维情形利用带噪声均值数据(与[131不同的是这里给定的数据

是带噪声的)进行函数重构的问题．利用Tikhonov正则化方法，针对解的光滑性

要求构造不同的正则化项，建立适当的求解泛函模型．通过Banach空间中的最优

化定理，我们证明问题的解是存在唯一的，并且由一阶优化必要条件计算得到解可

由样条函数表示．通过样条函数的性质以及插值算子的构造，我们给出了此问题

在三2模意义下的误差估计．为了能够利用Hansen开发正则化方法一MatlabI具

包[481，我们将问题改造成Hansen模型，从而能够方便地选取多种策略来决定正

则化参数．数值实验表明了理论结果的正确性以及计算的可行性和有效性．

接着我们考虑了更一般的情形，在二维甚至高维空间中如何由带噪声均值数

据进行函数重构的问题．和一维情形相同，仍借助于Tikhonov正则化方法的思想

来处理数据噪声影响．关键的不同是，这里目标泛函的构造必须进行一些带有技巧

性的修改，引入了一个辅助函数空间．这样，便可以获得此变分问题精确解的显示

表达式，它是基于格林函数的．利用文献【7，8】中类似的技巧，以及Poincar6不等式

的一个应用，可以得到问题在驴模意义下近似解的误差估计．同样地，我们使用

Hansen工具包来实现该算法，选用了多种策略来决定正则化参数．数值实验表明

了理论结果的正确性以及计算的可行性和有效性．

上述问题我们都获得了可知区域上的全部信息来求解其未知量．但是更为一

般的，有很多问题只能获取部分边界上的信息，如何由这部分的信息来反求系统

的其它特征则更引起了人们的兴趣．它的一个应用比如说无损伤探测，因此求解

此类问题显得极为重要．于是我们接着讨论了腐蚀探测问题．首先给出了薄管腐

蚀系数探测问题的一个误差估计．它建立在小参数展开方法之上，该方法已由程

晋、杨昕等人在文献【151中通过数值实验验证了其可行性及有效性．在此基础上结

合文献【14】中提供的一些技巧，我们给出了薄管腐蚀系数的一个误差估计．对于文

献【14】中提供的薄板腐蚀系数基于小参数展开的一个误差估计，我们所做工作的最

大改进是不再需要运用傅立叶级数技巧．于是可以降低一些对有关函数正则性所

提的假设．同时也给出了在测量数据带误差情形下的一个误差估计．接着我们讨论

了非薄板情形下的腐蚀系数计算问题，基于优化控制的思想提出了一种数值算法，
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并给出数值实验证明了计算的可行性．

最后由二阶线性椭圆偏微分方程的柯西问题模型着手讨论了柯西问题的数值

求解．先运用优化控制的方法将问题改写，给出了一种Dirichlet-Neumann迭代数

值方法来求解未知边界上的信息．由于椭圆型柯西问题是病态的，所以同样运用了

正则化的思想．证明了在一定的条件假设下，带正则化项的优化问题的解是存在唯

一的，并给出了解的稳定性分析．然后，当柯西问题的解假设存在时，我们给出了相

对应优化控制问题(不带正则化项)解的存在唯一性定理以及它们之间等价性定理

的证明．同时给出了当正则化参数趋于零时解的收敛理论．接着讨论了有限元离散

后问题的收敛性分析．数值实验表明了理论结果的正确性以及计算的可行性．进一

步地，通过有限元形函数表示技巧将算法重写，使得可以运用Hansen工具包来选

择合适的正则化参数。数值实验证明此方法的可行性及有效性．最后该方法也被

推广用于平面弹性力学柯西问题的数值求解．

§1．4 一些基本概念及基本理论

§1．4．1 Sobolev空间的基本概念及记号

设区域Q c础是Lebesgue非空可测集，，是Q上实值Lebesgue可测函数，
记

上m)如
为Lebesgue积分．定义函数f的驴(Q)范数为

忖帅刚|Io积Q=(加刮p)m，·≤p<oo．
定理1．4．1．对于l≤P≤o。，妒(Q)是Banach空间心耻

定理1．4．2．对于1≤P<o。，曙(Q)在口中稠密心彰．
下面给出广义导数的概念．为此引入几个记号【50，51】．让是定义在Q上的函

数；珏的支集记作

supp U={z∈Q：u(x)≠o)．

若紧集—sup—p u c Q为开集，也记为suppu cc Q，则称t‘在Q中有紧支集．
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定义1．4．3．令区域Q C础，D(Q)或钾(Q)表示在Q中具有紧支集的无穷次可

D(Q)={t‘∈C∞(Q)：supp t‘CC Q)．

三k(o)={，：，∈L1(D)， V紧集D C Q)．

定义1．4．4．称，∈LL(哟具有广义导数战，声甜，如果存在g∈Lk(Q)，使得

jfQ g(z)妒(z)如=(一1)川fn／(z)·俨妒(z)如，咖∈口(Q)，

定义1．4．5．今m≥0为一整数，Sobolev空间定义如下：

Wm巾(Q)=．【口∈Lk(n)：0"llm一，n<∞)．

m‰旷{∑lal≤m||D刮暖p，Q)m，1≤p<oo， (1．4．1)

lll训Im，∞，n=maxI口I≤。II Da训瞄∞，Q，

定理1．4．6．Sobolev空间Wm，p(Q)是Banach空间，

当P=2时，Win,2(Q)记作Hm(Q)．

由于C∞(Q)C H(f1)，且稠密，定义

Hg(n)：琊．日1m，

即船(Q)是秒(Q)关于范数II．IIm，Q的闭包．

§1．4．2 最优化理论与方法

设X，Y为Hilbert空间，记L(X，y)表示从X到y的有界线性算子全体．
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定义1．4．7．令泛函J：Z∈X_R，S∈X，则泛函J在S上的极小元(minimizer}zt

记作：

≯=argm：匕i。n d(z)-

若S：X，则上述的极小化问题就是无约束的，若S是X的真子集，则其就是带

约束的．

定义1．4．8．称zt为，的局部最优解，如果存在E>0，使得当

时，有

z—z*llx<￡，z∈S

J(zt)≤J(z)．

定义1．4．9．J：Z∈S c X—R是凸的，如果对任意的Zl，z2∈S和A∈(0，1)，

都有

J(Azl+(1一A)z2)≤AJ(z1)+(1一A)J(z2)．

若上述不等式对Z1≠z2严格成立，则称泛函J是严格凸的．

定义1．4．10．算子K：X_y关于z∈X是Fr爸chet可微的充分且必要条件是存

在名点的Fr爸chet导数K7 z)∈L(X，y)使得

式

K(z+h)=K(z)+K’(z)^+o(1lhllx)， 当№怯_o时，

高阶Fr色chet导数可以递归定义．如二阶导数KⅣZ)∈L(X，L(X，y))可按公

K7(z+<)=K7 z)+KⅣ(z)‘+o(1l‘llx)

定义．映射(^，‘)_(KⅣ<)^为由X×X到Y的有界双线性形式．该映射是对称

的，即

(KⅣ(z)<)九=(K∥(z)^)<．

定义1．4．II．设泛函M：X—R关于Z是Fr爸chet可微的．则由Riesz表示定理，

存在关于M在Z处的梯度gradM(f)∈X使得

M’(z)九=(gradM(f)，h)x．

7
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性质1．4．12．若泛函M：X_R关于z是Fr爸chet可微的，则对任意的h∈X，

映射P—M(z+pH)：R_兄在P可微，且

未M(z+ph)l户o=(gradM(巩嗷． (1．4．3)

定理1．4．13．卜阶,z-4e条件J设M：X—R关于z是Fr爸chet可微的．若乏是M

的局部极小解，则gradM(三)=0．

定义1．4．14．设M关于z的二阶Fr爸chet导数存在，则其导数可以表示为

(MⅣ(z)^)‘=(HessM(z)h，‘)，

其中HessM(z)为M在F上关于Z的Hessian阵，它是一个有界、自伴的线性算

子．

定理1．4．15．设泛函M在凸集C上二阶Fr爸chet可微的．则M为凸泛函的充分

且必要条件是对任意的名∈int(C)，HessM(z)正半定．进一步，若HessM(z)正

定。则M是严格凸的．

在无约束情形我们有下面的二阶充分条件：

定理1．4．16．设泛函M在三处二阶Fr爸chet可微，gradM(三)=0且HessM(三)正

定，则三为M的严格局部极小解．

§1．4．3正则化理论与方法

假定K：X_y是紧线性算子，对精确的右端数据Y，方程

Kx=Y (1．4．4)

存在唯一解z．

设有误差的右端项Y6满足

Y6一训≤6．

如何由矿求z的近似值∥?

在有限维空间中，近似求解过定的线性代数方程组Kx=Y时，方法是求其最

小二乘解，即在有限维空间x上极小化连续泛函IIKx一训．该问题一定是有解

的．但是如果K是紧的而X是无限维的，则该极小化问题是不适定的．

8
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定理1．4．17．设X，y是Hilbert空间，K：X_y是有界线性算子．对Y∈Y，

存在圣∈X使得 ’

llK仝一y0≤lIKz一箩0

对一切z∈X成立的充分必要条件是岔满足

K。K金=K+掣，

其中K·：Y_X是K的伴随算子．

一般来说，不能保证该必要条件的方程解的存在唯一性，因此该极小化问题是

一个不适定的问题．但如果对极小元圣加上进一步的限制(例如是最小模解)，则可

保证极小元的存在唯一性．因此必须在目标函数lIKx—ull上加上惩罚项，使得新

目标函数的极小元问题适定(从优化理论角度)，或者使得极小元满足的方程是一个

第二类的方程(从积分方程理论的角度)．这就是Tikhonov正则化方法求解不适定

问题的基本想法【1】．具体来说，该问题提为：对有界线性算子K：x_y和Y∈Y，

求护∈X使其在z∈X上极小化Tikhonov泛函

五=IIKz一秒I|}+aozIl曼， (1．4．5)

其中口>0称为正则化参数．

注记1．4．18．在目标泛函n．4．剀的定义中，其惩罚项即正则化项可以根据实际问

题的需要做不同的处理．譬如说，当我们需要一个函数比较光滑的时候，就可以用

其一阶导数在不同范数定义下的值来作为惩罚以达到我们的目的．

其中关于正则化参数的选择，始终是一个重要而具有魅力的研究课题．通常，

有所谓先验(priori)的和后验的(posteriori)两类策略．

1．先验选取准则

我们根据实际问题模型，自行定义正则化参数的选取．

2．L一曲线准则(L—Curve Principle)

【广曲线准则是指以log—log尺度来描述flz洲与l∥一Kx'。lI的曲线对比，

进而根据该对比结果来确定正则参数的方法．其名称由来是基于上述尺度作

图时将出现一个明显的I广曲线．

运用L广曲线准则的关键是给出L曲线隅角的数学定义，进而应用该准则

选取参数a．

9
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Hanke等【7】建议定义【广曲线的隅角为I广曲线在log—log尺度下的最大曲

率．令p=log fI矿一Kz洲，0=log IIx：ll，则该曲犁．作为参数Q的函数定义作：

如)=晶，
其中“，"表示关于a的微分．

3．Morozov差异性准则(Morozov Discrepancy Principle)

在实际问题中，表示误差水平的参数占在不少情况下是可以获取或近似

得到的，在这种情况下，一种广为采用的后验策略是所谓的偏差原理．设怙一

矿l|≤6，我们欲求算子方程Kz=可，则方程的合适的解应当满足

z∈X，I[Kz—y6II≤6．

如果Range(K)非闭，即使NulI(K)={o)，集合

S={z：z∈X，lIKz一秒6 0≤6)

也是无界的，因此我们应当寻求一最小模最小二乘解：

恻l—min

s．t．』Kz一秒60≤6．

我们又注意到集合S为闭凸集，因此(1．4．6)的解在边界达到，即

恻12_min

s．t．IIKz一调I=6．

(1．4．6)

(1．4．7)

引入Lagrange乘子A，上述等式约束问题等价于下面的无约束优化问题

IIzIl2+AOKz一可占112一min，

并且A满足偏差方程

其中Q=圭．

』IKz三一扩112=铲，

10
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4．广义交叉校验准则(GCV)

这一准则通常是对算子方程(1．4．4)的离散形式给出的．仍将(1．4．4)的离

散化形式记为

Kx=Y， (1．4．8)

其中K=(％)m姗Y=(yl，Y2，⋯，‰)T．

令

y(Q)=面11(I F-K面(Q))丽Y6 112百／m
其中K(Q)=K(K’K+Q，)一1K’，Tr(I—K(c0)=E：銎l(1一‰l(Q))，kii(or)

为K(Q)的对角元素．这样可取Q·满足

y陋+)=rainy(a)．

5．拟最优准则(Quasiopt Principle)

Tikhonov在[531中指出当数据误差水平6未知时，可根据下面的拟最优准

则：

Q卿=m⋯in{llQidxvt lI)

来确定正则化参数．其基本思想是：让正则化参数a以及正则解对该参数的

变化率同时稳定在尽可能小的水平上．

记pq(a)=忙杀矿112'Ot>0，则pq(a)易由公式

Q兰矿：一Q(K+K+QJ)_1矿
Ⅱa

算得．注意到在有限维情形总有砌(o)=0，因此在实际计算时应当将初始

值Oto取的稍大些．

11



第二章 一维情形基于带噪声均值数据的函数重构

§2．1 问题的描述

设△是区间a，6】的一个剖分，其网格记为

网格大小定义如下：

a=Xo<Xl<⋯<XN 2 b．

h。1m<ia<xⅣhi，hi
2 Xi—zi一1，1≤i≤N·

给定函数Y=y(x)在区间IXi一1，忍】(1≤i≤N)上的均值阢，我们感兴趣的

是如何根据这些已知的信息来有效地重构函数耖(z)．类似于这样的问题经常出现

在环境科学和数理统计(根据一段时间内的均值来重构时间序列的问题)等领域中．

譬如说气象预报问题，当我们获得每月平均值时，如何通过计算获知它的连续时间

进程下的数据．我们可以在文献【13，54，55】中寻求更为详细的资料．

在文献[131中，Delhez提出了用样条插值函数来进行基于均值的函数重构的方

法，文中他用四次样条函数代替了三次样条．数值实验的结果验证了此方法可以有

效地根据原始的数据构造出充分光滑的正确的函数．

但我们这里的讨论有所不同．注意到在实际情形中，给定的数据阢通常不是

函数Y在区间k—l，戤】上的精确均值，这样的误差来自于测量误差等客观条件因

素．那么在数学中它就可以表示成

阢一坛(可)I≤正1≤i≤N， (2．1．1)

其中坛(剪)=石1仨。y(z)如，6是一个正常数，它描述了数据的误差水平．
问题(P)．给定均值的近似值以满足条件(2．1．1)，如何有效的重构函数Y=

3，(z)?

12
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§2．2 一阶导数惩罚

§2．2．1 理论结果及相关证明

对任意的函数，∈L2 a，6)，定义在区间pt一1，鼢】上的均值为：

Mi(f)：一l ff，。m)dz．
我们打算用Til【honoV正则化方法来求解问题(P)【6，53，54]．此方法曾成功

地运用于基于节点函数值来进行数值微分这类函数重构的求解问题中【7，8】．

对任意函数f∈V：=H1 a，6)，我们定义优化泛函为：

圣(，)=∑htIMp(f)一阢12+Qllf，112。(帅 (2．2．12)

其中f7表示函数f对独立变量z求一阶导数，Q是正则化参数，它可以由许多己

提出的策略决定【12，48，56_58】．

于是我们可以通过求解以下的最小值问题来得到问题(P)的近似解^：

^=argm刖in圣(n (2·2·2)

对于非线性泛函g(v)，我们定义它在移=“处沿方向W的方向导数【59】为

，(u；叫)=爰m+驯b
沿方向Wl和叫2的二阶方向导数为

J"(u；Wl蚴=丢以u+‰W训lt=0．
引理2．2．1．由偿．2．∥定义的非线性泛函cI,(f)在空间V上是严格凸的．

证明．任取V中的函数gl和92．通过计算我'if],-fAE,．．8Ai函圣(，)沿方

向91和92的二阶导数是

．毗乳92)=2娄蛐。蚓92)+2a厶㈤烈州z．矿(加1， =2∑舰(91)坛(92) ／_夕㈤9㈤出．

因此，对任意的g∈V，我们有

矽(，；夕，g)≥0
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等号成立当且仅当

尬(夕)=0，1≤i≤Ⅳ；gl(z)三0，比∈(a，6)，

这就等价于g在区间陋，6j上一致为零．结合【59，p．13】中的定理3．2就得到了我们

所要的结果． 口

由于≯(，)在空间V上是二阶严格凸的，I扫[59，p．22]中的定理1．2(也参

见【60】)很容易得到问题(2．2．2)的唯一可解性．我们接下来将给出一些条件来刻画

问题(2．2．2)解^的特征．利用BaJlach空间中的最优化理论【59】，我们可知此解必

须满足一阶条件：

西7(，．；g)=0． (2．2．3)

通过计算我们得到对任意g∈V成立

西’(^；夕)=2∑hi必o)(尬(^)一阢)+2a／z@)夕7@)如．
因此，结合(2．2．3)有

∑h{必o)(尬(^)一阢)+Q／￡(z)夕7(x)dx=0，Vg∈矿 (2．2．4)

在上述方程中特别选取g∈C铲(而一1，≈)．那么通过分部积分便可得到，

／ {坛(^)一阢一Q∥}gdx=0．

由g的任意性知 ．

Qr(z)=^磊(^)一阢，Vz∈(Xi一1，zt)， (2．2．5)

由于Q>0并且(2．2．5)的右端是常数，我们知对任意的z∈(Xi-l，以)，03’0)兰0，

也就是说^(z)k“戤)∈马(甄一l，而)，其中R(甄一l，甄)代表指数不超过k的多项
式集合．

再次运用分部积分，就得到对任意的夕∈C∞a，6】有，

fb
N

，I善‘

／只(z)97(x)dx=∑／丘(z)夕k)如
．，n

i=1．，z‘一l

=一∑／r(z)9(z)出+E，：(z)夕(z)b．1．
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将它代入(2．2．4)并且注意到等式(2．2．5)我们得到
Ⅳ

∑只(z)9(z)巴¨=0，
i=1

也就是说。

N-1

∑(兵(％+o)一Z(戤一o))9(既)+z(z^，油(zJv)-L'(x。)夕(跏)=0．
i=1

因此，

Z(墨+0)=以(盈一o)，1≤i≤N一1；，二(黝)=￡0Ⅳ)=0． (2．2．6)

进一步地，观察到，．∈V，以及日1(o，b)紧嵌入到C[a，6J的事实【49】，我们知

^(霸+0)=^(戤一o)，1 S i≤N一1． (2．2．7)

综上所述，结合(2．2．5)一(2．2．7)有^∈岛(△)，其中

岛(△)：={，∈C1 a，纠；，(z)l(戤一。，孔)∈P2(xi—l，xi)，1≤i≤Ⅳ'f(zo)=，’(zⅣ)=o}，
(2．2．8)

这刚好就是通常意义下的二次样条函数空间【61，62】．

定理2．2．2．问题偿．2．缈存在唯一解^．更进一步地，^是在＆(△)中唯一满足

方程(2．2．5》备13函数．

证明．用反证法证明定理的后半部分．设g≠^是集合岛(△)中满足方程

(2．2．5)的另一个函数．利用引理2．2．1和Banach空间中的Taylor公式【59，p．8】，

我们有

1

圣(^)=垂(9)+圣’(夕；^一9)+去西Ⅳ(夕；^一9，^一g)
1

=圣(夕)+去垂Ⅳ(9；^一9，工一g)>西(夕)，

这与，．是圣(，)在V中的最小值矛盾．命题得证． 口

接下来，我们将给出此问题在L2模意义下的误差估计．为此我们首先引进一

个插值算子Q^，它将空间L2(o，b)映射到与剖分△相一致的阶梯函数空间．对函

数f∈L2(o，6)，Qhf定义如下：

Qhf(x)=^磊(，)，Vz∈(zt一1，z‘)． (2．2．9)

利用[63，64】，我们可以得到以下的引理．
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引理2．2．3．任取，∈H1(o，6)，

II，一Qhfl[L。(毛一。，毛)≤h,llf’IlL。(以一。，毛)，1≤i≤Ⅳ；

II，一QhflIL。(d’6)≤hill7IlL：(d，6)．

类似于文献[65，p．5581中G^的构造，接着我们引进一个新的插值算子7rh，它

将L2(凸，b)映射到岛(△)，对任意的f∈L2(o，6)，“，∈岛(△)定义如下：

尬(巩，)=舰(，)，1≤i≤Ⅳ；(7rl『l，)7 Xo)=(7rhf)’XN)=0． (2．2．10)

引理2．2．4．如上定义的71"h是适定的。并且成立以下等式

llOrhf)，112。(。，∞+ll(f一7rhf)，||2：(。，6)=㈣12：(d，砷，vf∈H1 a，6)． (2．2．11)

证明．为了说明算子7r，I是适定的，我们首先来证明由约束条件

坛(，)=0，1≤i≤Ⅳ；，7(zo)=，7(XN)=0，。 (2．2．12)

可知对任意函数f∈＆(△)，，一致为零．事实上，注意到，”(z)在区间(戤一1，Xi)上

是常数，通过分部积分，利用条件(2．2．12)，我们知

／r6(门2如：妻厂取(门2如
Jo

i=1 JXl--1

=∑{一／fZ(x)f(x)dx+，k)m)巴¨)

=一∑，Ⅳ(华)鬼Mi(f)+∑(，k‘-o)一，钕t+o))mi)
=0，

因此在区间【o，6】上，7三0，也就是说f是常数．再加上条件Mi(f)=0可以推

得，必须一致为零．所以此插值算子是适定的．

接下来我们证明等式(2．2．11)．由稠密性定理【49】知，我们只需证明对任意函

数，∈C∞a，61成立此结果．通过直接计算得

㈣‰，∞=II(f一他∥慨d，6)+II(rrhf)，II至。(d，6)+2／(，一，rhf)(x)(Trhf)k)如．
(2．2．13)

16
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此外，通过分部积分，由条件(2．2．10)知

／r6 f--7rh，)，(z)(丌h，)k)如：妻
Zi

f--7rh，)，(z)(孤∥(z)如
J8 i=l zt--1

．

=一∑(孤∥(毕)鬼必(，一，rhf)
i=1

。

Ⅳ

+∑(，一％州z)(n∥(z)巴¨
i=1

N=一∑(巩∥(学)见尬(，一矾，)
+(f一7rhf)(xN)(7rhf)’XN)一(，一7rhf)(xo)(Trhf)7(xo)

=0．

结合(2．2．13)就得到了所要的结果． 口

引理2．2．5．对于俚．2．io)中的插值算子7rh成立

II，一7rhflln：(。，∞≤2hill’IlL：(口，6)，vf∈日1 a，6)．

证明．我们由丌^的定义(2．2．10)知Qhf=Qh(7rh／)．因此，由引理2．2．3和引

理2．2．4知对任意的f∈日1(口，b)有

0，～7rhfllLz(口，”=Il(f—Qhf)+(Qh(1raf)一7Vhf)]lL。(凸，6)

≤lIf—QaflILz(。，b)+117r^，一Qa(7rhf)llL。(d，6)

≤h{llf’IlL。(口，6)+Il(7rh，)7IlLz(n，6))≤2hllf’IlL。(。，6)．

口

现在我们将给出方法(2．2．2)的误差估计．

定理2．2．6．设Y是日1 a，b)中的函数，记，．是方法俾．2．矽的解．假设俾．2．矽中

的数据阢满足条件偿．J．纠．那么我们就有估计

I|y一^IIL2(。，6)≤(211y7IIL。(口，6)+、／石=刁／~／石)^+2函v／而+(2^+v伍)lly7IlLz(口^)．
(2．2．14)

特别地，当我们取a=铲僻j纠时，

IIv—A IIL。(口，6)≤(411y，IILz(a，6)+、／而)^+(2、／7F=i+v侄llv，IlL，(口．”)6． (2．2．15)

17
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证明．利用三角不等式和引理2．2．5，我们有

I陌一f*llL。(口^)≤IIv一7rhYllL。(d，∞+I JTrhy—f．1lL。(n，6)

≤2hlly7IlL。(口，6)+I[rhy—f*llL。(。，6)．

记e=?rhy一^．注意到Q^是一个投影算子，我们得到

oeI|2z(口，∞=／6 e2dx=Z6 e(e—Qhe)dx+Z6(Qhe)2dxIIeI|2z(口16)=／ =／e(e一 +／ 2

．，n -，d -，口

=^+12．

利用Cauchy-Schwartz不等式和引理2．2．3可得

111 I≤IIeilL'(。，b)He—QhellL。(。，6)≤hliellLz(口’b)lle7IlL：(口，)．

再由引理2．2．4知

IIe7IlL。(口，6)≤0(7rh可)7IlL。(口，6)+I[fP*IIL。(吼6)≤||耖7IlL：(d，6)+IIfl,l JLz(口，”．

由于，．是问题(2．2．2)的解，并且有7rhy∈V，于是很容易知

Ⅳ

∑h{l必(^)一阢12+Q J|丘t IlL2：(4，”≤圣(n可)．
i----1

再利用引理2．2．4和条件(2．1．1)计算可得

Ⅳ

圣(删)=∑ht J舰(孤可)一U,12+QIl(矶洲至。(。，6)
i=l

Ⅳ

=∑htIM,(y)一U,12+Qo(n洲羔：“6)
t=1

≤(6一o)62+Q11秒，}12z(d，6)．

结合(2．2．20)成立

也就是说

Q0丘112z(d，”≤圣(7rl『l剪)≤(6一n)J2+QllY，ll乏。(口，6)，

Z11L：(口，6)≤{(6一n)62／Q+IlY川至。(口，6))1胆．
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第二章：一维情形基于带噪声均值数据的函数重构

因此，由(2．2．19)和(2．2．22)知

||e7IlL。(口，6)≤Ily7IlL。(口，6)+II／'．tlL：(。，∞≤J|暑，，|fLz(口，6)+．((6一口)J2／Q+11秒，lIL2。(。，6)】-1／2

≤2 11 y，|IL2(口，6)+V伍-aS／伍． (2．2．23)

另一方面，利用(2．1．1)，(2．2．20)和(2．2．21)可推得

．b N N

㈨=／(Qhe)2dx=∑ht孵(e)=∑hi'[Mi(y)一尬(^))2
。“

i---1 t=l

N N

≤2{∑觑(必(秒)一阢)2+∑勉(坛(^)一阢)2)
i----1 i=l

≤a(b一口)62+2口II∥|I羔z(。，6)．

结合(2．2．17)，(2．2．18)和(2．2．23)意味着

JIeII艺。(n，6)≤IlellL。(n，6)(211y7IlLz(口扣)-I-~／而6／伍)危
q-4(b-o)铲-t-2Qlly’慨口，∞，

因此

I|elIL：(口’6)≤(2Mh口，砷+万刁／伍)九+V／4(b-。)62+2QⅢ训至：(口，”
≤(2lly7IlL。(a，6)+、／F=初／伺九d--26、／而+v伍lly'llL：(。，b)，

再结合(2．2．16)就可以得到(2．2．14)．估计(2．2．15)由(2．2．14)直接推得． 口

§2．2．2 算法实现及数值结果

我们试图运用由Hansen开发的正则化方法一Matlab工具包【48】来实现方法

(2．2．2)的算法．这使得我们能够采用已有的Matlab工具包来选择方法(2．2．2)中

的正则化参数口，这其中包括了多种策略譬如说L曲线，GCV，Morozov差异性准

贝IJ[57，58]．这样就解决了正则化参数如何恰当选取这一困扰我们的问题．为了达到

这个目的，第一步我们将(2．2．2)改写成标准形式[48，p．9】．

，·=arg怨{HAf—bll；+A2IIL(f—g)Il；)， (2·2·24)

其中”112表示向量的欧几里得范数，A∈舻孙和L∈印黼的秩为(工)=P并

且m≥佗≥P．由于这两个数学模型(2．2．2)和(2．2．24)第一眼看上去很不同，所
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以这个改写并不容易．为了说明的方便，我们只考虑△为均分剖分的情形，在实际

情况下亦如此．普通的情形可以用相同的方式处理．

首先，由于泛函O(f)是严格凸的，由定理2．2．2知问题(2．2．2)等价于以下的

有限维问题：

^=arg，∈m昆i(n△)圣(n (2·2·25)

接下来我们引进辅助函数空间

岛(△)：={，∈c【0，61；，(z)I(毛一。，戤)∈B(黾一1，而)，1≤i≤Ⅳ)． (2．2．26)

由(2．2．8)和(2．2．26)的定义很容易知岛(△)c岛(△)，并成立f∈岛(△)当且仅

当f∈岛(△)同时满足条件(2．2．6)．

于是对函数，∈岛(△)，我们记，=(fo，^，⋯，厶Ⅳ)T∈R2Ⅳ+l，

，2t=，(以)，0 S i≤Ⅳ；，2t—l=f(xi一丢)，1≤i≤N， (2．2．27)

其中‰一{=—xi-_I广+一xi．相反，对任一向量，∈JFc2Ⅳ+l，我们可以找到有且只有一个
函数f∈岛(△)使得(2．2．27)成立．在此意义下，便是是函数f的向量表示．

另一方面，对函数f∈岛(△)，由数值微分和数值积分的基本定理【62】知：

Mi(f)=去￡。m肛拉2蝴“脚√‰叫：)=‘与等，
‘

(2．2．28)

，7(甄+o)=元1(一3尼{+4，2件1一厶+2)，，7(戤一o)=去(厶t一2—4正i一1+3At)．
(2．2．29)

因此，

Gl(，)：：以(舰(，)一阢)：譬(厶t一2+4厶l—l+庀i一6巩)，1≤t≤Ⅳ，(2．2．30)
同时可知条件(2．2．6)等价于

曰j(，)：=h3／2(，7(黾+0)一，7(瓤一o))

=、／瓦(一厶i一2+4厶一1—6Ai+4Ai+1一厶+2)=0，1≤i≤N—I，

(2．2．31)
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和

HN(f)：=h3／2f他。)=以(一3fo+4A一，2)=o， (2r2．32)

HN+1(，)：=h312f7(xN)=讥(厶』v一2—4f2N—l+3f2N)=0．

利用数值积分的Simpson’8准则，再加上(2．2．28)和(2．2．29)，我们可以得到

N ，z；

㈣I至。“。)-∑／(，k))2如
i=1。xi--I

- N

=昙∑Ⅳ)2(ml+o)+4(，，)2(％一§)+(，，)2(％一o))

厶)

=，丁三，=恤刘；，

7

3l『I

8

3^

1
3_Il

8

3_『l

16

3^

8

3h

l

3^

8

3_Il

7

3，l

(2,2．33)

其中三：LT工表示三的满秩主成分，有L∈R2Nx(2N+I)．
‘

下面的结果十分关键，它将(2．2．24)和(2．2．2)联系在了一起． 慨

定理2．2．7．设f。是问题俾．2．纠的解^的向量表示．那么f+是以下问题的唯一

解

N N+1

f,=arg邶ra⋯in．迁)(f}2若咖+∑i=1田(，)+卅⋯毛(2．2．34)
其中Ot=A2，Gl(，)，珏(，)和Lf分别由偿．2．别一偿．2．ss)给定．

证明．设，是函数f在岛(△)中的向量表示．由于岛(△)c H1 a，b)，^

是西(，)的最小值，再加上(2．2．30)和(2．2．33)便知

圣(．厂．)≤圣(，)，

也就是说，

∑四(，。)+入2llLf。悒≤12暖(，)+入2IlLfll；． (2，2．35)
i=1 i=1

进一步地，我们由定理2．2．2，(2．2．31)和(2．2．32)知∑譬1田(，。)=0．接着
结合(2．2．35)意味着

毒(，。)墨蚕(，)，V歹∈R2Ⅳ+1．

21
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所以，。是I；1题(2．2．34)的解．另一方面，设五∈R2Ⅳ+1是问题(2．2．34)的另

一个解．我们首先证明∑笛1研(五)=0．否则，由上面的推导我们知画(，。)<
蚕(五)，这样就导致了矛盾．设五是岛(△)中的函数，它的向量表示为五．由

于∑省1研(五)=0，再加上(2．2．31)和(2．2．32)我们知五属于岛(△)．这意味
着^是问题(2．2．25)的解．因此由定理2．2．2知^三，．，i．e．，，。三，。．这就证明

了，+是问题(2．2．34)的解． 口

通过直接计算，(2．2．34)便可以写成(2．2．24)的形式，其中9=0，

这里．

A= b=狐(巩，％，⋯，巩，0，0，⋯，o)T． ， (2．2．36)

伽譬卜：
咖以f．14-⋯6

4

A3：何f，-s
＼0
I

、
l

’

1 ／
／Nx(2N+1)

{三{二11 4；』6 4—1]。Ⅳ一。，×。Ⅳ+。，，
一6 4 —1 l

● ● ● ● ‘
■

● ● ● ● ● ■

一 一6 4—1／

～。0_00 ㈡3州柳1)．0⋯1—4 ，

接下来将给出一些数值例子来说明方法(2．2．2)的计算效果．我们采用了多种

正则化参数的选取策略包括一个先验选取准则【12】(也可以参见本章定理2．2．6)，一

些后验选取准则包括了I厂曲线、Morozov差异性准则和GCV方法【48，57，58】．下

面将这些方法分别简记为CY，LC，MD和GCV．方法(2．2．2)改写成(2．2．24)后，

使用由Hansen【48】开发的正则化工具包中的部分Matlab函数来实现我们的算法，

其中A，b和L分别由(2．2．36)和(2．2．33)给定．
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我们选择区间(0，1)并将它100等分．给定区间(0，1)上的函数Y=y@)，那

么在小区间k一1，甄】上的近似均值阢由下面的随机序列产生：

阢=舰(y)(1+REL木rand)，

其中rand表示在区间【一1，1】上满足均匀分布的随机数，而REL>0则是描述

数据相对误差水平的一个常数．对于近似解^(z)，我们计算其驴误差Ily(x)一

／．(x)llL2(O,1)，并从数值积分的角度对其进行考察(cf．【62，p．129])．

我们首先比较上述正则化方法(2．2．2)和样条函数方法【13】(此方法强求问题

的解必须满足自然边界条件，i．e．，彤a)=只(6)=0，∥a)=∥(6)，该方法这里

就简记为SP)的数值效果．我们通过L曲线准则来选取问题(2．2．2)中的正则化

参数Q，并且选取精确函数为可10)=1+30x2(1一z)2．我们的数值实验证明了当

相对误差水平非常小的时候(比如说，不超过1％)，这两种方法都非常好的还原了光

滑函数Y1．但是，当相对误差水平接近5％甚至超过5％，SP方法的解就出现了剧

烈的震荡，而此时的LC方法的解就解的精确度以及形状上仍然非常好地重构了

此函数．相关的结果显示在图2．1中，其中R脱=0．05．

图2．1：真解(实线)，LC解(虚线)，SP解(点划线)．

Fig．2．1 Graphs of the exact function(the solid curve)，the LC solution(the dashed

CUl～e)and the SP solution(the dashdot curve)．
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表2．1：堕±鱼墼丝生)三!±丝垒至旦垒坚垄型王竺垩胃lJ化参数．
Q

k LC MD GCV CY

在其它的数值实验中，对于不同的光滑函数其拟合效果也出现了类似的现象．

所以我们推测对于函数重构的问题，当其测量误差相对较大时，采用正则化技巧来

求解问题是必要的．

接下来，我们将说明当使用不同的正则化参数选取准则(LC，MD，GCV和CY

)时方法(2．2．2)的计算效果．在我们的方法中，正则化参数起-J't}常重要的作用，

使得该正则解在函数光滑性要求的满足以及对给定数据拟合精确程度的满足之间

取得一个平衡．我们首先来考虑一个简单的情形耽(z)=1+妇，其中k是一个常

数．在此情形中，精确解Y2的正则化项是0必II芝。(o’1)=k2．我们选取REL=0．01，

在表2．1中列举了k分别等于0．0，0．01，0．05和O．1时的正则化参数值，同时在

图2．2和图2．3显示了对应于k=0．0和0．05的正则化解．从这里开始，接下来所

有的图中，我们都用实线表示真解，红色的虚线、绿色的虚线、黄色的点划线和蓝

色的点线分别表示方法LC，GCV，MD和CY对应的解(仅在电子版中显示颜色)．

我们观察到当精确函数Y2的正则化项II必lJ羔。(o，1)十分小的时候，LC，MD和
CY方法决定的正则化参数比期望的要小很多，这就导致了严重的函数不够光滑现

象．然而，在这个特殊的情形中GCV取得了让人满意的效果．如果正则化项变得

足够大，除了CY以外的方法都可以非常好地重构原函数．

为了更深一步地认识所有这些正则化参数选取方法的计算效果，我们进行更

多的数值实验，这里选取函数ya(x)=5+sin(47rx)和

，

，、 I l+2x，0≤z<0．5，

I 4—2X，0．5≤z≤1．

这里，Y=ya(x)是一个充分光滑的震荡函数，Y=y4(x)是一个不连续的分片
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1．01

02．03 0．● O．5 0．6 o．7 ¨0．9
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似解图示．

utions for Y=耽(z)with

图2．3：函数可=抛@)在k=0．05时的真解和近似解图示．

Fig．2．3 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=y2(x1 with

七=0．05．
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表2．2：对应于函数Y=驰(z)，不同准则下的L2一估计和正则化参数．

光滑函数．我们给定了不同误差水平下的近似均值数据．在表2．2中给出了函

数Y=蜘(z)对应的L2-误差和正则化参数，其相应的数值解显示在图2．4-2．6中．

对应于函数Y=讥(z)的结果则显示在表2．3和图2．7-2．9中．

图2．4：函数Y=y3(x)在REL=0．01时的真解和近似解图示．

Fig．2．4 Graphs of the exact function and the approximate solutions for可=y3(x)with

REL=0．01．

总结上面这些数值实验，我们可以得到以下的结论：当Y=y(x)充分光滑且

正则化项桫Il艺：(o，1)足够大时，LC和GCV方法都可以在不同水平的噪声数据下
很好地重构函数(相对误差水平REL可以选取1％到10％)，此时的正则化参数在

同一数量级水平上．当真解是不连续的分片光滑函数的时候，MD和GCV得到几
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图2．5：函数夕=y3(x)在REL=0．05时的真解扣近似解图示．

Fig．2．5 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=船(z)with

REL=0．05．

图2．6：函数Y=y3(x)在REL=0．1时的真解和近似解图示．

Fig．2．6 Graphs of the exact function and the approximate solutions for可=y3(x)with

REL=0．1．

27
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：表2．3：对应于函数∥=孤p)，不同准则下的L2-估计和正则化参数．

图2．7：函数Y=弧(z)在REL=0．01时的真解和近似解图示．

Fig．2．7 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=y4(x1 with

REL=0．01．
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图2．8：函数妙=驰@)在REL=0．05时的真解和近似解图示．

Fig．2．8 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=锨(z)with

REL=0．05．

图2．9：函数y=y4(x)在REL=0．10时的真解和近似解图示．

Fig．2．9 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=y4(x1 with

REL=0．10．
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乎相同的结果，而LC方法所得到的正则化参数则会比期望的大很多，这就产生了

过分光滑的现象，此类现象在文献[48，56】中也有提及．

§2．3 二阶导数惩罚

§2．3．1 理论结果及相关证明

在上-4,节中我们讨论了用一阶导数作为惩罚的方法，这一节不妨考虑用二

阶导数作为其惩罚，这适用于我们希望重构的函数充分光滑，要求其导数也不能太

大的波动．

对于函数f∈V：=日2(o，b)，我们定义优化泛函

Ⅳ

圣(，)=∑h‘IMp(f)一玩12+Q㈣I羔z(口，6)' (2．3．1)
i=1

其中，Ⅳ表示函数，对独立变量z求二阶导数，Ot是正则化参数，它可以由许多已

存在的策略决定[12，48，56--58]．

类似于上一小节中的问题处理，我们同样可以通过求解以下的最小值问题来

得到问题(P)的近似解，．：

^=arg m，∈iyn垂(n (2·3·2)

引理2．3．1．由俾．3．砂定义的非线性泛函圣(，)在空间V上是严格凸的．

证明．任取空间V中函数gl和仍．通过计算我们可以证明虫(厂)沿方

向91和92的二阶导数是

叭f；gz,9292)：2娄蛐。心小2a序It例辨tl№矽( =2∑坛(夕1)尬(仍)+ 卜1 LzJ夕2(z)如．

因此，对任意的g∈V，我们有

矿(，；g，g)≥0

等号成立当且仅当

^么(9)=0(1 S t≤Ⅳ)，夕Ⅳ(z)三0，V叠∈(n，6)，
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这个就等价于g在区间【a，6I上～致为零．结合【59，p．13】中的定理3．2就得到了我

们所要的结果．

同样地，上述问题的解必须满足一阶条件：

圣7(^；g)=0，

口

(2．3．3)

N —b

∑‰坛(夕)(尬(^)一阢)+a／爿(z)∥(z)出=o，v夕∈y (2．3．4)
i----1

Vn

在上述方程中我们选取g∈四‰一1，戤)，那么通过分部积分可以得到：

由g的任意性知

，．z‘

／{尬(工)一阢一a一4)}gdx=0．
JXl-l

a一4’(z)=^磊(^)一阢，Vx∈(z{一1，zi)． (2．3．5)

由于Ol>0并且(2．3．5)的右端是常数，我们知对任意的z∈(％一l，墨)，_5’(z)兰0，

也就是说^(z)k一。一。)∈只(忍一1，戤)．
再次分部积分，就得到对任意的g∈C叫o，6I，

f6 r(z)∥(z)如：∑N f乳∥(。)∥(z)如
．，O i----I o霉i一1

：一∑N／『『默烈z)夕协)如+∑N彤(z)9托)匕一。
i=1

ozi一1 i----1

矗4’(z)夕(z)如一∑一3’(z)夕(z)巴¨

∥(z)9k)已¨．

将它代入(2．3，4)并且注意到方程(2．3．5)便可得
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l⋯e

N-1 N-1

一∑{彤(祝+o)一r(墨-o)}gki)+∑{以3’(矗+o)一，j3’(‰一o))9(墨)
i----1 i----1

+，二，(zⅣ)97(zⅣ)一，二，(zo)夕，(zo)一一3’(zⅣ)g(zⅣ)+奠3’(。o)夕(zo)=0．

这就意味着

知

只(≈+0)=r(戤一o)， 以3’(戤+0)=以3’(甄一o)，l≤i≤N一1； (2．3．6)

r(zo)=r(zⅣ)=一3’(zo)=一3’(zⅣ)=0． (2．3．7)

进一步地，观察到^∈V，以及H2(n，b)连续嵌入到C1【口，6】的事实【49】，我们

综上所述，

(2．3．8)

·乳(△)：={，∈c3【o，6】；，(z)I(q一。，甄)∈只(z‘一l，z‘)，1≤i≤N，

f(xo)=，Ⅳ(zⅣ)=，(3’(zo)=，(3’(zⅣ)=0) (2．3．9)

这刚好就是通常意义下的四次样条函数空间【61，62】．

定理2．3．2．问题俾．3．矽存在唯一解^．更进一步地，^是在&(△)中唯一满足

方程俾．3．剀的函数．

证明．类似定理2．2．2的证明． 口

为了得到该方法在L2模意义下的估计，我们仍取插值算子Q^定义同(2．2．9)．

通过scaling argument我们可以得到算子Q^的估计【63，64]，于是得到以下的

引理．

引理2．3．3．任取，∈H2(n，6)，

0，一Q，l，|lL2(戤一。忍)≤h,2llfⅣIlLz(毛一。，黾)，1≤i≤Ⅳ；

0，一Ql『IfilL'(n，b)≤h2IllⅣIlLz(d．∞．
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使用同样的技巧，我们引进一个新的插值算子／rh，它将L2 a，b)映射到&(△)，

对任意的，∈L2(n，6)，“，∈&(△)定义如下：

{必(7r_ll，)=Mi(f)，1≤i≤Ⅳ；(2．3．10)
l(7rhf)Ⅳ(zo)=(，rhf)朋(zⅣ)=(7r『l，)(3’(zo)=(7魄，)‘3)(zⅣ)=0．

’

；Jlt里2．3．4．如上定义的71"h是适定的，并且成立以下等式

II(7rhf)Ⅳ慨8，的+II(f一戳，)"幢z(o，6)=垆喙㈤，vf∈日2 a，功． (2。3。11)

证明．为了说明算子稚是适定的，我们首先证明由约束条件

{Mi(f)-0一．g<Ⅳ；(2．3．12)
l尸(zo)=尸(zⅣ)=，(3’(zo)=，(3)(zⅣ)=0，．

’

可知对任意函数f∈&(△)，f一致为零．事实上，注意到f4(z)在区间(Xi一1，Xi)上

是常数，通过分部积分，利用条件(2．3．12)，我们知

～·乎娩：圭hflIP缸
oo

i=I JXi--1

=∑--／，(3’(z)，7(x)dx+，Ⅳ(z)，协)已¨)
』Y

‘Zi

=∑{／f(4)(x)f(x)dx一产’(z)，(z)l：二扎。+，Ⅳ(z)，№)巴扎。)

=∑产’(学)勉坛(，)一∑(产’(戤一o)-f(3’(以+o))mt)
+∑(，∥(戤一o)一，Ⅳ(甄+o))，协t)

=0．

因此fⅣ三0在区间【口，6】上，也就是说f7为常数．再加上条件Mi(f)=0可以推

得，必须一致为零．所以此插值算子是适定的．

接下来我们证明等式(2．3。11)．由稠密性定理【49】知，我们只需证明对任意函

数f∈C∞a，6】成立此结果．通过直接计算得
而

lI，ⅣII至：(口，6)=ll(，一7r^，)Ⅳo至z(口，”+II(7raf)Ⅳll至：(口，6)4-2／(，一7r^，)(z)Ⅳ(7r^，)Ⅳ(x)dx．
(2．3．13)
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此外，通过分部积分，由条件(2．3．10)知

一

／(，一他，)Ⅳ(z)(丌^，)Ⅳ(x)dz
． ．，d

：∑N厂z‘f--7rh，)，，(z)(丌^，)，，(z)dz
i=1 oz‘一1

N
，z‘

=一∑／(，一锄，)，(z)(丌h∥3’(x)dx
i=1 oz‘一1

+∑(，一7rhf)№)(砚，)，，(z)巴¨

=∑(，一7rhf)7(X)(Trhf)Ⅳ(z)已¨

7rhf)(x)(trhf)‘3’(z)巴¨

(f一丌^似z)(“∥4’(z)如

：∑N‰，)(4’(半)厄(f-Mi(f矶纠=∑(n，)(4’(塑芳)厄 矶纠

=0．

结合(2．3．13)便得到了所要的结果． 口

引理2．3．5．对于偿．3．io)中的插值算子7rh成立

|l，一7rhfllL2(口，6)≤2h2IllⅣIlL。(口，6)，v．f∈H2 a，6)．

证明．我1fjfi3丌^的定义(2．3．10)知Q_Il，=Qa(Traf)．因此，由引理2．3．3和引

理2．3．4知对任意的f∈H2 a，b)有，

Il，一巩flIL。(口^)=II(f—Q^，)+(Qh(1rhf)一7rhf)nL。(。，∞

≤lI／一QhflILz(。，6)+117r^，一QhOrhf)llL。(n，6)

≤h2{llfⅣIlL。(口，∞+11(Trhf)ⅣIlL。(口，6))≤2h2IIfⅣIlLz(凸，6)．

口

现在我们将给出方法(2．3．2)的误差估计．

一

以

I三，厂，馏Ⅳ∑管∑汹

一

+
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定理2．3．6．设Y是日2 a，b)中的函数，记，．是方法偿．3．矽的解．假设偿．量砂中

的数据阢满足条件侣．．f．j，．那么我们就有估计

lIⅣ一f,IIL：(口，”≤(2llyⅣ0L2(口，6)+、／5。二：西／、伺^2+26、／石i：写+(2九2+、／甄)lI可ⅣIlL。(。，6)．
(2．3．14)

特别地，当我们取Q=铲似．f剐时，

Ily一^0L2(a,b)≤(41fyⅣIlL。(a，6)+~／F=i)^2+(2、／而+v伍llyⅣIlL。(口，6))J．(2．3．15)
证明．由定理2．2．6的证明方法立得． 口

§2．3．2 算法实现及数值结果

同上一节的说明，我们需将问题改写．

首先，由于泛函圣(，)是严格凸的，由定理2．3．2知问题(2．3．2)等价于以下的

有限维问题：

^=arg，∈m乩i【n△J(n(2．3．16)

接下来我们引进辅助函数空间

良(△)：={，∈elin，hi；S(x)l(舡。，毛)∈只(既一1，戤)，1≤i≤Ⅳ)． (2．3．17)

很容易知&(△)C鼠(△)，同时成立，∈鼠(△)当且仅当，∈良(△)且满足条件

(2．3．6)和(2．3．7)．

对任一函数，∈良(△)，我们记，=(，o，^，⋯，厶Ⅳ+1)T∈R3Ⅳ+2，

矗f～3=，(zi一1)，^i一2=，7 Xi一1)，

，瓤一·=f(xi一；)，^=，协t)，A+·=，(孔)，

1≤i≤Ⅳ； (2．3．18)

其中Xi_§=学．相反地，对任一向量，∈R3Ⅳ+¨，我们可以找到有且只有一个
函数f∈鼠(△)使得(2．3．18)成立．在此意义下，我们就称，为函数，的向量表

示．

另一方面，对于函数f∈文(△)，一般地我们取其形式为S(x)=ax4+bx3+

凹2+如+e在k一1，墨】上．用基本的数值积分和数值微分公式，我们有【62J
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。=一素(4m¨)+hfkH)一8y(甄一{)+4mt)一hf7(而))，
6 2素{(32戤+18是)，(z≤一1)+(8戤h+5h2)，7(婉一1)一(64xi一32h)f(xi一吾)

+(32xi+14h)f(xi)一(8xth+3h2)，’(忍))，

c=一素{(4822i+llh2+54x㈣m“)+(4九3+12z；h+15xi^2)，怡i-1)
一(96x；+16h2+96xih)f(xi一吴)+(48z；+5h2+42xih)f(x‘)

一(h3+12x；h+9xih2)，’(甄))，

(2．3．19)

d=嘉{(32z?+54x2h+22xih2)m¨)+(Sx；h+h4+15x；h2+8xih3)，协¨)
一(32xth2+64x；+96x；h)f(x{一昙)+(10xih2+32x?+42x；h)f(x,)

一(2zi护+8霹^+9z弘2)，7(。{))，

e=一去{(一九4+18x；h+llx；h2+8xa)f(xli—1)+(2x?h+4x；h3+xih4+5z艄，怡¨)
一(32x；h+16x；h2+16z；)(甄一晏)+(5z；^2+14x；h+8x4)f(x,)

一(2z；^+3z；^2+z；^3)，7(甄))；

h=z‘+1一xi；0≤i≤N一1，

础)=丢￡。弛肛群+咛X4+ciX3+d虿X2删b；比∈[zi--1 7Xi】

，”(z)=12ax2+6bx+2c， ，(3’(z)=24ax+6b；比∈kt—l，而】．

(2．3．20)

(2．3．21)

于是，

Gi(f)：=以(尬(，)一阢)=·万1{(。iX5+6百X4+ciX3+d百X2+ez)臣二z¨一6以】．，1≤i≤Ⅳ，
(2．3．22)

同时条件(2．3．6)和(2．3．7)就等价于

凰(，)：=f"(xi+o)一，Ⅳ(孔一o)=(12。z2+6bx+2c)I：二毛一。=0，1≤i≤N一1，

皿+．Ⅳ一1(，)：=，‘3’(而+o)一，‘3’(霸一o)=(24。z+66)l：二武一。=0，1≤i≤N一1，
(2．3．23)
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并且

H2N一1(I)：=，Ⅳ(zo)=(12ax2+6bx+2c)I∞=0，

H2N(f)：=，Ⅳ(zⅣ)=(12ax2+6拓+2e)I王Ⅳ=o， (2．3．24)

飓Ⅳ+l(，)：=，(3’(zo)=(240比+6b)l跏=0，
、 。

吼Ⅳ十2(，)：=f(a)(xN)=(24ax+6b)l互Ⅳ=0．

利用(2．3．20)和(2．3．21)我们也可以得到

N -zl

㈣‰，∞=∑／-1(，Ⅳ(z))2如
l=1。Zi--1

=4{3---芋a2x5+9口624+(4ac+3bb)x3+3bcx2+c2z>l：二王。一。

Ⅳ

=∑(m“)，，协“)，，(‰一{)，f(x；)，，协t))三
i=1

=fr三，=|JL刘；，

，(z¨)、
I

，’(甄一1)l
I

胞一§)l
，(≈) l

I

，7(筋)／
(2．3．25)

其中三=工T工表示三的满秩主成分，并有工∈RSNx(3Ⅳ+21．

同样地，我们有以下定理将模型(2．2．24)和问题(2．3．2)联系到了一起．

定理2．3．7．设，。是问题仁爱夥的解工的向量表示．那么f。是以下问题的唯一

解

N 2N+2

[,=arg剐m。in∥迁)，)-善GⅫ+善研(卅嗣㈨刍(2．3．26)
其中a=入2，Gt(，)，鼠(，)和Lf分别由俾．2．so)一偿．2．ss)给定．

证明．类似定理2．2．7的证明方法即可得到．

通过直接计算，(2．3．26)可以写成(2．2．24)的形式，其中g=0，

口

(2．3．27)r．O仉仉％％

卵

仉行=厶

、l●●●I-、

A

A

A
／，f．．．．．．．．一／

=A
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这里

A1∈RⅣ×(3Ⅳ+21，A2∈冗(2Ⅳ一2)×(3Ⅳ+21，A3∈R4×(3Ⅳ+21， (2．3．28)

接下来，我们仍将通过一些数值例子来说明方法(2．3．2)的实验效果，其中正则

化参数的选取策略我们采用了一个先验选取准则[12](也可以参见本章定理2．3．6)，

一些后验选取准则包括了L曲线、Morozov差异性准则、拟最优准则和GCV方

法【48，57，58】．下面我们将这些方法分别简记为CY，LC，MD，QO和GCV．

同样地，我们首先考虑本节所介绍的正则化方法(2．3．2)和样条函数方法参考

文献f131之间的差别．我们通过L-curve准则来选取问题(2．3．2)中的正则化参数a，

并且选取精确函数为Y1(z)=1+30x2(1一z)2．我们的数值实验证明了此方法也

是有效的．并且当相对误差水平接近5％甚至超过5％，出现了类似一阶导数情形

下的结果．相关的结果显示在图2．10中，其中REL=0．05．

图2．10：真解(实线)，LC解(虚线)，SP解(点划线)．

Fig．2．10 Graphs of the exact function(the solid curve)，the LC solution(the dashed

curve)and the SP solution(the dashdot curve)．

再次验证了我们的推测，对于函数重构的问题，当其逼近误差相对较大时，采

用正则化技巧来求解问题是必要的．
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我们首先来考虑一个简单的情形y2(X)=1+；南z2，其中k是一个常数．在此

情形中，精确解Y2的正则化项是ll醪112：(o，1)=尼2．选取REL=0．01，在表2．4中

我们列举了k分别等于0．0，0．01，0．05和0．1时正则化参数的选取值，并在图2．11

和图2．12中显示了对应于k=0．0和O．5的解．从这里开始，接下来所有的图中，

我们都用实线表示真解、红色的虚线、绿色的虚线、黄色的点划线、蓝色的点线和

青色的点划线分别表示方法LC，GCV，MD，CY和QO对应的解(仅在电子版显

示颜色)．

表2．4：对于函数抛0)=1+≥kx2在不同选取准则下的正则化参数．
a

k LC MD GCV CY QO

我们观察到当精确函数耽的正则化项0必112L。(o，1)十分小的时候，LC，MD，QO

和CY方法决定的正则化参数比期望的要小很多，这就导致了函数严重不够光滑

的现象．如果正则化项变得足够大，除了CY以外的方法都可以非常好地重构原函

数．

继续选取函数ya(x)=5+sin(41rx)和

弧(z)：{1+2z，o≤z<o·5'
【4—2x,0．5≤z≤1·

我们给定了不同误差情况下的近似均值数据．在表2．5中给出了函数秒=

蜘(z)对应的L2一误差和正则化参数，其相应的数值解显示在图2．13-2．15中．对应

于函数if=y4(x)的结果显示在表2．6和图2．16-2．18中．

总结上面这些数值实验，我们可以得到以下的结论：当我们运用二阶导数作为

惩罚项的时候，会增加函数过分磨光的程度，这就告诉我们此方法适用于当真解是

非常光滑的情形(参考图2．19)．
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图2．11：函数Y=抛扛)在k=0．0时的真解和近似解图示．

Fig．2．11 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=y2(x1 with

七=0．0．

图2．12：函数Y=s『2@)在七=0．5时的真解和近似解图示．

Fig．2．12 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=Y2(X1 with

k=0．5．
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Q

LC MD GCV CY QO

1％ 5．853争008 2．1472争010 1．5204争022 0．000l 4．1975争019

5％ 1．1521争006 1．873融010 1．5204争022 O．0025 1．7326e-019

10％ 2．1387e’006 1．9883争010 1．5204争022 0．01 1．1131e-019
REl

L2一error

LC MD GCV CY QO

1％ 0．011144 0．024254 0．031418 0．43854 0．031418

5％ 0．046229 0．13198 0．16913 0．62708 0．16913

10％ 0．095918 0．25579 0．3247 0．64682 0．3247

图2．13：函教可=加(z)在REL=0．01时的真解和近似解图示．

Fig．2．13 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=驰(z)with

REL=0．01．
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图2．14：函数可=舶@)在REL=0．05时的真解和近似解图示．

Fig．2．14 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=ya(x)with

REL=0．05．

图2．15：函数Y=y3(x)在REL=0．1时的真解和近似解图示．

Fig．2．15 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=y3(x1 with

REL=0．1．
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Q

LC MD GCV CY QO

1％ 7．1032争005 5．7224争0l1 1．5204e-022 0．0001 3．3644争019

5％ 6．5483e1005 2．1089手009 1．5204争022 0．0025 2．6968争019

10％ 7．5191争005 2．9203争008 1．5204争022 0．01 1．3888争019
REL

L2．error

LC MD GCV CY QO

1％ 0．15988 0．032175 0．035018 0．16773 0．035018

5％ 0．15959 0．054798 0．069845 0．28982 0．069845

10％ 0．16364 0．076541 0．1238 0．34628 0．1238

图2．16：函数Y=Y4(z)在REL=O，01时的真解和近似解图示．

Fig．2．16 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=弧(z)with

REL=0。01．
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图2．17：函数Y=玑(z)在REL=0．05时的真解和近似解图示．

Fig．2．1 7 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=y4(x)with

REL=0．05．

图2．18：函数Y=y4(x)在REL=o．10时的真解和近似解图示．

Fig．2．18 Graphs of the exact function and the approximate solutions for Y=班(z)with

REL=0．10．
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图2．19：两种方法的比较：红色虚线表示一阶方法，蓝色点线表示二阶方法．

Fig．2．19 Comparison between the two methods：the first method in red dashed curve

and the second in blue dotted one．

§2．4 应用

在股票市场的操作中，我们所关心的往往不仅限于股票的历史价格，其成交量

的多少也能看出一些端倪．我们现在尝试着用本章介绍的一阶惩罚的方法来对股

票成交量做一个数据的拟合，其中正则化参数的选取采用了【广曲线准则．我们选取

招商银行(60036)2006年11月1日到2006年13月30号的数据，共22个交易日．

在图2．20中列举了数值结果，其中横轴表示交易日，纵轴表示成交量其单位为百

万股．我们可以通过图2．20中的曲线形态来推测未来的一个趋势．
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(a)成交量模拟图 (b)成交量直方图

图2．20：真解和逼近解图示．

Fig．2．20 Graphs of the exact and the approximate solution．



第三章 高维情形基于带噪声均值数据的函数重构

§3．1 问题的描述

在上一章中我们讨论了一维空间中的基于带噪声均值数据下的函数重构问题，

提出了利用Tikhonov正则化方法的样条函数拟合方法．但我们知道更多的实际问

题并不能简单地化成一维形式，譬如说数字图像处理，它便是一个二维空间中的问

题．那么我们要寻求在二维甚至是高维空间中的基于带噪声均值条件函数拟合的

方法．我们将在这一章中予以展开．

设Q C Rd是一个Lipschitz区域，也就是说，Q是Rd中的一个有界连通

开集，并且其边界是Lipschitz连续的．维数d可以选取为任一正整数．五：--

．(Q{】．墨1是Q的一个剖分，其组成单元Qi也是Lipschitz子区域，

豆=u墨1面， Q{n％=0， 对任意的i≠J．

在某些应用中，子区域的选择通常为单纯性或四边形(二维情形下)．在本章中，

指标i的变化范围由1到』V．记h：=diam(fli)，h：=maxl<t<Ⅳ％．对于定义

在Q上的函数Y=!，伍)我们引进其局部均值定义如下：

1 ，．

坛(y)：2南上；可(刃)妇，陬I：=meas(Q)·
给定带噪声的局部均值数据以满足，

l阢一必(3，)I≤6，1≤i≤N， (3．1．1)

其中6是一个正常数它描述了数据的误差水平．我们感兴趣的是如何根据已知数

据{职)些。如何有效的重构函数Y．这样的问题经常发生在环境科学，数字图像处

理【66，PP．64-651，数理统计，还有一些应用可以在【13，54，55]q丁找到．

§3．2 理论结果及相关i,TN

由于几何区域的复杂性，高维问题比一维问题难处理．尽管这个方法仍基于

Tikhonov正则化方法(类似于第二章中的提法)．但是这里选取的优化泛函将由于
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技术性的原因调整为定义在Sobolev空间明(QJ上，其中Q。是与Q相关的一个

辅助空间．在此方法中，我们得到精确解可以由格林函数来表达，其中格林函数是

一个线性椭圆边值问题的解．

设Q。c Rd是一个包含Q的C1，1区域．在二维情形中，我们可以选取Q。为

一个圆形域．记V=砩(Q。)，并定义y上的优化泛函如下：

圣(，)=乏二Iff2dlMdf)一阢12+Q0 V，II羔z(n．)，V，∈K (3．2．1)
i=1

其中V，表示函数，的梯度，Q>0是正则化参数定义如前．并且正则化参数可以

由多种选取策略决定【12，48，56-581．在这个泛函中第一项用来度量数值解和已知

数据的匹配程度，第二项中的lI v州2z(Q．)用来度量解的光滑程度，常数a则起

到了平衡这两项之间关系的作用．这样根据满足条件(3．1．1)的数据{阢)鉴1重构

的函数厶可以根据求解以下最优问题得到：

^=arg min亚(，)． (3．2．2)

引理3．2．1．由p．2．砂定义的非线性泛函西(，)在容许空间V上是严格凸的．

证明．任取两个在y上的函数gl和夕2，通过计算可得

矽(，；虬92)=2娄IQ；。)坛渤)+2Q上．Vgl"'2IM；(g 如．西Ⅳ(加·，92)=2∑陋 t)坛(夕2)+2Q厶 如．

因此

矿(，；g，g)≥0，Vg∈K

等式成立当且仅当

尬(夕)=0(1≤i≤Ⅳ)，Vg=0在Q。中，

这就意味着g在Q。上一致为零．结合此结果和【59，P．131 qa的定理3．2，就得到了

我们所要的事实． [-1

由于圣(，)在V上是二次严格凸泛函，由【59，定理1．2】或者[67，定理3．3．12】立

即可知问题(3．2．2)的唯一可解性．进一步地，此唯一解^可以用以下关系刻化【59，

p．227]

垂7(，．；g)=0，Vg∈V
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善阮I(舰(^)一㈨M(夕)+Q上．V^‘V9如=o均∈y (3．2．3)

由Lax-Milgram引理【67，6s]的-个应用，我们知道问题(3．2．3)存在一个

解^∈V．设xo。是Ql上的特征函数，也就是说，它在Q{内取值1，而在Qi外取

值0．那么(3．2．3)就可以重新写作：

Z．1 V^·V夕+∑N c尬c^，-Ui)xa,g]dx=。Vg E V． 慨2q上。【加小Ⅶ+∑㈨∽) -0 (3．2．4)

由于∑丝l(舰(^)一阢)x嘎∈L2(gt。)，根据线性椭圆边值问题的正则性理

论[69】可知解，’∈H2(Q．)．对(3．2．4)使用一次分部积分，我们可以得到

Z．卜△工+善N c蚍，圳№卜=。V夕∈矿
于是，

a△^=∑(尬(^)一阢)xq o．e．在Q中． (3．2．5)

相反地，由(3．2．5)和条件工∈V，我们很容易得到(3．2．3)．因此，对^∈V，(3．2．3)

和(3．2．5)是等价的．综合上面的讨论，我们就可以得到以下的结论．

定理3．2．2．问题p．2．矽存在唯一解^．进一步地，，．∈日2(Q。)nv由(3．2．5)一

致决定．

我们继续给出^的精确表达式，它是基于区域Q。上Laplace算子作用下的

格林函数．让我们回忆一下，对任一点可∈Q。，格林函数G(．，秒)是这样定义的：

{△zG(z，可)=J(z一可)，Vz∈Q·， (3．2．6)
I G(z，可)=0，V z∈Off。，

、
。

其中6(2一可)是通常意义下的Dirac函数．这里，为了方便起见我们假设G是依

赖于Q。的．对1≤i≤N，定义

九(z)=／G(z，影)dy． (3．2．7)

根据(3．2．6)一(3．2．7)的定义，知九∈硪(Q。)并且

△九={。1套三：鑫中． c3．2．8，

再一次用线性椭圆边值问题的正则性理论我们知A∈H2(12．)．
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定理3．2．3．问题(3．2．2)的解，．可以表示成：

N

^=∑，．，t如 (3．2．9)
i=I

其系数向量，。=(^，l，⋯，，．，Ⅳ)T∈RⅣ由以下的线性系统一致决定：

其中

(oLD—A)f。=一U， (3．2．i0)

一暇黧l曼熏舞氅)A：=l
IQ

2|誓‘≯1)
IQ

2I誓‘九’一：IQ2I等‘≯．Ⅳ’l

一㈦曩n
％=陋IMp(≯j)=Z。如上，G(训)妣

尸A，2善五陋I尬(，)2善^上。，△也如

=善N五Z．，△晚如=上．，△，妇2善五上．，△晚如2上．，△，妇
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进一步地，等式成立当且仅当在Q。中V，=0，结合，∈硪(Q．)可证得在Q。中，=

0，i．e．，，=0．我们就得到了所要的结果．

现在，设，。是线性系统(3．2．10)的一个解，并且^是由(3．2．9)给定的函数．

由于咖∈明(Q。)n H2(Q．)满足条件(3．2．8)，很容易便知，．∈础(Q．)n日2(Q。)

且满足条件(3．2．5)．于是由定理3．2．2便知^是问题(3．2．2)的解． 口

注记3．2．4．对于我们这里所考虑的问题，通常的方法是选取V=H1(Q)或者日1(Rd)，

相应的(3．2．1)中的正则化项IlVflll：(n．)就会被替代成[IVfll2：(o)或者是IlVfl[羔。(Ra)．
不过，这样的选取就使得问题(3。2．2)很难得到其解的表达式．另一方面，此想法

却有效的解决了类似的问题归，研
注记3．2．5．由于我们的函数重构问题包含了不止一个自然变量，如果选用多重正

则化策略是自然而合理的．举例来说，我们可以选择∑i=d la,110=。列羔。(眦)来代

替(3．2．1)中的口IIV川2。(n。)，其正则化参数口l，⋯，蚴可以选取不同的值．这个

方法尤其适用于各向异性的病态问题，但是难题也随之出现，即如何恰当地选取合

适的可行的参数．我们打算在将来对此做进一步的思考讨论．

接下来，我们将讨论该方法的误差估计．于是我们进一步假设予区域{哦)丝l是

凸的．让我们回忆一下Poincar6不等式([71，72】)．

引理3．2．6．设D c Ra是Lipschitz凸区域．那么

r

[If—M(／)IILz(D)≤辜j|V，o三。(D)V，∈日1(D)，

其中M(S)表示，在区域D上的均值，L是区域D的直径．

这个结论在我们证明问题(3．2．2)的误差界时会用到．

定理3．2．7．设可是日1(Q)中的函数，且它可以延拓成为日3(Q。)中的函数，仍记

作Y．设^是方法(3．2．2)的一个解，其中给定的数据{阢}篓1满足条件(3．1，1)．

那么

怙一川L。(Q)≤兰(徊劢+211VyllL。(Q．))+2石瓜+压慨慨Q．)． (3．2．12 1)

特烈池，当O／=C52(18，i2J)时．

|19一^llL2(n)≤兰(衙+2I|V引IL：(Q．))+26~／万+俪llV可lILz(Q．)． (3．2．12)

这里，A表示Q的一个d．维测度，C是正常数．
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证明．令e=^一Y．我们记

=：jrl+12．

由Cauchy-Schwarz不等式和引理3．2．6，可知

N ，

^2善Zi“硝(e。)．必(e”妇
≤∑ile||L。(n加一尬(e)慨∞

≤矣(驯N I玩㈨)V2(驴N e“甄㈨)V2
≤孙I脚)liVeIIII 2 V 11删2(Ct'1．<一ell r，o、 e，． ．

7r’’’’
、’ ’’

注意到^是问题(3．2．2)的解，于是

那么，

所以

口llV^0至：∞。)≤v(／o)≤圣(Ⅳ)≤A62+QflV可f|：。(Q．)．

V圳己：(Q．)≤厢+llV妣z(瓯)

(3．2．14)

JIWllL：(Q)≤lIWllLz(n．)

≤1]vL IILz(n．)+IiVy]lL：(Q．)

≤v／-A-瓦5+211Vy]lLz(n．)． (3．2．15)

结合(3．2．14)和(3．2．15)就可以推导出

^≤凳(厢+2 JlV可IIL：∞．))IIell胪(n)． (3．2．16)
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另一方面，由(3．1．1)和(3．2．1)-(3．2．2)知

因此．

∑lQtIX(e)≤∑lQtI(舰(^)一阢+阢一舰(可))2
i----1 i=I

Ⅳ

≤2∑IQtI((坛(，．)一阢)2+(阢一尬(y))2)
i----1

≤2圣(3『)+2A62

≤4A52+2QOV可II至。(0．)．

厶≤4A52+2QOV训芝。(n．)．

将它和(3．2．16)代入(3．2．13)，再通过一些计算，我们就可以得到估计(3．2．11)．估

计(3．2．12)是(3．2．1 1)的一个直接结果． 口

注记3．2．8．假设Q。严格包含Q． Sobolev空间的延拓定理似魍P．2剐和截断函

数技巧，我们可以构造一个延拓算子E，它将H1(Q)映射到硪(Q。)使得

E]II．-(n．)≤C0，IlH-(o)v．f∈日1(Q)，

其中几何参数C>0仅依赖于Q和Q。的几何性质．

§3．3 算法实现及数值结果

根据定理3．2．3，对于一个给定的常数Q>0，只要格林函数G(．，．)是已知

的，我们就可以通过求解线性系统(3．2．10)来重构函数^．这里，我们打算用

文献【48，57】中详细讨论的Hansen模型来求解，这样就可以使用已有的正则化一

MatlabI具包【48】．

回忆定理3．2．3的证明后，发现(3．2．10)中的矩阵A是对称负定的．所以我们

,-IDA找到一个非奇异阵P(e．g．，用Cholesky分解[56，P．143])使得

A：_pTp． (3．3．I)
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定理3．3．1．设，。是问题(3．2．2)解^的向量表示．那么，。是下面问题的唯一

解：

，。=arg rain面(／3)=IIPp—bJI；+Q JJ工卢幢， (3．3．2)

其中”02是向量的欧几里得范数，P由p．3．∥给定，并且

b：=一(矿)～U，L：=Dm／． (3．3．3)

证明．由于矩阵矿P+aLTL是对称正定的，问题(3．3．2)有唯一解．通过计

算，注意到关系(3．3．1)和(3．3．3)，我们有

丕7(p)=2(PTPp—PTb+Q三丁工p)=2(一Ap+aD,B+U)．

因此，，。是问题(3．3．2)的解当且仅当它满足线性系统(3．2．10)．定理证毕． 口

为了实现上述方法，我们选择区域Q。使其上的格林函数G(·，·)可显示表示．

比如说，Q。可以选取为Rd中的圆域或球域等．在任意维中单位球内的格林函数，

其封闭形式表达式是已知的【68】；同时通过坐标变换和延展的技巧我们可以将圆心

在原点的单位圆域上的格林函数变换到任意圆域上．方法(3．2．2)重构函数的一个

最费时的工作量就是矩阵A的计算，即它需要计算

n臼=IQiI舰(咖)=／dx／G(z，y)dy， 1≤i，J≤N．

一般来说，我们用数值积分([621)来计算矩阵元素．但是对于特殊选取的Q+和子

区域{哦)整1，这些积分是有可能精确计算的．我们选取Q．=QR c群作为一

个例子来说明算法是如何实现的，它是一个半径为兄的圆域，圆心就在原点，并

且Qi是矩形．对Q+=QR，格林函数可以表示成[73，P．638】∞川=去h岽蔬蔫精，
其中z=(zl，z2)r，可=(可l，耽)T，r：=~／孺．设继=(m，l't)×(Q，∥)．那么通
过简单的计算可知

／n G(x,y)da：=Z卢dx2，!》焉蒹一咖=去(1n R—ln麻)(p—Q)∞一m)+皿+现，
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耻去弘2 r-n[(xl-w)2+(x2-Y2)2]帆
耻一j1 Zadx2r·n卜秒R2)2+(矿万R2耽)2]

所以如下形式的积分是可计算的

Z口出2r h(X--a)2+‰．6)2]饥
这里，o和b是两个实数．通过仔细的计算，我们得到

r如。r h陋t叫2忡z山)2】如t

=(n-a){(／3—6)111【(n一。)2+(p一6)2】+(6一乜)ln【(佗一。)2+(a一6)2】
2(Z一口)+2]n—aI arctan禺叫⋯№n高)

+(。一m){(p一6)ln【(m—n)2+(p一6)2】+(6一口)hl【(m一口)2+(a一6)2】
一2(p—Q)+2lm—aI arctan

2(n—m)(p—Q)

口一b

Im—a
一21m—al arctan

Q—b 1———1}
m—al J

+{(p-6)2arctan两n-a小．6)2arctan筹
却叫(卢刊曲_0)2(arctan瓮一玳tan兰))
p 612 arctan

m一口

8一b
一(a一6)2 axctan

一(a一仇)(p—Q)一(m—o)2(arctan
口一b

m—n

m—o

注记3．3．2．就像上面所提到的，我们的方法其主要计算工作量在于系数矩阵A的

生成，包括了格林函数在两子域上的双重积分．在一些应用中，多重方法似一砸／是

计算矩阵的一个有效的方法，但是对于我们的问题要详细地构造计算步骤并不是

一件容易的事．这将是我们进一步要研究的课题．注意到我们的函数重构问题刚好

是一个数值微分的问题，因此它是严重病态的／q,于之对应的矩阵A也是严重病

态的催下一节中的数值例子中说明了此现象J．所以另一个计算代价来自于病态最

小二次问题(3．3．2)的数值计算．在文献卢谚57,7刀中提到了一些比较好的方法．

罴缸

6

乱

一

壮
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接下来我们就通过一些具体的数值实验来说明方法(3．2．2)的计算效果．在这

些例子里，Q是一个二维区域，Q。=QR是一个以原点为圆心、R为半径的圆域，

其中R可以根据实际问题适当选取，子区域Ql，⋯，QⅣ是长方形．根据数值实验

的效果我们可以推测所要重构的函数其结果相对于半径冗的大小变化是相当稳定

的．并使用上一节出现的公式．基于模型(3．3．2)，我们使用由Hansen开发的正则

化Matlab工具包f481来重构函数，正则化参数则由先验准N[12I a=e2(同时见

定理3．2．7)，Morozov’s差异性准则，GCV和L广曲线准则决定[48，86-58]．这些准则

分别简记为CY，MD，GCV和LC．对于Q上的给定函数Y=∥(z)，带噪声的区

域Qt上均值数据阢产生如下：

政=尬(彰)(1+￡木rand)， 1≤i S N，

其中rand在【一1，1】上满足一致分布的随机数，E≥0是描述数据相对误差水平的

常数．进一步地，为了能够从数量的观点比较这些方法的数值效果，我们记在Q内

部重构函数^和真解Y之间的相对误差为

相对误差=qiil∈anx。堕钭y ，

q∈n^ l(zt)I

其中‰是严格位于Q内部点的集合。

举fJl]3．3．3．在这个例子里，我们将通过图表数据来说明对函数重构方法(3．2．2)中

优化泛函西(．厂)增加正则化这一项的必要性．为了达到这个目的，我们从数值角

度比较了该方法在没有正则化项(即口=0)和有正则化项当口=f2时的差异．

取Q=(1，3)×(5，7)并将它分成M×M个相等的长方形．选取y(xt，z2)=

上100【(zl一2)2-t-(z2—6)2+6】3，M=15，和R=俪-t-5．系数矩阵的条件值
在M=15的情形下依然很大Cond2(A)=2．3558 X 103．在图3．1中显示了一些

函数重构的结果．左面的三张图显示了在没有iE贝J]化的情况下函数重构的结果，而

右边则显示了使用正则化项且正则化参数选为Q=E2下与之对应的结果．我们选

用了当噪声水平分别为e=1％，5％，和10％时的结果画了图．可以观察到带有正

则化的方法相对于带噪声数据是比较稳定的．实际上，当噪声水平为E=1％，5％，

和10％时对应的相对误差分别为1．67％，3．48％和4．67％．相比之下，不带正则化

的方法，其相对误差分别为1．78％，5．99％和14．69％．只有当噪声水平为E=1％时

其结果才是相对来说可接受的．当噪声水平增加至￡=5％和10％时，对应的重构
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函数振荡的现象就越严重．所以，我们需要运用带有正则化项方法(3．2．2)来进行

我们的函数重构． El

图3．1：例3．3．3中对于用方法3．2．2重构函数在三种误差水平下有无正则化项所得结果的比较

Fig．3．1 Example 3．3．3：Comparison of reconstructed functions from the method(3．2．2)

without and with regularization，for three levels of noise．

举．fjilJ3．3．4．在第二个例子中，我们将来研究方法(3．2．2)在四种不同的正则化参

数a选取策略下的数值效果．区域Q，函数Y，剖分个数M，和半径冗沿用了例

子3．3．3中的数据．当噪声水平E=5％时，我们在图3．2中列举了四种正则化参数

选取策略对应的结果以及真解图示．我们发现这四种策略都可以得到合理的结果．

在表3．1中我们也列举了在这四种策略选取下正则化参数a的值以及相对应的重

构函数与真解之间的相对误差，其数据也支持了所发现的现象．同时，我们观察到

对于不同的策略，所得到的重构函数在Q的内部总要比在边界狮上的效果好，之

所以会产生这样的现象也许是因为目标泛函(3．2．1)在区域Q．R＼孬上只强制要求

了重构函数的光滑性，于是在上面提到的子区域中出现了不精确的逼近现象．

接下来我们研究半径冗的选取对于重构函数精确程度的影响．选择￡=

1％和M=15，对应于不同冗的数值结果列在表3．2中．从这些数据中，我们

可以得出结论，数值解关于冗的选取是稳定的，尽管有R取得越大解就越精确的

趋势． 口

57
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3

3

3

3

3

图3．2： 例子3．3．4：当噪声水平E=5％时四种策略的比较结果：(a)CY，(b)LC，(e)MD，

(d)GCV，(e)真解．

Fi93．2 Example 3．3．4：Comparison of reconstructed functions with the four different

choices of the regularization parameter：(a)CY，(b)LC，(C)MD，(d)GCV，(e)exact

function．Noise level E=5％．

表3．1：四种正则化参数选取策略对应的数值结果：M=15，R=～俪+5时的正则化参数
以及相对误差．
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表3．2：半径R的影响：E=1％，M=15时的正则化参数和相对误差．

表3．3： 四种正则化参数选取策略对应的数值结果：M=15，R=以-I-5时的正则化参数
和相对误差．

举例3．3．5．我们进一步测试在不同的正则化参数选取策略下方法(3．2．2)对于震荡

函数Y的重构数值效果．设函数y(xi，X2)=【2一(2Xl一1)2】sin(47rx2)+10在区

域Q=(0，1)×(0，1)中，并选取M=15或者31．当M=15时，Cond2(A)=

2．6134×103，当M=31时，Cond2(A)=1．1351 X 104．我们首先选取E=1％．在

图3．3中列举了数值结果，其中除了LC方法其他策略都很好的重构了函数．在第

二章讨论的一维情形中我们也观察到LC方法会失效．其原因是LC方法试图寻找匹

配项和光滑项之间的一个最佳契合点，但是震荡函数并不充分光滑，所以直接导致

了像文献【48，56】提到的过渡磨光现象．表3．3列出了重构函数过程中的正则化参

数和相对误差在不同的误差水平和不同的正则化参数选取策略下的具体数值，而

表3．4则列举了不同R所对应的数据．

然而，当相对误差水平增加时，比如说e=5％，数值实验效果并不好，此时N=

31(见图3．4)．在这个例子中，只有CY和GCV方法得到了让人满意的结果，相比

较下，GCV的解比CrY的要好一些．CY方法的优势在于它无需耗费额外的计算量
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图3．3：四种正则化参数选取策略对应的数值结果：f=1％，M=31，(a)CY，(b)LC，(C)

MD，(d)GCV，(e)真解．

Fig．3．3 Example 3．3．5：Numerical results for the four choices of the regularization

parameter：(a)CY，(b)LC，(C)MD，(d)GCV，(e)exact function，for M=31 and

E=1％．

表3．4：四种正则化参数选取策略对应的数值结果：E=1％，M=15时的正则化参数和相

对误差．
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12

10

}

12

10

}

12

10

{

图3．4：四种正则化参数选取策略对应的数值结果：e=5％，M=31，(a)CY，(b)LC，(C)

MD，(d)GCV，(e)真解．

Fig．3．4 Example 3．3．5：Numerical results for the four choices of the regularization

parameter：(a)CY，(b)LC，(C)MD，(d)GCV，(e)exact function，for M=31 and

e=5％．
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来决定正则化参数．最后，我们相信此方法也可用来处理其他类似的高维函数重构

问题．

62
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第四章 腐蚀系数的数值计算

§4．1 薄管腐蚀系数问题的误差估计

§4．1．1 问题的描述

考虑以下的腐蚀探测问题：

Au(x，Y)=0， (z，可)∈Q，

u(z，Y)=I(x，Ⅳ)， (z，Y)∈r1，

牡n(z，!，)=≯(z，掣)， (z，Y)∈r1，

让n x，Y)+，y(z，y)u(x，Y)=0， (z，Y)∈F2，

其中a>0表示环形区域

Q：={(z，Y)∈R2；1<z2+Y2<(1+o)2’

的厚度，同时外边界和内边界分别记为

(4．1．1a)

(4．1．1b)

(4。1．1c)

(4．1．1d)

r1：={(z，寥)∈R2；z2+Y2=(1+8)2)， F2：={(。，Y)∈Re；z2+矿=1)，

t‘是电位势，Un表示单位外法向量，≯(z，Y)>0是在r1强加的流量密度，f(x，Y)

是边界rl上乱的精确测量值，而，y(z，Y)>0是需要计算的腐蚀系数(见图4．1)．

这样的问题是严重病态的【78，79】，经常发生在实际应用中f14】．

当Q是长方形时，不少数值方法，包括薄板逼近法(TPA)，Galerkin方法和准

可逆法，都被提出来求解腐蚀系数，y【14，16，80】．这里提到TPA是一个参数展开

的方法[8zl，当矩形的宽十分小的时候它有很好的拟合效果[141．也做出了相关的误

差估计．当Q是一个圆环域正如我们这里所考虑的，类似【14】的讨论在文献[15】中

提出了基于小参数展开的数值计算方法，而文献【82】中也介绍了一个迭代法．

§4．1．2误差估计

本章的目的就是给出文献【1 5】中所提参数展开方法的一个误差估计，在圆环厚
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Fl

图4．1：薄管的横切面．

Fig．4．1 The cross section of the pipe．

度a充分小的前提假设下．首先我们回忆一下这个方法．通过如下坐标变换：

问题(4．1．1)可以写成：

(ar+1)2u什+a2uoo+a(ar+1)u，=0， (7'，0)∈(0，1)×(0，27r)，

--1／，(o，0)+n7(9)u(o，p)=0，0∈【0，27r)，

u(1，0)=，(p)，0∈【0，27r)，

让，(1，0)=o≯(p)，0∈【0，27r)，

“(r，0)=u(r，0+27r)，

uo(r，口)=uo(r，0+27r)，

(4．1．2)

其中我们将，((1+a)cosO，(1+a)sin0)和≯((1+a)cos0，(1+n)sin0)分别简

单地记为／(o)和≯(p)．由于对某些固定的常数a=ao，≯(口)是强加的数据，／(o)

是可测数据，所以函数独立于变参数a．有了这些数据，我们可以找到参数依赖问

题(4．1．3)的解让=u(r，0，a)和7=，y(p，口)．很容易发现腐蚀系数，y(p)恰恰就是

，y(口，no)．现在，我们将求解函数关于a按指数进行展开，

u(n p，凸)=uo(r，0)+aul(r，0)+a2u2(r，0)+⋯，

，y(p，a)=伽(p)+a71(p)+a272(0)+⋯．
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第四章：腐蚀系数的数值计算

需要指出的是所有的函数{u七，饥)器。都是依赖于ao的，但为了记号的方便我们

去除了此项．将上面的展开代入(4．1．3)，合并。的同类项，我们得到以下的等式：

1)ao的关系式为

2)Ⅱ1的关系式为

3)a2的关系式为

t‘o，什(7．，0)=0，

一咖，，(o，0)=0，

伽(1，0)=，(p)，

‰，r(1，0)=0．

Ul，丌(7．，0)+2ruo，"(r，0)+uo'r r，0)=0，

--ttI，，(o，0)+70(O)仳o(O，0)=0，

u1，，(1，0)=lj5(p)，

“1(1，0)=0．

(4．1．4a)

(4．1．4b)

(4．1．4c)

(4．1．4d)

r2蜘，rr(r，秒)+2rul，什(n 0)+u2，什r，0)+铷，oo(r，口)4-rt‘o，，(，．，0)+ltl,r(r，0)=0，

一U2，，(0，0)+伽(p)u1(o，0)+饥(目)乱o(o，0)=0，

u2，，(1，0)=0．

由ao的关系我们可以推得咖(r，0)兰，(p)，结合(4．1．4a)，(4．1．4c)，和(4．1．4d)

便隐含了牡1(r，口)=≯(护)(r一1)．因此由(4．1．4b)和(4．1．3c)我们发现

们)=器=端． (4．¨)

通过刚得到的uo(r，p)和U1(r．，0)的表达式，a2的关系就变为

坳，”r，0)+，Ⅳ(p)+≯(9)=0，

～'／Z2，，(o，0)一-ro(O)≯(o)+71(口)，(p)=0，

'／-／'2，，(1，0)=0．
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由(4．1．6a)和(4．1．6c)知t|2，，(r，0)=【，Ⅳ(p)+≯(口)1(1一r)，结合(4．1．6b)便得到

们)=地骂铲地=盟坐器掣．(417)
利用(4．1．5)，上面的公式可重新写作

州忙错+70(oM)+1)=黼+,ro(O帅)+1)，(4．1-8)
从中我们可以发现当70(e)的数据是可获得的话，那么只需付出较少的计算代价就

可以获得饥(口)．

由于

7(口)=-r(o，ao)=-ro(O)+a071(0)+n3他(p)+⋯，

只要ao充分小，饷和70+ao'Tl就可以分别被看作是-rio)的零阶和一阶逼近．接

下来，在前面的逼近中我们简记ao为a，这并不会引起混淆．

i：i：iE4．1．1．这里必须强调，和口∥中的逼近类似，逼近解似．_f．剀和似．．f．砂也局部依

赖于rl上的测量数据U，就是说，为了重构r2的部分边界{(z，Y)=(cosO，sinO)；01≤

0≤02)上的腐蚀系数，，我们只需要获得r1的部分边界{(z，箩)=((1+a)cosO，(1+

a)sinO)；p1≤0≤02)上的数据t‘，而不是整个边界上的值．这个在实际应用中也

许是非常有用的．

注记4．1．2．这里讨论的参数展开方法也可以被推广到处理类似于薄椭圆环的薄形

区域问题中．由于这样的推广很容易直接得到，所以这里不作详述．

接下来，我们总假设(4．1．1b)一(4．1．1c)中的7和≯至少是正连续的．为了进行

逼近方法的误差分析，我们需要一些椭圆方程的基本结果，此结果很容易由PDE

中的最大值原理得至U[14，83，84]．

引理4．1．3．设Q是二维有界开区域，它的边界为aQ且分成rd和r，，其单位外

法向量为n．设也是以下问题的经典解?

Lu=0在Q中；

‰+Q让=gl 在rd上；

u=92在r，上，

其中L是Q上的二阶一致椭圆算子，Ol是F2上的非负连续函数，夕l和92分别

是rd和rf上的两个连续函数．进一步地，假设rd上的任一点都在属于Q内的
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一个圆的边界上．那么对于满足以下条件的任意两函数w0)和加(2)：

成立不等式

Lw(1)≤0(Lw(2’≥o)， (z，Y)∈Q，

叫9’+a镏(1)≥gl(赭’+Q彬(2’≤91)， (z，爹)∈rd，

叫(1)≥92(叫(2)≤夕2)， (z，Y)∈r，，

Ⅲ(2)≤u≤仰(¨．

引理4．1．4．设札是以下问题的经典解?

Au(x，Y)=0， (z，Y)∈Q，

钍n(z，Y)=gl(x，剪)，(z，Y)∈rl，

t厶n(z，Y)+7(x，y)u(x，Y)=昵(z，可)， (z，Y)∈r2，

其中Q，rl和r2在上一节中给出了定义，7是r2上的正连续函数，9l和92分别

是rl和r2上的连续函数．那么我们有

让(酬≤掣+(1刊(志吲1 n(x2+y2))吲glI．(4．1．9)
从现在起，r1上的函数最值刚好取在rl上，r2上的函数类同．

证明．我们引进两个函数

以=掣+(1刊1巧州1 n(x2+y2ml 2 ))叫夕-mln—y l，y ’，

和

铲)：=一面max百1921-(1+0)(_b+互1 1n(x2+y2llllll ))ma-x阱mlnl ＼ ，y Z ／

通过计算很容易证明它们满足条件：

Aw(1)=0(Aw(2)=o)， (z，Y)∈Q，

叫9’≥91(叫乎’≤91)， (z，!，)∈r1，

叫9’+7叫(1’≥92(叫乎’+7叫(2)≤92)， (z，Y)∈r2．

这样，可由引理4．1．3直接得到估计(4．1．9)．
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引理4．1．5．设u是问题(4．1．1)的经典解．那么我们雨

(1+。)1西+互1 ln(z2+n)Injn多≤缸(z，可)≤(1+。)(三I-+j1 ln(z2+奶)m_≯·
f4．1．10)

证明．由引理4．1．4可以直接得到(4．1．10)右边的不等式，因此只需证明左边

的不等式即可．通过一个直接的计算，我们发现方程

伽=(1+。)(m蚤1x'r+互1 ln(x2 4"y2))min≯
Aw=0 在Q中，

Wn≤西 在r1上，

嘞+，y镏≤0在r2上，

结合引理4．1．3就得到了我们所要的结果． 口

引理4．1．6．设缸是问题(4．1．1)的经典解．假设(4．1．11)中-y∈Co(r2)和≯∈

co(r1)j(4．1．12)cP，y∈C1(r2)和≯∈C1(r1)，(4．1．13)一(4．1，14)中，y∈C2(r2)

和≯∈C2(r1)．那么我们有以下估计：

k r，p)l≤Cla(1+n)， (4．1．11)惭，钏≤(1刊＼／flmax Iql max≯+min⋯',／max I≯'1-+max例ln(¨1))，

I乱∞(r，p)l≤(1+a)(G+Ca ln(ar 4-1))，

l让什(r，p)l≤C4a2(1 4-o)，

其中

(4．1．12)

(4．1．13)

(4．1．14)

Q：=嚣max西，
Q：=面面1万(min7

maX 17Ⅳ[max≯+2(maX M)2 max≯+2min7max 177I max l≯'l

+(min，y)2 max l∥I)，

Ca：=max I∥I，c4：=q+伤+G．
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进一步地，∥表示≯在Fl上的一阶切向导数，其它项的记号相同．

证明．记v(x，Y)=Ur(r，口)．由于(4．1．1)，它满足边值问题：

Av(x，Y)=0， (z，Y)∈Q，

v(x，Y)=o≯(z，可)， (z，Y)∈F1，

v(x，Y)=n，y(z，掣)“(z，y)， (z，Y)∈r2．

所以根据(4．1．10)和’Laplace’S方程的最大值准则有

l锄(，．，p)l≤max{amax≯(x，秒)，amax(7(x，秒)让(z，耖)))≤Cla(1+口)．

记v(x，Y)=ue(r，p)．根据(4．1．1)，它满足边值问题：

Av(x，Y)=0， (z，Y)∈Q，

％(z，Y)=≯7(z，可)， (z，Y)∈F1，

％(z，Y)+7(z，可)钉(z，Y)=-g(x，可)牡(z，秒)，(z，箩)∈F2．

由引理4．1．4知

ju口(r，p)I≤竺掣+(1+。)1巧+ln(口r+1))·axl∥l
≤掣弩川+(1+0)(击+ln(0r+1))max l∥l，

由此和引理4．1．5我们就可得到结果(4．1．a2)．

现在记v(x，Y)=uaa(r，口)．通过一个直接的计算我们发现钉(z，Y)满足边值问

题：

Av=0 在Q中，

Vn=∥ 在rl上，

％+"／v=一，),lru一2√仙口 在r2上．

因此．由引理4．1．4知

M唰≤—maxi]7"u百+2—3／ua]+(1+a)(_b仙(口r+1))maxl≯"lmlil
，

ⅡUn，y ＼ ，y ’／
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结合引理4．1．5和(4．1．12)进一步有№小㈣l≤(1+口)【[max_(minb"l伊max砂+2m酬(哿+甜)
+(志仙∽刊)叫州]．

不等式(4．1．14)可由(4．1．aa)，(4．1．11)和(4．1．13)直接得到． 口

有了以上的准备，我们将给出本章最重要的结果．为此，我们先引进一些记号如

下．给定一个有界开(闭)集A，函数妒∈C七(A)，lV,Ict表示矽在A上从0到k的

各阶导数的最大值范数之和【83】．

定理4．1．7．设，y是问题(4．1．1)的腐蚀系数，70由(4．1．5)给定．假设，y∈C2(r2)和≯∈

俨(r1)．那么对a>0成立

17(口)一伽(口)I≤Ca，VO∈【0，2丌) (4．1．15)

其中
、C：：．max7(Q+G竺婴1，mlnv、 mln 9 ／

其常数q和C4由上面的引理给定．

证明．根据(4．1．3b)，我们有

们)=黼， (4．1．16)

结合(4．1．3d)和(4．1．5)可得

们)叫忙端一端
Ur(o，口)乱(1，0)一au(O，口)≯(p)

一
au(O，O)u(1，0)

(Ur(o，0)一仳，(1，口))牡(1，0)+u，(1，e)u(1，0)一au(O，p)≯(9)
． 2———————面研丽可矿————_‘

U“IU．U JUI上．V J

一乱(1，0)片Urr(r，O)dr+o≯(p)片u，(r，O)dr
一——‘au(O，O)u(1，0) 。

m(4．1．11)和(4．1．14)知M旷俐≤业血《糕器业
≤。厕l+a(Q+a端)．(4．1．17，
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由(4．1．10)得

和

也(㈣≥(1+n)mraaxin‘孑b，

m，口)≥(1+0)(志仙(1刊)min≯
≥(1+Q)里业．

’max，y

(4．1．18)

(4．1．19)

因此，结合(4．1．17)一(4．1．19)意味着㈣刊钏≤n器@+a怒)≤。面max71(a+a警)，m n驴、nlln口 ，

这就证明了估计(4．1．15)． 口

在实际应用中，由于已知数据牡(1，p)由测量得到，所以通常会带噪声，也就是

说五(1，p)满足 l警卜 H地。，
l 让(1，p) I—v’

r⋯～7

其中0≤6<1表示噪声水平．注意到由引理4．1．5保证了牡(1，0)是正的．我们接

着构造，y

· 础)=器． (4．1．21)

由定理4．1．7可以得到相关的误差估计，描述如下：

推论4．1．8．设7是问题(4．1．1)的腐蚀系数，铂由(4．1．21)给定．假设7∈俨(r2)，

≯∈C2(r1)，条件似．I．2圳成立．那么有

17(0)一铂(口)l≤cn+—max矿‘bmax7而 (4．1．22)

对0<口≤五，其中常数C和定理彳．J．7中的相同．

证明．利用(4．1．21)，定理4．1．7和三角不等式，我们有

7(口)一50(0)I≤l，y(口)一加(p)I+l,ro(O)一彳o(口)I

≤叭l端一端I
蛳+|器l寄． ∽抛3，



上海交通大学博士学位论文

所以m(4．1．20)和(4．1．23)立刻知(4．1．22)． 口

i*iE4．1．9．在两个先验误差估计(4．1．15)和(4．1．22)中常数C有着非常重要的一个

影响．如果C非常大。那么这两个误差的估计会变的非常的糟糕．由C的定义，

我们知道它和函数≯，，y有着非常复杂的关系．然而，当≯=九是一个正常数时，

这是一个非常有用和实际的情形，通过一个直接的计算我们有c=学+学+学，
其中E表示正连续函数7的最小值．我们考虑这样一个情形，min{b'l伊，IyI伊，Irl伊)≥

c，这里c是独立于E的一个常数．因此，如果E趋于零，C会快速地变大，估

计(4．1．15)和(4．1．22)便无法提供到合理的结果．在下一节的数值实验中，我们发

现在类似的情形中这里讨论的参数展开方法也有可能会失效．进一步，通过我们的

数值经验发现如果西取作一个常数时，其计算效果会更好．

为了得到1(口)一阶逼近的误差估计，我们假设参数a的取值范围为(0，面】，这

里面是a的一个合理最大值(例如，面=1)．那么我们有

引理4．1．10．设u是问题(4．1．1)fi仫典解．假设，y∈C2(r2)并且≯∈C2(r1)．那
么对0<a≤丘成立

I仳8阶(，．，口)I≤侥(mint，川伊，例伊，a)a， (4．1．24)

lUrrr r，p)I≤G(mint，⋯伊，⋯伊，a)a3． (4．1．25)

证明．通过类似引理4．1．6估计的论证方法可以得到结果(4．1．24)和(4．1．25)．

事实上，令v(x，Y)=u∞，r，p)．那么它满足边值问题：

Av=0 在Q中，

"=o∥ 在rl上，

u=a(Tuoo+7"u+277UO) 在r2上．

因此，由椭圆方程的最大值原理和引理4．1．6直接可以得到(4．1．24)．(4．1．25)是

(4．1．24)和(4．1．3a)的一个直接结果． 口

定理4．1．11．设7问题(4．1．1)的腐蚀系数，设70和饥是分别由公式(4．1．5)和

(4．1．7)定义的两个函数．假设7∈俨(r2)和≯∈C2(r1)．那么对0<a≤a成立

J，y(p)一伽(p)一a71(口)J≤C7a2，VO∈f0，2rr) (4．1．26)
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其中C7=C'(min7，川俨，min≯，俐伊，面)．

证明．由于u∈C3(Q)，我们由(4．1．3a)矢l：l

u丌(o，p)=一a2uoo(O，p)一au，(o，p)． (4．1．27)

因此，m(4．1．16)，(4．1．5)，(4．1．7)和(4．1．3d)，可以得到
’

7(0)一70(O)一a，yl(O)

仳，(o，p) ≯(口) 。咖2(p)+【uoo(1，日)+≯(口)】札(1，口)2—au(o—,e)一面丽～———_汲币：厂—一2面薪Mo，p)u2(1，p)一。㈣u(0,19)u(1，p)
一a2u(O，p)【≯2(p)+(uoa(1，p)+咖@))u(1，口)】】=磊翻[一u2(1，p)Z1 o(r，p)打+口≯(p)让(1，口)Z1坼(r，p)办
一a2【．j52(p)u(o，p)+u(o，e)u(1，口)(≯(p)+uoo(1，p))】I

1 r 1．12二五=Iii向l-u2(1,O)Jl乱”(r，p)dr
+。妒(口)u(1，口)J／0打J／1 urr(r，口)打

+口2扩(p)u(1，p)一a2≯2(口)u(o，p)

一口2u(o，O)u(1，p)(≯(口)+uoo(1，p))l

u(1，p)片Urr r，O)dr+a2u(O，p)(≯(p)+uoo(1，p))

一一——一n仳(o，万)五石，臼)
牟型塑塑!!：12篮尘丘±!!!!!狸!±竺：翌!旦2篮兰：尘：皇2生．

au(O，O)u2(1，p)

(4．1．28)

我们m(4．1．27)和(4．1．3d)可以推得

u(1，p)／蚧(r，O)dr+a2也(o，p)(≯(9)+ueo(1，p))
，l ，．r

=u(1，p)／dr／Urrr(r，e)dr+Urr(o，e)u(1，p)+02妒(p)u(o，p)+a2u(o，O)uoo(1，口)
，1 ，．t．

=u(1，p)／dr／Urrr r，8)dr—a2uoo(O，8)u(1，p)一au，(o，8)u(1，p)

+02咖(日)u(0，p)+a=u(O，O)u鲫(1，p)
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毗p)Z1办Z7毗帅-矿uoo(‘邶)卜(rI p)dr+a2u(1'∞Z1让砒渺
，．工

+au(1，0)／％叩(r，O)dr—o缸，(1，O)u(i，0)+02≯(p)u(o，0)
JO

=u(1，口)Z1打Zr仳仃，(r，p)办--a2u00(1，p)Z1嘶(n p)dr+a2u(1，p)Z1 u胁(r，口)dr

+au(1，p)厂1仳"(r，O)dr-a2≯(p)n(1，口)+a2≯(口)乱(o，p)
Jo

=钆(1，p)Z1 dr Zr嘶，，(r，p)dr--a2uoo(1，p)Z1 u，(r，p)dr+a2u(1，p)fo'uoo,(r，口)打
+口u(1，口)1 u撕，惦-02则)Z1姒棚)机

(4．1．29)

因此，由(4．1．28)一(4．1．29)和引理4．1．6和引理4．1．10直接可以得到(4．1．26)．命

颢得证． 口

注记4．1．12．如果只有数据u(1，0)是可测得，那么我首先需要用一些有效的数值

微分方法来求得Uoo(1，p)po,llJ,那么通过关系，y≈伽+a'yl可以重构腐蚀系数

，y，这里帕和饥分别由似．j．砂和“．J．砂定义．详见／研．

§4．1．3数值实验

这一节中我们将提供一些数值例子来说明上述提及的两种重构1方法的计算

效果．接下来，我们沿用上一节中的记号，对函数口∈c[o，2丌】，记№8为【0，2丌】上

的最大范数．因此，

嘶，=fl罕ff，嘶，=l|孚JI’晰，=J|盟产J
分别表示相关逼近的最大相对误差．在我们的数值例子中，我们将考虑形如(4．1．3)

的腐蚀探测问题，它由(4．1．1)通过坐标变化(4．1．2)得到．

举1jil]4．1．13．我们取妒(口)=2+cos 0和7(p)=1．通过变量分离的方法，我们发现

问题(4．1．3)(除T(4．1．3c))的解为

u(r，0)=2(a+1)In(at+1)+(ar+1)cosO+2(a+1)，
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或等价地在z—Y坐标系统中表示为，

因此，

u(z，Y)=(a+1)hl(z2+Y2)+z+2(a+1)

u(1，p)=2(a+1)ln(a+1)+(a+1)cos0+2(a+1)，

uoo(1，0)=一(B+1)cos0．

将它们代入(4．1．5)和(4．1．7)我们得到

S
I

卜

量

硼)=万丽若等再厕，
，^、 (2+COS0)2

饥@卜万玎币盖筹酉辑i研
2——aCOS0+—(a+t)i21=(a+—X)+2+cos Ol‘

卜
8

I

旱
I
卜

口

ln(1／a)ln(1／a)

图4．2：例4．1．13：实线表示In 07—70lI在In度量下的收敛率．虚线表示In 07—3'0一a7l 0

在ln度量下的收敛率．

Fig．4．2 Example 4．1．13：The solid line represents the convergence rate of In 117一加0 in

In scale．The dashed line represents the convergence rate of In Il一一伽一aTdI in In scale．

对不同的a我们用上面的公式来重构，y．在图4．2中，实线表示了In If7—70lI

和ln(1／a)之间的关系，而虚线则表示了In忡一70—a7l 0和ln(1／a)之间的关系，

从中我们可以推得数值结果和定理4．1．7及定理4．1．11中的理论估计是相吻合的．

进一步地，在表4．1中列举了两个逼近方法的误差，这证明了当a充分大(a=0．1

左右)零阶逼近效果比较差，而当a很小(口=0．01左右)时则比较好，一阶逼近则
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表4．1：例4．1．13：对应于不同a，岛(7)和西(7)的值．

0 0．5 0．1 0．05 0．01

岛(7) 0．63187 0．23646 0．13229 0．02922

易(7) 0．20628 0．01814 0．00570 0．00028

：表4．2-4≯,14．1．13：对应于不同口和占，磊(，y)的值．

。＼厂 0 0．01 0．05 0．1

0．1 0．23646 0．24387 0．27255 0．30584

0．05 0．13229 0．14074 0．17331 0．21074

0．01 0．02922 0．03874 0．07542 0．11684

比零阶逼近的精确度要好．接下来我们考虑测量数据u(1，0)在零阶逼近时的噪声

影响(详见(4．1．20)一(4．1．21))．对应于不同a和6的岛(，y)值则在表4．2中，从中我

们可以发现当a充分小(a=0．01左右)，即使误差水平艿有点大(6=5％左右)，

我们也可以很好地重构腐蚀系数．

举f)JJ4．1．14．这个例子讨论了当≯是一个常数时此重构方法的计算效果．我们取

≯(口)=2和7(口)=1．通过变量分离的方法，我们发现问题(4．1．3)(除T(4．1．3c))

的解为

让(7'，0)=2(a+1)ln(ar+1)+2(a+1)，

或等价地在z—Y坐标系统中表示为，

乱(z，Y)=(a+1)(1n(x2+秒2)+2)．

很清楚地，它是一个径向函数．在这个情形中，我们有uoo(1，0)之0，由它和(4．1．8)

我们得到

7t(0)=拍(p)(拍(秒)+1)． (4．1．30)

也有

u(1，0)=2(n+1)ln(a+1)+2(a+1)，
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结合(4．1．5)和(4．1．30)可以推得

旱
f
卜

口

加(p)=面丽1，yt(p)=石玎而币1干珊+百万湎‰．
言
I

旱
l
卜

目

]n(1／a)ln(1／a)

图4．3：例4．1．14：实线表示In lIv一加0在ln度量下的收敛率．虚线表示ln 117一加一aTlll

在hl度量下的收敛率．

Fig．4．3 Example 4．1．14：The solid line represents the convergence rate of In IIv一加0 in

In scale．The dashed line represents the convergence rate of In IIv一加一n7l 0 in In scale．

表4．3： 例4．1．14：对应于不同d，玩(，y)和毋(7)的值．

a 0．5 0．1 0．05 0．01

玩(7) 0．52566 0．17002 0．09192 0．01966

E1n) 0．17599 0．01813 0．00529 0．00024

：表4．4：例4．1．14：对应于不同a和6，岛(，y)的值．

h＼订 0 0．01 0．05 0．1

0．1 0．17002 0．17823 0．20953 0．24545

0．05 0．09192 0．10091 0．13514 0．17447

0．01 0．01966 0．02936 0．06634 0．10877
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对不同的a和J我们用上面的公式和(4．1．21)来重构，y．从图4．3和表4．3-4．4

中的数值结果来看，我们可以得到例4．1．13中相同的结论．进一步地，比较表4．1和。

表4．3以及表4．2和表4．4后，我们发现在≯为常数的情形中这里提到的逼近方法

计算效果较好．

表4．5：例4．1．14：对应于不同E，岛(，y)和j57l(，y)的／ti．．

E 1 x 100 1×10—1 1×10—2 1×10—3 1 X 10—4 1 X 10—5 1×

岛(7) 0．04174 0．07196 0．47277 4．8401 48．512 485．23 48．

E1(，y) 0．00134 0．00131 0．00285 0．02542 0．25368 2．5363 25

举例4．1．15．这个例子讨论了当腐蚀系数7(口)很援近零时重构万法的计算效果．我

们取a=0．01，

础)=面200bl+型塑黜掣c础，，y(0)=sinⅢ托
这里b1=一40402e2+面8120006e±20603·．再次通过变量分离的方法，我们发现问题(4．1．3)(除
X(4．1．3c))的解为

时㈡=2blIn(南+1)一等器铲sinp+型黔嵩掣c础慨
或等价地在z—Y坐标系统中表示为，

乱(z，可)=妯(z2+y2)一41，一面1而0201y +丽20201【．z2一可2)一面202而01(x；可2-开y2)+62．
这里62=—202101。矿+20402，0<s≤1．因此，

让(1，臼)=2blIn而101一万202 sin0+婴掣cos2口+62】
伽∽=面202 sin0-竺掣cos 2口．

利用这些关系再结合(4．1．5)和(4．1．8)，我们可以直接推出加(护)和饥(秒)．表

4．5显示了岛(7)和且(，y)对E的依赖关系．由数值结果，我们可以总结这两个方

法当E充分大时都能取得很好的效果，就像前两个例子中观察到的．然而，当￡趋

于零时，岛n)和墨(7)会快速发散．



第四章：腐蚀系数的数值计算

§4．2 非薄板区域的腐蚀探测问题

§4．2．1 问题的描述

我们考虑以下腐蚀探测问题：

Au(x，Y)=，(z，可)，

仳(z，Y)=gc(x，3，)，

以札(z，Y)=如(z，∥)，

u(x，Y)=gD(X，掣)，

巩乱(z，Y)+，y(z，可)让(z，Y)=≯，(z，∥)，

(z，Y)∈Q，

扛，Y)∈Fv，

@，Y)∈Fv，

(霉，Y)∈FD，

(X，Y)∈Fz，

(4．2。la)

(4．2．1b)

(4．2．1c)

(4．2．1d)

(4．2．1e)

其中，Q是Rd(d=2，3)中的正则有界(Lipschitz)区域，佗是指向边界F=aQ的

单位外法向量．我们假设r分成三部分rD，rc和r，，每个部分都是非零测度．这

里我们假设rc和r，没有公共端点(2维)公共边(3维)，也就是说它们被rD分

开(见图4．6)．

§4．2．2基本理论

图4．4：几何区域的一个举例．

Fig．4．4 An example of the geometry．

首先，我们引进空间V=H1(Q)和它的子空间

Yrc={"∈V l t，=0口．e．在r口上)，
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YrD={u∈V I "=0 a．e．在rD上)，

对任意的7，我们定义up(7)为对应rc上Dirichlet条件的解，即为以下问

题的解

AUD(x，Y)=f(x，可)， (z，秒)∈Q，

UD(Z，Y)=gc(x，∥)，(z，Y)∈Pc，

UD(X，Y)=gD(x，y)，(z，Y)∈PD，

OnuD(X，Y)+7(z，y)札D(z，Y)=≯J(z，y)，

其变分形式为

(z，Y)∈PI，

(4．2．2a)

(4．2．2b)

(4．2．2c)

(4．2．2d)

篇如+麓(gc+V吐rc),VuVvdxdy 7uvds≯1满vd曼s厶fvdxdy，讹⋯Yr Yr√4删厶 +矗， =丘， 一厶 ，讹∈ D
n

c．、

7

同时uⅣn)为对应rc上Neumann条件的解，即为以下问题的解

AuⅣ(z，Y)=f(x，∥)， (z，Y)∈Q，

OnUN(X，Y)=≯c(z，y)，(z，Y)∈Pc，

un(x，可)=gD(X，Ⅳ)，(z，Y)∈FD，

瓯乱．Ⅳ(z，Y)+7(z，y)uⅣ(z，y)=≯，(z，y)，

其变分形式为

找让∈gD+VrD， 满足

扛，Y)∈Pi，

(4．2．4a)

(4．2．4b)

(4．2．4c)

(4．2．4d)

厶VuVvdxdy+片J 7uvds=异c≯。vds+片J≯[vds—fa fvdxdy，Vv∈Yr。．

(4．2．5)

我们考虑求解最优问题

J(7)2 7m∈，in。。iu。(7)一乱Ⅳ(7)l刍·(n)， (4．2．6)

其中‰：=三∞(r，)为7的一个容许空间．

让我们研究腐蚀问题(4．2．1)和最优问题(4．2．6)之间的关系．我们有以下定

理．

定理4．2。1．假设存在腐蚀系数7∈Kd使问题心，2，"有唯一解珏．那么柯西问题

“．2jlJ等价于优化问题“．2．砂．
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证明．首先，设Ⅱ是腐蚀问题(4．2．1)的解，记，y+=学．那么u。=
uⅣ=u显然是问题(4．2．2)和(4．2．4)对应于此7’的解．在这样的选择下，我们就

有J(7’)=0，i．e．，y’是问题(4．2．6)的解．

接下来，如果，y是问题(4．2．6)的解，那么我们有

0≤J(，y)≤J(-y‘)=0．

所以，如果令V="UD—UN，便可知

Av(x，Y)=0，(z，Y)∈Q，

可@，Y)=0，p，Y)∈FD，

O．v(x，Y)+，y(z，秒)u(z，Y)=0，(X，Y)∈Fz，

再结合J(，y)=lvl．·(o)=0，我们可以得到V在Q中恒为0．于是u=UD=15N就

是问题4．2．1的解．所以命题得证． 口

§4．2．3数值实验

我们考虑用拟午顿法采求解优化问题(4．2．6)，那么百先必须要计算兵万同秭

度．由定理(1．4．2)和性质(1．4．3)，知泛函J在A处沿方向肛的梯度为

<VJ(A)，p>=未m+∽k。． (4．2．8)

于是有

五d J(A+测t=o=2fa diV(乱。(A+札)一uⅣ(A+刎It=o·V(札。(A)一uⅣ(A))．

记u乞(A)p=dUD(A+￡肛)I c：o，那么我们有u乞(A)卢满足以下问题：

A(仳乞(A)p)=0，

乱乞(A)p=0，

乱厶(入)p=0，

巩(也幺(入)p)+A(z，Y)(仳乞(入)p)+puD(A)=0，
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同样地，记札≈(入)p=象“Ⅳ(A+￡p)I扛o，则uk(入)p满足以下问题：

△(略(入)p)=0，

巩(u≈(入)p)=0，

略(A)p=0，

魏(心≈(入)p)+入(z，Y)(缸≈(A)p)+p钍Ⅳ(入)=0，

(z，Y)∈Q，

(z，Y)∈Fo，

(X，Y)∈FD，

0，Y)∈Fz，

于是

，．

<VJ(A)，p>=2／V(u幺(A)p—u知(入)p)·V(让D(入)一uⅣ(A))．
-，Q

这样我们可以通过求解四个椭圆问题得到泛函c，的方向梯度，这样便可以利

用matlab自带的拟牛顿法工具包来实现问题的求解．我们使用有限元方法来求解

椭圆方程并进行数值的模拟．设p是豆的一族正规有限元剖分，它使得aQ=

巧u万u历相容．记y^是对应的分片线性元空间，并且记矿∈咯是与之对应

的分片常数空间．那么问题(4．2．6)，(4．2．2)和(4．2．4)都可以转化成相应有限元空

间中的离散问题．

现我们给出具体的数值例子来说明算法的有效性．为了寻求算法的简便操

作，特别地我们取Q=(0，1)X(0，a)，Fo=[0，1】×{o}，F1=[0，1】X{o)，

FD={o，1)×[0，1】．在此特殊情形下，腐蚀系数7(z，Y)就可以简化为7(z)．函

数则取为u(z，Y)=(X一1)2+Y2，及真解，y(z)=e-lOOx(霉-0卫5尸，通过计算很容易

知^9c，如，≯c，≯j的值．这里，a的选取并不要求它充分小，我们发现该方法的

确有效地求解了此腐蚀系数问题，但随着a的变大，其数值拟合效果也会变差．结

果显示在图4．7中．

注记4．2．2．为了加快优化算法的速度，所以对腐蚀系数7的拟合我们采用分片常

数而不是一般的线性元．在寻优结束后，我们可以将所得结果看成是在给定区间

上带有噪声的均值条件．于是利用第二章中的样条函数方法便得到了最终结果
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(a)a-=0．01时的结果． (b)a--0．1时的结果．

(c)a---0．3时的结果 (d)a=O．5时的结果．

图4．5：不同a对应的拟合图示：拟合解(虚线)，真解(实线)．

Fig．4．5 Graphs of the exact function(the solid curve)and the approximate solutions

(the dashed curve)with different values of a．



第五章 柯西问题的数值计算

§5．1．1 问题的描述

§5．1 椭圆方程柯西问题

首先介绍一个二阶线性椭圆偏微分方程的柯西问题模型．设Q c Rd(d：正整

数)是Lipschitz区域，其边界r=rl U F2满足r1 n r2=0并且rl和r2是r上

的可测子集相对内部非空．我们用|，=(魄，⋯，妇)T表示r的单位外法向量．向

量王，定义在r上．设aij(1≤i，J≤d)，ai(1≤i≤d)，和ao满足：存在常

数而>0使得，

和

aij∈L∞(Q)，o巧6白≥葡66 V专=(&)∈Rd， (5．1．1)

ai∈Le(Q)，ao∈L2(Q)． (5．1．2)

从现在开始，指标i和J从1选到d，我们采用Einstein求和记号，对重复指标进

行求和，也就是说，
d

o巧已岛三∑n巧已白．
。

i,j=l

同时给定以下函数

考虑柯两问题

S∈L2(Q)，gD∈H1(Q)，gN∈L2(r1)． (5．1．3)

一岛(aijOiu)+aiOiu+aou=，在Q中，

U=90在r1上，

a吻=gNaij U 在r1上．哦吻2 仕l。上．

在本章中，都假设(5．1．1)，(5．1．2)和(5．1．3)成立．
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柯西问题和其变分形式的研究是许多文献的课题，e．g．，【2，20，22，39，8手-88]

研究存在性、唯一性，和稳定性；[23，32，34，37，40，89--94】研究数值逼近和算法．

很容易构造例子说明一般情况下柯西问题不存在解．另_方面，Holmgren’s定理和

Carleman’s估计可以得到解的唯一性．特别地，【2，Section 3．3】证明了至少在假设

条件aQ∈C2，a{，∈C1(砭)ai∈L∞(Q)和ao∈三∞(Q)下，柯西问题如果存在解，

那么它就是唯一的．进一步提到了这些光滑性假设减弱后柯西问题的解仍唯一．

§5．1．2相关理论及证明

本文用优化控制方法重写柯西问题．

一个自然的构造是用F2上的未知解信息作为一个控制变量z，定义U=u(z)

是以下边值问题的解

-Oj(aijOiu)+aiOiu+aou=f 在Q中，

牡=gD在r1上，

让=Z 在112上，

然后对变量z求解如F目标泛函的最小值

孙。私uvj-gN)2幽．
文献【95】中讨论了这个方法．注意到要计算z—gD∈础2(r2)这一项比较困难，特
别是如何构造有效的数值算法成为一个难题．

仍然以r2上的未知解信息作为一个控制变量z，另一种构造是定义il,=也(z)

是以下边值陋I题的解

-aj(aij01iu)+aiOiu+aou=f在Q中，

％侥乱吻=gN在r1上

钆=Z在r2上，

然后对变量Z求解如下目标泛函的最小值

丢Z，【tt(z)一夕。】2 ds．
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这里仍需要名是日1(Q)上函数在r2上的限制，这样就会增加数值逼近的限制．

根据【37】，用F2上的未知流量(aoOiu)吩作为控制变量Z．设％c L2(r2)是

控制变量的容许集．本章中，所有的边值问题都在弱意义下理解．为了这个目的，

引进空间V=H1(Q)和它的子空间

Yr。=v∈V l uIr。=o)，

Yr。={"∈V I vlr。=o)，

以及y上的双线性型：

，

o(u，口)=／(aljO,uOj,+aiOiuv+aouv)dx．
．，n

假设数据都满足以下的椭圆条件：对常数Co>0，

a(v，V)2 collvll移Vv∈诈。U Yr。． (5．1．7)

见【67，练习8．4．3】：

对任意的z∈玩d，先定义叫=w(z)是以下边值问题的解：

一岛(n巧侥叫)4-aiOiw+aow=， 在Q中，

W=gD在rl上，

a／jaW蜥=z在”1 2上．侥吻2 z仕 上·

(5．1．8)

(5．1．9)

(5．1．10)

它的变分形式是

鲫∈如+硌。，。(Ⅲ，")=上，"如+Z。名钉ds V移∈硌。． (5．1．11)

由Lax-Milgram引理(【67，68】)，这个问题有唯一解．

接着定义u=u(z)是以下边值问题的解：

一岛(aijOiu)+a{Oiu+aou=／在Q中，

aijOiuvi=gN在r1上，

U=Ⅲ在r2上．

其变分形式

u∈加+许。，n(u，u)=f lt，出+上。鲫uds V钞∈骄：．
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再次利用Lax-Milgram引理，这个问题也有唯一解．

定义

‘，z)=扳㈨咄】2ds’ (5．1．16)

以(_z)=J(z)+驯z嵫(r。)，￡>0． (5．1．17)

那么改写柯西问题，考虑以下的优化问题

inf五(z)． (5．1．18)
zeU．d～’

对问题(5．1．18)的解的存在性和唯一性有以下结果．

定理5．1．1．如果％c L2(r2)是弱闭的，那么问题(5．1．18)有唯一解磊．如

果％闭凸集，那么这个解ze由以下不等式刻划

／心(名)一gD】【u(z)一t‘(名)】ds+E(名，z一名)L2(F。)≥0 Vz∈％． (5．1．19)
．，r1

证明．由极小值的定义，存在一个序列<‰)c％满足

以(‰)_a三。班。以(z)·
由于E>0，序列{llz．1lL：(r。))是有界的．因为％在自反Banach空间L2(r2)中
是弱闭的，那么存在一个子序列仍记为{％)，和Zoo∈％使得

‰一z∞在L2(r2)中．

在(5．1．11)中取W=Wn三w(zn)和V=Wn—gD，可以证明{‰)在V上是

有界的．于是存在W∞∈gD+Yr。使得

叫n J W∞在y中．

很容易证明W∞=加(‰)．

在(5．1．15)中取U=‰三u(％)和V=Un—Wn，同样可以证明{让n)在y上

是有界的．所以对某一子列和某个缸∞∈V，成立在r2上让∞=W∞，并且

在y中un j缸∞．很容易证明让o。=钍(2∞)．

那么，五(zoo)≤liminfn。oo以(％)=Ot，所以z∞ 是问题(5．1．18)的解．

由五的严格凸性，解是唯一的． ·

在附加假设C‰是凸的前提条件下，通过标准的论证便可得到解名满足性质

(5．1．19)． 口
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我们也可以证明ze连续依赖于数据，，如和gN．

定理5．1．2．假设‰C L2(r2)是闭凸集，并假设

厶一厶在L2(Q)中， 夕D，n_gD，∞在y中， gN，n
J gN，∞在L2(r1)中．

定义％和‰分别为问题(5．1．18)对应数据厶，9D，n，gN，n和厶，gD，∞，gN．∞的

唯一解．记Wn=伽(％)，Un=u(‰)，W∞=叫(‰)，和钍∞=仳(‰)．那么

Wn_W∞在y中， ‰一乱。在y中， ％J‰在L2(r2)中． (5．1．20)

证明．存在序列{锄)的子列，仍记为{‰)，和Zoo∈％使得

‰J‰在L2(r2)中．

先证明z∞是问题(5．1．18)对应于数据厶，gD，∞，tiN，∞的解．由(5．1．11)知

‰∈如，n+坼-，口(伽n，口)=(厶"如+J(F znJ JF2

u ds Vu∈K。．(5．1．21)
Q

同定理5．1．1的证明，{伽n)在y上有界．那么，对某一子列和W∞∈V我们有

使(5．1．21)中的礼一oo，可得

‰一‰在y中． (5．1．22)

叫∞∈夕。，∞+诈。，n(叫∞，u)=Z厶u如+二z∞u如V口∈坼。．
所以，W∞=叫(z。o)．我们可以说明

Wn_W∞在y中．

为了证此，注意到由(5．1．22)，对于某一子列有

t％_W∞在L2(Q)中和在L2(r2)中．
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因此，

coll(w．一t‰)一(gD，n—go，∞)fJ务

S口((％一gD，n)一(W∞一gD，∞)，(Wn一9D，n)一(缸k—go，∞))

=o(‰一t‰，(Wn—gD，n)一(W∞一gD，。。))

一a(gD，n—gD，∞，(Wn—gD，n)一(W∞一gD,ov))

：[(厶一厶)【(‰一伽∞)一(g。，n一夕。，。。)】dz
．，Q

。

+Z。‰一‰)[(％一‰)一(如，n一肋，∞)】ds
—a(9D，n—gn，∞，(Wn—gD，n)一(Woo—gD，∞))

_0．

由(5．1．15)知

‰∈‰+许。，。(un，")=Z厶u如+上，鲫∥如V秽∈许：． (5．1．23)

类似于上面的论证，由(5．1．23)得到存在一个子序列Un)和u∞∈V使得

u∞∈叫∞+硌。，。(Uoo，V)=Z厶钉如+Z。gN,∞V ds V口∈诈。，

i．e．让∞=钍(‰)，和

‰一u∞在V中．

最后，对任意的z∈观d，由性质(5．1．27)，

Z。㈨磊)一‰m∽叫训ds+E(铘一砒：(r2)>o-
取极限礼_。。，得到

厶．№o。)一gD，∞Mz)一也(z。o)】ds托(‰，名一Zoo)叫r2)≥o．-，r1
一、‘‘7

所以，名。o是问题(5．1．18)对应厶，gD，∞和gN，oo的解．由于极限‰作为问题

(5．1．18)对应厶，gD，∞和gN，∞的解是唯～的，整个序列收敛，即(5．1．20)成立．1：3

让我们探讨一下当E_0时问题解的性质．当E=0时，有问题

一in，f J(z)． (5．1．24)
o∈“d

、7 、。 ，
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定义So为问题(5．1．24)的解集．如果s0≠0，很容易证明岛

集．我们有下面的收敛结果．

定理5．1．3．假设So≠谚．对问题(5．1．18)的解旄，成立

磊一Zo在￡2(r2)中，当￡_o，

其中Zo∈So是集合So中L2(F2)范数最小的唯一元：

在％上是凸的闭

(5．1。25)

IlzollL2(r2)2魅IIzIIL2(r2)· (5·1·26)

证明．在(5．1．27)中取z=名，(5．1．19)中取石=zo，再把两个不等式相加得

到

s(ze，Zo一名)工2(r2)≥0．

所以，IIz。llL2(r：)≤IIzoll，,。(r。)并且有{名>。在L2(r2)上一致有界．记{匆)，

是{名)。的一个子列，弱收敛到乏∈So．于是，

㈣Lz(r。)≤li山m in0
fll酬Lz(r：)≤IIz。llLz(r2)．

由(5．1．26)定义Z0的唯一性知乏=Zo，所以，极限Zo不依赖于所选的子序列，于

是当￡_0时整个序列{名)。弱收敛到L2(r2)中的Zo．观察到当￡_o

0磊一2j0 02Lz(r：)=l|名0羔z(r。)一2(磊，缅)工。(r。)+llzoll芝：(r。)

≤2 Ilzo ll至。(r。)一2(磊，zo)L。(n)

_0，

便知强收敛成立．命题得证． 口

注意到定理中，我们假设So≠谚．当以d是有界时这个假设便是合理的．事

实上，类似于定理5．1．1，可以证明以下结论。

定理5．1．4．假设％c L2(r2)是有界弱闭的，那么问题(5．1．24)存在解．如果假

设玩d c L2(r2)是凸的，那么(5．1．24)的任一解zo∈％满足

／k(zo)一901心(z)一乱(2j0)】ds≥0 Vz∈％． (5．1．27)
-，I’l

于是，在％c￡2(r2)是凸的假设下，如果问题(5。1．24)有两个解Zo和Zl，

那么在r1上有缸(徇)=u(名1)．这个结果有助于证明问题(5．1．24)解的唯一性．

90
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定理5．1．5．假设％c二2(r2)是有界闭凸集．假设柯西问题的解是唯一的，

那么Zo∈％是问题(5．1．24)的解当且仅当它满足(5．1．27)．进一步地，问
题(5．1．24)有唯一解．

证明．我们首先证明(5．1．24)有唯一解．由定理5．1．4知问题(5．1．24)有一个

解Zo∈％．假设Zl∈％是问题(5．1．24)的另一个解，那么在r1上U(Zo)=tl(z1)
．记札(匈)和u(zx)在F1上的共同值为互．由(5．1．12)一(5．1．13)便发现u(幻)

和u(z。)是以下柯西问题的解

-oj(o巧a牡)+aiOiu+aou=， 在Q中，

u=参在rl上，

‘jOiuao 吻=gN在r1上．吻= 仕I’上．

由假设柯西问题的解是唯一的，所以在Q中U(Zo)=牡(z1)．由于在F2上W=u，

通过(5．1．8)-(5．1．9)，发现在Q上伽‰)=叫(z1)．利用(5．1．10)，便知在r2上Z0=

Z1．

我们接着证明(5．1．27)是问题(5．1．24)解的性质．为了这个目的，只需证明假

如(5．1．27)成立，那么询便是(5．1．24)的解．设Z1∈％d是(5．1．24)的解．那么，

在rl上U(Zo)=u(zt)．上一小段的证明就隐含了在r2上zo=z1． 口

对于问题(5．1．24)，也可以证明一个类似于定理5．1．2的连续依赖结论．

作为定理5．1．3的一个直接结果和定理5．1．5，我们有以下的结论．

推论5．1．6．在定理5．．2．5的假设条件下，我们有

名_÷Z0在L2(r2)中，当s一0，

其中Zo∈％是问题(5．1．24)的唯一解．

观察柯西问题和问题(5．1．24)之间的关系，我们有以下结果．

命题5·1．7．假设柯西问题有一个解?2p，其中aijOiup吻∈gad．那么柯西问题等价

于问题(5．1．24)．

证明．(哥)定义zp=nu侥up吻．对于这个勾，问题(5．1．11)的唯一解是W=
up，那么问题(5．1．15)的唯一解是‰．选择此乃，成立J(印)=0，i．e．，于是问题

(5．1．a)-(5．1．6)的解直接可推得问题(5．1．24)的解．

9】
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(仁)如果z∈％是问题(5．1．24)的一个解，那么

0≤J(z)≤J(zp)=0．

所以在rl上u(名)=gD，于是u(z)便是问题(5．1．4)-(5．1．6)的解． 口

注记5．1．8．假设Q∈C1，．．如果柯西问题有一个解up∈H8(Q)对某些s>3／2，

那么n嵇侥嘶岣∈L2(r2)是适定的j见／织定理_f．5．J．刃．所以定理5．．f．7中的假

设％统唧吻∈％并非不自然．

§5．1．3 数值逼近理论及结果

为了数值逼近讨论的方便，我们假设Q是一个多边形区域(d=2)或多面

体(d=3)．设{丁^】-是孬上的一族正规有限元剖分，与aQ=可u—F2相容，即

在aQ上单元的边都属于巧或再．定义y^为连续分片线性函数的有限元空间

对应于丁^，并定义

皑=V^n坼。，皑=V^n Yr。．

记姥∈Vh是gD的某种逼近使得

II夕各一9DIIy_0当h_0．

作为一个例子，特取夕刍为go在V^上的椭圆投影算子，i．e．，

夕刍∈V^， (夕Dh，vh)y=(gD，Vh V Vv^∈V^．

记屹为gad和T^上的分片常数空间的交集．我们假设吃≠O，玩d c L2(r2)．

定义

，渺)=丢Z。№h)一站]2 ds，

七(少)=，(z^)+弘％(r2)，￡>0．
从而引进问题(5．1．18)的一个离散逼近：

inI．七(z^)，
zh∈屹一‘
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(5．1．24)的离散逼近为：

inmf jh(少)， (5．1．31)
zhE屹

‘。 、 7

其中我们先由以下关系定义W^=矿(z^)

叫^∈格+皑， n(叫^，钉^)=／!I v^dx+／Zh钞^ds V钉^∈咄， (5．1．32)
．，0 ．，r2

接着定义让^=u^(z^)

t‘^∈加^+皑， n(Ⅱ^，钌^)=／yV^dx+／!gNV^ds V口^∈咄． (5．1．33)
．，‘j JI’1

注意到(5．1．30)和(5．1．31)的离散逼近可以用有限维空间约束优化问题来描

述．所以可以用约束优化问题的标准技巧来求解上述问题(见，e．g．，【961)．

我们总结问题(5．1．30)的主要结果如下．

定理5．1．9．假设‰C L2(r2)是闭凸集．那么问题(5．1．30)有唯一解名h，可以用

以下不等式来描述

厶[Uh(露)一站][uh(z^)一Uh(露)]ds-t-e(Z。h，少一零)L。(r2)≥0 Vz^∈吃．
．，r1

一”’

(5．1．34)

进一步地，我们有下面的数值收敛结果：

露_名在L2(r2)中， 砖_眺在V中， 仳。h_％在V中， 当h_0，

(5．1．35)

其中ze是问题(5．1．18)的解，叫h=W^(零)，札：=Uh(霍)，姚=W(Z。)，和％=

u(磊)分别由(5．1．32)，(5．1．33)，(5．1．11)，和(5．1．15)定义．

对任意固定的h，如果问题(5．1．31)的解集船非空，那么

z?_罐在L2(r2)中，当￡_0，

其中诒∈so"是黠中L2(r2)范数最小的唯一元：

IIz0
0L2(r。)5：。in∈懿f]lz^llL2(r：)。

醋≠0的一个充分条件是％在L2(r2)中有界．
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证明．这里，我们只证明(5．1．35)的收敛结果．定理的另一部分可以由连续问

题情形下的定理类似得证。

由于{毋}^c％有界，存在弱收敛子列，仍记为．[窖}^，薯一名对磊∈％．
在(5．1．32)中我们取沙=叫。h便知{叫!)^在V中有界．所以对一个子列和某

些We∈坼。，我们有在V中叫h j姚并且在L2(r1)中叫h一姚．固定任意

的V∈Vr。，选择序列V^)Jl有沪∈V^和在y中扩_"．那么(5．1．32)中取极

限h_0和选择的子序列得到

ws E gD+坼。，n(眺，口)=上，u如+Z：磊"ds Vu∈诈。，

i．e．，W。=叫k)．可以进一步证明在V中成立强收敛罐一We，因为

匈II(砖一夕各)一We一如)Il≥≤。((趟一如)一We一9。)，(越一9各)一We一夕。))
1一口(越，％h一如)一a(we，(略h一夕参)一(姚一如))

一o(硭，毗一gD)+o(9D一夕各，(罐一姥)一(姚一夕D))．

利用定义的关系(5．1．32)和(5．1．11)处理右边的第一、二项，得到

co Il(砬一夕各)一(加e一如)幢≤Z，(眦一go)dx+厶名(姚～如)dsI，Q -，r2

一n(越，饥一夕D)+／(霍一磊)(叫：一诒)ds
Jr2

+a(gD一珐，(砖一夕各)一(姚一夕D))．

所以，

I‘篱p c；D ff(逮一夕刍)一(哦一如<-jf：一妨)如+Z。％(魄～go)ds
一口(眺，峨一gD)

=0，

因此，

溉膨一姚№=0·
在(5．1．33)中，取扩=《h一越知{砧h在V上有界．那么对于某一子

列{u：h和啦∈V，我们有在V中蜓h J％，和在L2(r2)中蜓h_魄．那么，
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第五章：柯西问题的数值计算

％=姚在r2上．I_J理司证

口(％秽)=上，u如+Z。鲋钞ds V口∈嵋。．

所以，u。=u(名)．于是便可证得当h_0时在y上tI：_％．

接下来我们证明磊是问题(5．1．18)的解．对任意z∈％，考虑它的分片均
值Phz定义如下

Pl『Iz[$-----两1 Z zds对于任意在r2上的单元边界s．

那么，由于％是闭凸集则P^z∈屹．进一步地，

IIz—P^zIIL2(r2)_0当h一0．

用P^z代替(5．1．32)和(5．1．33)中的少，定义W^(P^z)和矿(P^名)．可以证明

当h_0时在V中成立if)^(P^z)_w(z)和珏^(P^名)一“(z)．由(5．1．11)和

(5．1．32)，

o(Ⅲ(z)一t￡，^(P^z)，"^)=／(名一P^z)vhds V"h∈皑．
．，r2

所以对任意的扩∈站+皑，

co ll叫(z)一W^(P^z)II移≤a(w(z)一Wh(P『Iz)，w(z)一加^(P^名))

=a(w(z)一叫h(P^z)，叫(z)一口^)+／ (z—P^z)@^一伽^(Phz))ds
Jr2

≤c。o 11w(z)一wa(p^z)II；r+c 11w(z)一钞^0移

+c Z—P^zllL。(r。)(11w(z)一W^(P^z)llt。(r2)+11w(z)一口^IlL。(r。))．

因此，

№)一叫^(黝№<c批9in刍f+皑11w(z)一u^[Iv+c IIz一少砌II(rz)．(5．1．36)

这就意味着

叫^(P^名)一w(z)在y中．

由(5．1．15)和(5．1．33)知，

o(u(z)一tl^(PJl2)，扩)=0 Vv^∈吃．
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那么，对任意的矿E V^，在r2上扩=W^(P^2)，成立

因此，

collt,(z)一Uh(P^z)0移≤a(u(z)一Uh(P^z)，u(z)一Uh(Phz))

=a(u(z)一Uh(P^z)，u(z)一vh)．

Ilu(z)一Uh(P^z)llv≤cinf{l|锃0)一秽^JJy l移^∈V^，Vh=W^(尸^z)在F2上)．

(5．1．37)

记

那么由(5，1．37)，

u(z)=w(z)+西(名)， 西(z)∈Yr。，

矿=W^(pz)+砂，砂∈皑．

№)一珏^(蚴峪c II伽(名)一伽^(蚓Iv+c-^∈in吃f II面(名)一砂IIy·(5．1．38)

特别地，这意味着

让^(P^Z)_u(z)在y中．

现在

0(砖)≤七(pz)． (5．1．39)

因为七(P^z)一以(z)，在(5．1．39)中取h_0我们得到

五(忽)≤五(z)Vz∈％．

所以Ze是问题(5．1．18)的解．由于问题(5．1．18)的解ze是唯一的，那么对整个

集合{九】．，

零J％在L2(r2)中， 吒h_姚在y中， 札：_魄在V中， 当h_0．

还需证明强收敛

露_名在L2(r2)中， 当h一0．
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第五章：柯西问题的数值计算

为了这个目的，记

E 11名一磊h J12L2(r2)=E(％，ze一力)L。(r2)一E(之，Paze一《)L2(r2)

一￡(0，ze—PhZ￡)L2ir2)．

用不等式(5．1．19)和(5．1．34)便知

￡恢一桃：(r2)≤上。№)一如嗽窖)一“(％)】ds
+／![Uh(霍)一9各]l^(P^磊)一Uh(毒)]ds—E(薯，ze—P^乞)二。(r：)．

‘，I。1

那么当h_0时由Uh(露)，Uh(P^魂)，u(z?)．÷扎(名)在z，2∞1)上，9各_夕D

在L2(F,)上，和p磊一磊在己2(r2)上的事实便知誉一磊． 口

我们得到结论当So≠D，当h，s_0时奄收敛到zo可以由

00一zoll,,z(r：)s 0之一磊IlL，(r2)+II乞一匈||Lz(r。)

和(5．1．25)，(5．1．35)推得．

接下来，我们用一些数值实验来证明该方法的有效性．

设Q=(0，1)×(0，1)且边界舰分成两个不连续的部分F2={o)×io，1】

和F1=OQ＼r2．考虑以下的模型问题来进行数值模拟：

一Au=，在Q中，

珏=0在I、l上，

娑：0在Fl上

选择，@l，X2)=一2(xt一1)2(6z；一6x2+1)一2z；(z2—1)2，这个模型有唯一

解u(xl，X2)=(z1一1)2z；(z2一1)2．

在区域Q的一致三角剖分上使用线性元．沿z1和X2方向我们将区间【0，1】

分成1／h个相等的区间从而得到了一致的网格．我们首先得到一个初始的网格剖

分其h=1／a然后将h细分得到网格的优化．我们计算模型的数值解当网格大小

分别为h=1／4，1／8，1／16，1／32，1／64并且用容许集％={名∈L2(r2)I z 2 o)．

离散问题作为约束优化问题来求解．在表5．1中列出了不同的h和E对应下的真

解和数值解间的日1(Q)范数误差．我们观察到在这个例子中，对于给定的网格大
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表5．1：对应于不同h和正则化参数下的H1(Q)误差估计

h=1／4 h=1／8 h=1／16 h=1／32 h=1／64

￡=10—3 3．224652争02 1．797204e-02 9．642993争03 5．631045e-03 4．026558e-03

￡=10—6 3．227016e-02 1．9081 17e-02 9．851012e．03 4．716186争03 2．350917e-03

s=10—7 3．227162e-02 1．970385e-02 1．114275e-02 4．815514争03 2．382236e-03

E=10—8 3．227177争02 1．970351争02 1．501195e-02 6．245147e．03 2．771982e-03

E：10—9 3．227178e-02 1．970348争02 2．180194e．02 1．317419e-02 4．394384e-03

小^，作为正则化参数的E变小后，数值解的误差也会逐渐变小，但一旦E小于某

个数的时候它反而会增加这依赖于h的取值．所以正则化参数的选取值得我们进

一步的探讨．
‘

§5．1．4算法的进一步讨论

在上面的讨论中我们发现正则化参数的选择是一个问题，这就使我们想到了是

否可以像第二三章中所讨论的方法，将此问题改造成Hanson模型，这样就又可以使

用已有的工具包来选择合适的正则化参数．考虑离散问题(5．1．30)的算子表达形式．

沿用上一节中的有限元离散描述，我们假设rl上的基函数为．【妒1，忱，⋯，‰)，r2上

的基函数为{妒1，仇，⋯，‰)．那么我们可以记

特别的，

少=F名鲰=zhcp，Z一’’。
’

i----1

Uh[r。=∑缸?魄=uh妒，

妒
h

Dg
=砂^D9

仇∑谢
=

^D夕



第五章：柯西问题的数值计算

其中

zh=(z}，z2，⋯，z：)r，

夕刍=(9各，，，9各，2，⋯，9各，m)r，

妒=(妒l，妒2，⋯，妒n)r，

妒=(砂l，如，⋯，‰)r．

№％(r2)2小恤=∥砂

．皿=(f至r,；篓矽2矽1ddss至fr：,三妒2兰d三s二i至；兰：]依×m，皿：l 止。仍‰ds I ，

． ＼丘。‰妒-ds异。‰矽2幽 正，豫ds／／依×m

七=丢(A名^¨一g刍)T皿(A名^+6一站)+iz_hT西少 (5．1．40’

这样，(5．1．40)就可以写成

h

I(Azh+b一9各)TPTP(Azh+6—9各)+三名护护工≯ (5．1．41)

=lllPAzh+n—Pg刍l[2+割L2h幢 (5．1．42)
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h=1／4 h=1／8 h=1／16 h：1／32 h=1／64

l正Jl【|』化参数E 3 676e-21 1 672}16 8 2}5 2 05e-5 4 325c-6

H1(n)误差 0 0646 0 8815 0 0075 0 0039 0 0018

与IIansen模型f2 2 24)相比较，我们就可以州Hallsen开发的matlab工具包来

选择合适的正则化参数我们小妨选L一曲线准则来确定正则化参数E，升沿用上

节中的例下

令!l今
(a)h-t／16时的结果 (b)h 1／32时的结果

令i嗲
(c)h=1／64时的结果 (d)真解

图51不同h对应的粗夸解和真解图示

Fig 5 1 Graphs of the cxact fllⅡction azld the approximate solutioas with different

values ofh

在表5．2中，我们发现I厂曲线准则的确选到了很好的正则化参数除了h=

1／8的情形，相关结果显示在图5 l中，函数拟台的相当好
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§5．2 平面弹性力学柯西问题

§5．2．1问题的描述

以上的讨论都仅限于一个方程，但通常实际生活中有很多问题是以系统存在

的．所以接下来我们考虑平面弹性力学中的柯西问题【31】：找让∈(H1(Q))2使得

对i=1，2成立，

岛％(铭)=五

‰=吼

％(t‘)吻=妒i

在Q中，

在r1上，

在r1上，

(5．2．1)

(5．2．2)

(5．2．3)

其中边界锄分成两个不相交的部分rl和r2，，=(^，尼)T，g=(gl,92)T，

和妒=(妒1，妒2)r是给定的数据，u=(仳l，让2)r表示Q内弹性体的位移场．

ao(u)=2pzij(u)+A如E胩(tI)， Eij(u)=去(魏％+岛u{)，

其中％是通常意义下的Kronecker记号，入和p是物质的L锄6系数，可以由杨氏

模量E和泊松比7得到，关系如下

A=巧E'r互，p=厕E．
记r2上的应力场crij(U)Pj(i=I，2)作为控制变量并选择容许空问u副

为(L2(r2))2．同样地，我们引进空间V=(日1(Q))2和它的子空间

Vr。={影∈V I蛰=0在rl上)，

许。={钐∈V l'13=0在r2上)，

那么使用如构造优化问题(5．1．18)相同的技巧，考虑以下问题

名∈inuf。。五(z)=互1 Z。I仳(z)一夕12ds+三Z。1名12ds， (5．2．4)

其中对任意的名=(z1，z2)r∈U“，口=v(z)∈(日1(Q))2是这样定义的

岛％(移)=五在Q中， (5．2．5)

vi=吼在rl上， (5．2．6)

％(t，)吻=zi在r2上． (5．2．7)
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对i=1，2，其变分形式为找t，∈Vr，+g

fn aiJ(咄水)=上，·妒+厶州熵，w∈‰
并且u r--u(z)∈(H1(Q))2定义如下

岛％(t1)=^在Q中，

毗=仇在r2上，

％(u)岣=协在r1上．

对i=1，2，其变分形式为找u∈Vr。+口

(5．2．8)

(5．2．9)

(5．2．10)

fn orij(牡)吲妒)=fo r‘妒+Z。垆州s，V妒∈‰
(5．2．4)的有限元逼近可以由(5．2．4)-(5．2．10)参照问题(5．1．30)的方j’去z。。，IJ．

§5．2．2数值结果

(仍，仍)

-(_专，o)
(gl，92)

=(0，0)

C

rl
Q：(o'3)×(o，3)

F2

图5．2：几何区域和已知数据．

Fig．5．2 The geometric domain and prescribed data．

参考[31，PP．551—552]，我们取Q=(0，3)×(o，3)，F2={3)×【0，3】，FI=0Q＼r2，

E=1GPa，7=0．3，，=0，并且g和妒显示在图5．2中．在这个情形下，真解
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h=3／4 h=3／8 h=3／16 h=3／32

￡=10—1 0．3804 0．4733 0．4254 0．4616

E=10—3 0．1726 0．1702 0．1303 0．1242

g-=10—4 O．0950 O．1155 0．1040 0．0855

E=10—5 0．0282 0．0907 0．0711 0．1341

E=10—6 0．0231 0．0465 0．0531 0．1344

￡=10—7 0．0227 0。0487 0．0547 0．1361

石=0 6=10％

e=0．0 E=0．05 e=0．1 E=0．0 E=0．05 E=0．1

我们的方法 3．0025 3．1 137 3．0983 3．1296 3．0715 3．0630

[31】中的方法 2．78031 2．80822 2．76582 2．73138 2．78547 2．81426

精确值 3 3 3 3 3 3

为牡=(z1，0)T．我们构造与上一节相同的三角形有限元和相对应的有限元函数空

间．并用拟牛顿法来求解最优问题(cf．【96，P．194])．

在表5．3中给出不同的h和E对应下的真解与数值解之问的H1范数误差，

从表中我们可以观察到，在这个例子中，日1(Q)误差对于网格细分并不敏感，而对

于正则化参数的变化相当敏感．这种现象也出现在[31，P．552]．

为了进一步比较我们的方法Ffll[31]中的方法，我们考虑噪声的影响．我们用以

下方式根据9和妒来得到带噪声数据96和∥：

96(z)=g(z)(1+6宰rand(一1，1))， 妒6(z)=妒(z)(1+6木rand(一1，1))， Vz∈F1，

其中J≥0代表了噪声水平，rand(-1，1)满足区间【一1，1】上的一致分布．在不同

的噪声水平和正则化参数对应下表5．4列举了我们方法和[31】中方法的Ul(3，1．5)值，

此时h=1／2．观察到我们方法的效果要好于【31】中的方法．当6=5％和h=

1／4时，不同E对应下的札1(3，z2)的数值结果显示在图5．3中，从中我们可以发

现E=10q是最佳的选择．这就告诉我们实际问题中正则化参数的合适选取在数
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图5．3：正则化参数E的影响．

Fig．5．3 The influence of the regularization parameter．e
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霰5．5：L曲线准哭IJ下当6=U町，玎皿f不同h下的日1 ：52)误差估计

h=3／4 h=3／8 h=3／16 h=3／32

正则化参数E 1．1988争20 2．9137e'25 2．3132e．26 1．8019争26

H1(Q)误差 3．01 59争29 5．2490e．12 1．9586e-8 0．0060

表

h=3／4 h=3／8 h=3／16 h=3／32

正则化参数E 6．2726争7 6．1603争5 0．0020 0．0141

H1(Q)误差 0．2218 0．9508 0．2237 0．2673

计

值方法的有效性上起着十分重要的作用．

那么我们采用上一节中的讨论，继续套用Hansen模型，来选取合适的正则化参

数．我们仍然选择L曲线策略．表5．5和表5．6分别列举了给定数据为精确和带噪

声两种情形下对应于不同h的误差结果和正则化参数值．在图5．4和图5．5中分

别列举了h=3／4，h=3／8，h=3／16，h=3／32对应的t‘=(z1，o)的结果．从这

些图上我们可以发现其数值拟合效果是相当好的．从而说明我们的确取到了合适

的正则化参数．
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■ ● ■ ● ●
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3

2

图5．4：噪声6=0．

Fig．5．4 The noise level 6=0．

图5．5：噪声6=o．01．

Fig．5．5 The noise level 6=0．01．
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