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反思性数学学习是数学学习活动的一个重要环节。由于受课堂模式的限制和高

考指挥棒的影响，目前对反思的相关理论的实施是高中数学教学中较薄弱的一个环

节。本文对高中数学学习的反思性理论进行了较详尽的论述，阐述了反思性数学学

习的原则、方法及所处的地位和作用。本文运用自然观察、访谈调查、文献法、案

例法、实验法等研究方法，结合反思性数学学习理论，提出了引导高中生进行反思

性数学学习的教学策略，并进行了初步的探索与实践，旨在培养学生独立进行反思

性数学学习的能力和独立解决问题的能力，从而达到高中学生学会主动进行反思性

数学学习的目的。
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Reflection in mathematics learning iS a key link in mathematics learning activities．

However,due to the l imitations of the classroom-teaching model and the impact of the

baton of college entrance examination．In this paper,the theory ofthe reflective learning

method in the learning of high school mathematics iS given a detailed exposition，The

principles and contents of the reflective learning method，the status and role of the

reflective learning method are also described．And they are also used tO guide the research

into teaching practice．the implementation of the reflective learning method iS a relatively

weak link in the mathematics teaching in high sch001．In this paper,by using of naturaI

observation。interviews，surveys，literature method，case method，experiment and other

research methods，combined with reflective mathematics learning theory，we put forward

some teaching strategies to guide high school students to use reflective learning method in

the learning of mathematics，and conducted a preliminary exploration and pracuce．Our

main aim iS to help students to develop the abilities both in the independent learning of

mathematics by using the reflective learning method and in independent problem-solving

skillS．The final goal iS to make the students to learn mathematics actively by usmg the

reflective mathematics learning method．
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当今社会，知识更新的速度越来越快，学习不再是一次性的和终结性的，这就要

求学习者学会学习，学会利用自我教育来提高自身获得信息的能力。帮助学生学会反

思，培养学生的反思意识，有利于帮助学生建立合理的知识结构和体系，有利于提高

学生的学习效率，为学生将来终身的学习和发展打下坚实的基础。

数学教育的主要目标是帮助学生学会数学地思维。荷兰著名数学教育家弗赖登塔

尔认为，反思是数学思维活动的核心和动力。由于数学对象的抽象性，数学活动的探

索性，数学推理的严谨性和数学语言的特殊性，决定了正处于思维发展阶段的中学生

不可能一次性地直接把握数学活动的本质，而是要经过多次反复地思考、深入探究、

自我调整，即坚持反思性数学学习，才可能洞察数学活动的本质特征。只有学生通过

自己的思考来构建起自己的知识体系时，才能真正学好数学。因此反思性数学学习是

数学学习活动中的一个重要环节。

英国教育家洛克在《人类理解论》中谈到，“反省”是对获得观念的心灵的反观

自照，在此过程中，心灵获得不同于感觉得来的观念。∞而斯宾诺莎把自己的认识论方

法称作“反思的知识”，即“观念的观念”，是认识所得的结果。它本身又是理智认识

的对象。对于认识结果的观念的再认识和对于这种再认识之观念的再认识，这种理智

向着知识的推进，即“反思”。④

美国教育家杜威将反思称为“反省思维”，他认为反思是“一种得以产生思维活

动的怀疑、犹豫、困惑，心灵困难的状态，和一种为了发现解决这种怀疑，消除和清除

这种困惑而进行的探索、搜集和探究的行为"。反思能引起主体内心的冲突，动摇主

体已有的认知结构的平衡，从而唤起思维，进入问题探索者的角色，实现由学习者到

“研究者”的转变。数学教育家波利亚把解题分成网步，对于其中“检验回顾”步骤，

就强调了解题反思。

20世纪80年代以来，反思型教师的教育思潮在以美国、加拿大、英国、澳大利

亚等国为首的西方教育界兴起。美幽学者舍恩开展了将反思理论运用丁：教育实践的研

究，提出了“反思性实践者”观念。他把传统的自上而下的“理论一实践”教学模式

翻转过来，提出“在做中学”、“在做中反思”。美国巴里斯教授在《培养反思力》一

书中介绍了教师和家长如何通过学习档案来培养学生的反思能力。英国的布里顿大学

用了近十年的时间研究了如何运用专业上的“相关陈述”来提高学生的反思性学习能

力和学习绩效。

二十世纪九十年代随着西方教师教育运动的发展，反思性教学的思想和理念逐步

。洛克著，关文运译：《人类理解论》，商务印书馆1959年}扳，第69一·71页。

曲黄克剑，《洛克的“反省”和斯宾诺莎的“反思”》．哲学研究，1986年3
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被介绍进来，同内涌现出一批研究反思性教学的学者。华东师大熊川武教授在《反思

性教学》中系统地阐述了反思性教学的文化背景、模型、反思性教学丰体合理性、教

学目的合理性、教学工具合理性以及反思性教学的完整实践过程。这也成为我国从事

反思性教学研究的经典。南师大涂荣豹教授的《论反思性数学学习》中提出了数学反

思的具体内容及形式。北师大曹才翰教授及其弟子章建跃也非常重视并倡导培养学生

对学习过程的反思习惯，他们认为“培养学生对自己的学习过程进行反思的习惯，提

高学生的思维自我评价水平，这是提高学习效率，培养数学能力的行之有效的方法”。

南京大学的郑毓信教授从建构主义与数学教育的角度指出：学生在数学学习过程中，

只有不断地反思，才能够使自己的建构的知识不断的与数学共同体所拥有的知识靠

近，并最终达到一致。

一些一线教师结合自己的教学实践来阐述教学中对学生反思性学习的培养策略。

如有的教师指导学生撰写数学反思日记和建立学生成长记录袋；有的教师提m反思不

仅要有智力加工，而且要有情感因素的支持；有的教师认为对学生反思能力的培养可

从对新知的学习过程和学习习惯、态度两大方面着手。这些研究都表明一线教师已逐

渐开始对学生反思性学习的重视。在“以学生为本”、倡导学会学习的今天，笔者觉

得这一选题具有很好的实际意义。

本文在对元认知理论、建构主义理论的认识基础上，针对高中学生认为数学难学、

当今高中课堂模式的限制以及教育理论界对反思性学习实践研究较少的状况，着眼于

探究高中生如何进行反思性数学学习，在教学实践中提炼出反思性数学学习的原则、

具体内容以及促进高中生反思性数学学习的有效手段，提出了反思性数学学习的教学

策略。为师生理解和运用这种新的学习活动类型提供理论基础。

本课题的研究过程具有很强的操作性。通过本课题的研究，试图达到以下效果：

1．通过反思性数学学习，提高高中生学习数学的兴趣和学习效率，提高学生的数

学成绩：

2．提高学牛学习的主体意识，使学生逐步由学会变成会学，发展学牛的自丰学习

能力，培养学生独立获取知识的能力、交流的能力及问题解决的能力，

3．总结高巾学生反思性数学学习的的主要途径和策略，提高学生数学综合能力。

4．提高数学教学质量，为数学课堂教学改革提供新的思路。
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第l章反思性学爿的理论Lj认识

第1章 反思性学习的理论与认识

1．1反思与反思性学习的涵义

1．1．1反思的涵义

反思，是哲学上的专用词语，它是指对思想本身进行反复思索，是思想的自我运

动。简单地说，就是对过去经历的再认识，以不同的时空视点对原有的经历进行重新

思考，运用比较、综合、推理、抽象、概括等提炼出许多的规律或经验来，从而使原

有的活动不再停留在原有对象的个体水平上，而是使思维上升到更高层次，或拓展延

伸到其他对象上。

1．1．2反思性学习的涵义

反思性学习，就是通过对学习活动过程的反思来进行学习。①反思性数学学习，

就是通过对数学学习活动过程的反思来进行数学学习，这是一种有效的学习方式。②因

此在数学学习中，反思不仅是对数学学习的一般性回顾或重复，而是对数学活动中所

涉及的知识、方法、思路、策略等的深究，具备较强的科学研究的性质。反思的目的

不仅是为了回顾学过的数学知识和技能，更重要的是一种指向未来的数学学习活动。

1．2反思及反思性学习的相关理论

1．2．1元认知理论

元认知概念是二十世纪七十年代初，由美国心理学家弗拉维尔首先提m的。他认

为：元认知就是个人在对自身认知过程意识的基础上，对其认知过程进行自我反省、

自我控制和自我调节，是个人对认知领域和知识的控制。因此，元认知就是关于认知

的认知，关于思维的思维。它包括元认知知识、元认知体验和元认知调控三个相互关

联的冈素。

用元认知的理论来描述，反思性学习就是学习者对自身学习活动的过程及活动过

程中所涉及的有关的事物(材料、信息、思维、结果等)的学习特征的反向思考。元

认知思想的核心在于强调认知活动中认知主体对目标的制定和确立，强调认知主体对

认知过程与结果的自我控制、自我管理、自我调节以及自我修正，即强调认知主体对

自身认知过程和结果进行反馈调节。

元认知策略要求学生在老师传授知识、习得解决问题策略的基础上，通过反思，

去理解状得知识的过程，在反思过程中同时修正自己的学习状态、学习策略等，从而

对自己习得的知识、方法策略形成深刻的印象，在今后遇到相似的情境时能进行自觉

。郑镝萍，反思性学习简沦[J]，卜海教研，2002(8)

∞涂荣豹，试论反思性数学学习[J]，数学教育学报，2000(11)
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运用。

1．2．2建构主义理论

最早提出建构主义理论的是瑞士心理学家皮弧杰，他认为儿童是在与周同环境的

相互作用的过程中，逐步建构起关于外部世界的知识，从而使自身认知结构得到发展。

这个相互作用涉及两个基本过程：同化和顺应。同化，就是把同认知结构相一致、相

协调的新知识改造、容纳到已有的认知结构中；而顺应是指对那些与已有认知结构不

协调的知识，为了吸收它，就要改造、调整已有认知结构。儿帝就是通过同化和顺应

这两种形式来达到与剧围环境的平衡。

建构主义理论的核心是“知识不是被动接受的，而是认知主体积极建构的”。人

们对客体的认识是一个主动建构的过程，是在已有知识基础上的“生成”过程，而不

是思维对于外部事物或现象的简单的、被动的反应。学习不是死记硬背和机械模仿，

而是学习对已有知识经验、对学习内容作出解释，建构数学知识。它的学习过程包含

两个方面的建构，一是通过同化对新知识的意义的建构，另一方面通过顺应对原有经

验本身进行改造和重组。

在人们的认知框架巾，主体的自我反思是构成认知结构更新的一个必要条件。学

习不能足被动地接受，也不能足简单地复制，而是需要学生在学习过程中通过同化和

顺应主动地去建构知识体系，对所学内容不断地进行概括、归纳和反省。学生在学习

中应适时进行自我分析，自我评价和自我监控，从而获得自我体验。只有主动进行自

我反思，才能促进学习者知识观念的形成和发展，更好地进行建构活动。
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第2章反思性学习在数学学习中的意义

2．1反思性学习是数学学习的本质体现和升华

数学学习的本质是学生获取数学知识、形成数学技能和能力的一种思维活动。学

生的数学学习是一个从具体到逐步抽象的认识、反思活动。“思考”是数学知识的本

质特征。学生在数学学习过程中，只有不断的思考、反思，才能使自己建构的知识不

断地与数学共同体所拥有的知识靠近，最终达到一致。

数学教育的主要目标就是帮助学生学会数学地思维。和以往的“以数学学科为本”

的教育教学观念相比，新一轮的改革确立了“以学生发展为本”的教育教学观念，其

最终目的是为学生的终身可持续发展奠定良好的基础。《普通高中数学课程标准(实

验)》强调应特别关注学生在数学学习中不断反思与改进的过程，“通过数学教学和数

学学刊评价培养学生反思的意识，使他们能够从不同方面多角度地观察事物，思考问

题，逐渐养成勤于思考的习惯、善于思考的能力。”“教师可以进一步通过写评语、交

谈、参与研讨等方法关注学生的反思情况，指导学生有效地进行反思。”④

数学对象的抽象性，数学活动的探索性，数学推理的严谨性和数学评议的特殊性，

决定了正处于思维发展阶段的巾学生不可能，一次性地直接把握数学活动的本质，必须

要经过多次地反复思考、深入研究、自我调整，即坚持反思性数学学习，才能洞察数

学活动的本质特征。

数学的特性，决定了它在发展人的素质方面有独特的功能，数学学习必须帮助学

生发展更有力的思考方法和“思考工具”。这其中就包括学生自我反思。反思性数学

学习不仅可以训练学生思维的周密性和批判性，培养学生思维的灵活性和创造性，而

且能使学生的注意力从指向问题本身转移到自身的认知加工过程，从而更好的监视、

评价、调节、修正自己的认知活动。

2．2反思性学习有利于优化学生的数学思维品质

数学思维是人腑和数学对象交互作用并按照一般思维规律认识数学内容的过程

与活动，所以数学思维是具有数学内容和特点的思维，其结构在总体上与一般思维的

结构相同，但其思维的数学材料与结果的不同引起的思维操作手段的差异，必然要求

数学思维形式与思维方法的使用有不同的侧重和差异。

数学思维问题是数学教育的核心问题，②数学思维的主要形式为：形象化、运作、

反思。反思是数学化过程中的一种重要活动，它是数学活动的核心和动力，数学的彳i

少发现来自于直觉，而分析直觉理解的原因是通向数学化的道路。

数学思维的发展水平决定了整个知识系统的结构和功能。反思就是元认知在数学

∞严士健普通高中数学课程标准(实验)解读江苏教育出版社2004年4月P331

国郑毓信，数学教育：从理论到实践，上海教育出版社，2001第138页

5



第2章反思性学习在数学学习巾的意义

思维中发挥作用的基本形式。只有以反思为核心的教育，才能使学生真正深入到数学

化过程之中，也才能真正抓住数学思维。

2．3反思性学习有利于提高学生元认知技能

反思是元认知在数学思维中发挥作用的基本形式。学生通过反思，把问题过程上

升N-一定的高度，构成一定的认知策略，进而形成元认知能力。反思性学习活动进行地

越全面、越及时、越深刻，那么对元认知能力的训练也就进行地越全面越深入，使学

生从“学会”向“会学"转变，提高自主学习数学的能力。学生通过自我反思来达到

较高的元认知水平。

在整个数学解题活动中，元认知知识、元认知体验和元认知监控三个方面都能体

现出来，比如思考这道题主要考查什么数学知识?用到什么思想方法?在解决过程中可

能会遇到哪些问题?通过边思考边评价解题进程，评价解题计划的有效性，解题策略

和解题思路的有效性，并不断地调整和修『F自己的解答，使解题一步一步向前推进直

到成功。在一次解题活动暂告结束后，反思一下自己解题过程中所走过的路，想一想

自己探索问题的一15路历程，有何经验有何教训等等，这些都是反映元认知水平的重要

指标。学会反思性数学解题学习的策略，培养反思性数学解题学习的习惯是获得元认

知知识、加深元认知体验的重要途径，也是提高元认知水平的重要方式。

在反思过程中，不但元认知能力可以得到实际的锻炼和提高，而且通过反思后的

总结、提高可以使学生的元认知知识、元认知体验得Nil-充、丰富和完善。因此存数

学教学中进行反思性数学学习，是提高学生数学元认知能力的重要途径。
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第3章反思性数学学习的原则

只要直线AB过定点(2，0)，就必有OA上OB。此结论易证明。又可以进一步

反恩定点坐标和直线斜率及抛物线系数的关系，从而引出问题二。

问题二：直线y=k(x-2p)-与抛物线y2=2px(p>0)相交于彳，B，OA_1_OB成立吗?

解：设A(X1∥1)B(x2，y2)，联立方程组

f Y=舷一2p)
．L，=2艘
得七￥．(印炉+劲弦+4七铲=o
xlx2=4p2 ylY2=-4，
殍XlX2+yly2=O

OA上OB仍成立，于是总结整理有

结论：设AB是抛物线Y2=2px(P>0)的一条弦，0为坐标原点，则OA 10B

的充要条件是直线AB过定点Ⅳ(2P，0)。

这道例题的内涵极为丰富，学生通过对其进行深入探究、反思，有了较大发现，

从具体问题反思探究得到数学知识的本质抽象的结论。这对培养学生的探究能力、创

造能力大有裨益的。所以反思具有很强的探究性，它使学生在进行反思性学习过程中

很快进入探究状态，在探究中寻找问题的本质，重构和加深了学生对知识的理解。

3．1．2自主性

反思是一个冷静、主动的自我反省领悟过程，通过自悟来获得新的体会与理解，

是一种良好的自我教育。善于反思的人，善于提出问题，不盲从，不迷信，能发表自

己的独到见解。这种自丰性是需要经过长期地逐渐培养，形成稳固不变的思维品质。

它能使学习者形成自觉而主动的思维习惯。反思性数学学习的整个过程是学习者自丰

活动的过程。它以追求自身学习的合理性为动力，进行主动的、自觉的、积极的探究。

它是通过学习者在学习活动过程中的自我认识、自我分析、自我评价来获得自我体验。

反思性学习是建市在学习者具有内在学习动机基础上的“想学”，和建立在意志努力

基础上的“坚持学”。因此，反思性数学学习具有很强的自主性。

【例3．2】已知函数J，i俐

问题一：若函数yi，M的定义域为[吾告】，求y可酽《吾)的定义域。

解：。．。yi，M的定义域为【专，-1】

．·．{x2吖．-1≤i1

解得x∈伴，o】U[1，毕】
问题二：若函数y=J(2x-x2)的定义域为【一1，2】，则函数y可∽的定义域。

解：‘．‘J，舡吖乡的定义域为【一1，2】，即x∈[-1,2】
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．‘．及∥∈【一3，l】

从而y=fCx)定义域为[一3，l】

函数是数学中最主要的知识点，也是高中学习的难点之一，它贯穿于整个中学数

学的始终。在函数学习中学生对函数抽象符号难以理解，这直接影响到后面的学习。

只有对函数抽象符号做到深刻理解，才能正确灵活地加以应用。教学中可以通数学中

复杂和抽象的外部刺激来引起学生反思，促使学生自觉进入反思阶段，在解决问题的

活动过程中进行自我分析、自我评价来获得自我体验，形成自己的认知体系。

反思能优化已有知识，让学生充分地意识到自己如何从不知到知的过程，在该过

程中自己存在的问题是什么，问题的难点在哪能里，在解决上述两个问题中，学生通

过反思自悟，来获得对函数符号新的体会与理解。

3．1．3发展性

反思性数学学习是一种复杂且又理性的数学学习活动，它是以学牛“学会学习数

学"为目的，它既关注学习者学习的直接结果又关注学习的间接结果，即学生眼前的

学习成绩和学生自身未来的发展。这与常规性数学学习是有很大区别的。常规性数学

学习是学生凭借自己有限的数学经验进行简单的、重复的、直觉的数学操作活动。它

是以“学会数学知识”为目的，关注的是学习的直接结果，即眼前的学习成绩。常规

性数学学习只要完成了学习任务，就达到了数学学习的要求，而反思性数学学习不仅

要完成数学学习的任务，还要使学习者的理性思维得到发展，不同的学生应得到不同

的发展，使学生学会学习。

通过反思，学生逐渐根据题设中的已知条件和问题的具体特征及时地提出新的设

想和解决方案。反思不仅是简单的同顾或检验，而是引导学生根据问题的结构特点，

从解题思路、解题途径进行多角度的观察、联想，从而将问题引申、变形。

’一-．‘l

【例3．3】求尸≥若的值域 ．

法一：常数分离法

解：尸1．南
xz≥oj x2+2；；2≥o<I皂<三j丢<．主西<o

即主<1。痛<1
．。．值域为砖，1)

法二：反解法

解：由尸萋芝j∥+耖=≯+1 j，=专孚≥o
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．。．函数的值域为[毒，1)

法三：判别式法

解：由jr=舄j∥2+砂《+l≥◇．1)x2+2y-1：0
I当Y=1时 1≠0 舍去

II当y≠1时

有A=O-4(y-1)(2y-1)≥0

1

解得音冬匹l

1

所以函数的值域为防，1)

有关函数值域的求解方法很多，什么样的题型用什么样的方法?这一点学生往往

抓不着头脑。通过对本题的解法反思，学生理解了这三种解法所对应的题型结构特点

以及注意事项。同时在教学中可以设置多道求函数值域问题，教师无须多讲哪题用哪

种方法，而是学牛自己结合题目结构特征反思自己的解题策略，对多题的多种方法的

对比来采取自己认为最适合的方法。如遇到困难绕了弯路或m现错误了、别的同学解

法比自己的简便了等等。这些反思都能促使学生最终找到适合自己的思维途径。

反思不仪是简单的回顾或检验，而是引导学生根据问题的结构特点，从解题思路、

解题途径进行多角度的观察、联想。其中哪种方法最基本、最典型?哪种方法最简便?

这几种方法各有什么可取之处?通过反思性学习，学生的解题思路得到了拓展，发散

思维得到了训练，学生的数学思维在变换和化归的训练中得到了发展。

3．1．4创造性

创造性是指从无知到知而沿着“问题”展开的思维的创新品质，是思维批判的结

果，是反思思维的更高层次，在反思型思维者身上主要表现是善于提出问题并发表自

己的独到见解。反思就是一种积极的思维活动和探究行为。学习者通过反思对问题及

解决问题的思维过程进行全面地考察、分析和思考，从而深化对问题的理解、优化思

维过程、揭示问题本质、探索一般规律，从而沟通知识间的相互联系，促进知识的同

化和迁移，进而产生新的发现。反思是探索，是发现，是再创造。历史上的许多新的

发现就是在反思过程中获得的。数学学科的特点决定进行反思性数学学习要有创新思

维，体现为思维具有独立性、创新性，在反思过程中求新求异。因此反思性数学学习

的过程也就是思维不断激活、不断创新的过程。

【例3．41若不等式ax2．似再≥0恒成立，求口的取值范围

1

解：当口=0时，寺>o

lO
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当口>O时，A=a2-4a×百1<0

反思一：能否改变问法，但实质不变?

变式一． 已知函数贴)锕的定义域批 求撕的取值飙
解：由题意得蠢．锻七1≥0恒成立，

过程同上

变掘 函数酬佩的定义域为尺的充要条件是似
解：由题意得锻2．饿+_1≥0恒成立，过程同上。

反思二：如果矗．锨+_1≥o中不等号改成没有等号，题目可以如何改?

变式三：若尸-=两1 的定义域为尺，求实数口的取值范围。

解：由题意得ax2．伽+丢>o恒成立，

当口=0时，i1>0

当口>0时，／＼=a204口×耳1 <O 得O<口<2

变式四：若函数尸l。92(矗．锻+互1)的定义域为R，求日的取值范围

解：由题意得甜2．甜+丢>o恒成立，过程同上

变式五：若函数尸—七的定义域为尺，求实数口的取值范围。
戢’饿十2

解：由题意得似2．甜+_1：0无解

／X=a2-4a×互1<o得o<a<2

或a=0



第3章反思性数学学习的原则

识，如二次函数图象及性质；函数、方程、不等式之间的关系；根式、分式定义域、

对数函数的性质及分类讨论的数学思想方法。从例题到变式一、变式二，仅仅是从问

1

题表面入于，停留在使似2．似+寺>0成立的条件上，而到了变式五，就是在学生对

1

前几个解法的反思的基础上领悟到了例题所蕴藏的内涵，那就是础2．似‘≠o(a--／：O)

1

对一切实数都成立的话，就意味着二次函数图象与x轴无交点，即二次方程群．似‘
1

=o(辞o)无实数根，转化为数学语言就是△=矛．4a×专-<o。在对题目的层层探究改造的

反思中，学生理解了二次函数的图像、二次函数的性质、函数、方程与不等式j者之

间的联系、函数与方程的思想、分类讨论思想。重构了自己对二次函数图象及性质的

理解。

3．1．5习惯性

反思需要长期、持久地逐渐培养，以便成为稳固不变的行为倾向，形成良好思维

习惯。它是一个永不问断的、循环往复的且又不断升华的思维过程。数学活动过程rfl

的每‘‘次反思既是终点，又是新一轮反思的始点。

经过一段时间的训练，学生上完一节课后，会不由自主地想到：这节课我学到了

什么?还有什么不懂的地方?对哪个部分感兴趣?试卷讲评过后，学生会这样去反

思：这次我错的比较多的足在哪个知识点上?是不是在这部分学习上有什么遗漏?不

该错的在哪里?在哪个题目上花的时间过多?在解完一道题后，学生会这样去反思：

这道题用到了哪些思想方法?还有没有其它解法?我这种解法和别人相比是不是最

好的?下次遇到类似的题目我应该注意什么。通过长期这样的反思训练，学生检查自

我数学认知结构，清楚进一步学习任务，自订学习计划，补救薄弱环节，并最终形成

自我管理、自我教育的学习习惯，逐步形成反思意识。因此，反思性数学学习具备习

惯性。

3．2反思性学习的原则

根据反思性数学学习的特征，教师在指导学生进行反思性数学学习过程中，需要

遵循两个基本原则。

3．2．1主体性原则

发挥学生的主体作用是教学中的基本原则，它涉及教育的核心问题：教师的“教”

与学生的“学”之间的关系。在反思性数学学习中，认知活动是学生自身的高级心理

活动，对这个活动进行认知调控，无疑是在主体内进行的。如何认识自己，如何认识

自己所进行的活动是主体意识的表现。所以，学生必须学会了解自己，根据自己的特

12
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点进行调控。形成自己的反思途径，有自己的反思方法和方式。教师要告诉学生反思

的重要意义，“授人以鱼不如授之以渔”。教师不能代替学生反思，而是要教给他们反

思的基本方法并提供必要的反思训练，通过反馈，不断地对学生反思性数学学习方式

加以矫正，从而使之强化、内化，把活动主体的能动性充分发挥出来。

3．2．2渐进性原则

和认知活动的发生发展规律一样，反思活动也是渐进的，它并不能一步到位。从

他律到自律，从单维到多维，从浅显到深入，从简单到复杂。教师在指导学习者进行

反思性数学学习时，要遵循学习者思维规律，切勿急躁，将过程分阶段逐步去实行操

作。既要有序，又要有层，让学生在反思活动的实践中提高自己的元认知能力。

【例3．51若函数删刮臌2+趾+4 的定义域为R，求m的取值范围

解：当m=0时，√8x+4定义域不为R

当m#0时，要使，舰2+戤+4≥0在R上恒成立

m>0且A≤0，解得m>4

变式一：删=log州删2+8x+4的定义域为R，求m的取值范围
解：由题意mx2+8x+4>0在R上恒成立

．。．m>0且A<0，得m>4

变式二：j《x)=l093(mx2+8．什4)的值域为R，求m的取值范围

解：令f=，菥+断+4，则要求t能取到所有大于0的实数，

当m=0时，t能取到所有大于0的实数

当m#O时，m>0且A≥0得0<m<4

．。．0<m<4

变式三：刷：J093—mx了2+r8x+n的定义域为尺，值域为[O，2】，求朋，疗的值
解：由题意，令铲—mx了2+r8x+n∈【l，9】
得(甜一m)x2．＆叶“．n=0

u-Cm时，由A≥0得u2．(m+n)u+mn．16≤0，

．·．1和9是u2．(m+n)u+mn．1 6=0的两个根

从而得m=n=5

．·．当u=m时，x：竿：0符合题意
．’．m 2即=5

此例题是在学生已掌握将‘'f(x)=√mx2+8x+4的定义域为R”转化为不等式的基础

上，逐层改变条件，引导学生逐步进入反思。将‘'√mx2+8x+4 ≥o恒成立”这个条件

通过对数函数的定义域而改变为例mx2+8x+4>o恒成立。到变式二，就成了由
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‘坂x)=l093(mx2+8什4)的值域为R”这个条件转化为t=mx2+甑+4能取到所有大于0的实

数，当朋≠O时，群+料4必须满足大于或等于0这个条件，少了等于0就无法保证
t能取到所有大于0的实数，反思到这个变化就是使思维上了一个台阶，将二次函数

图象的运用更深入了一步。

由于函数的值域受定义域的约束，到变式三，对数函数的值域缩小在[0，2】这个

区间，转变为当x∈R时，“的值域为[1，9】。解决时从铲—mx了'+『8x+n出发，将式了
变形为以甜为参数的二次方程(甜．m)x2．8x+u．门=O(当“≠朋时)，如何使XE尺?利片j判别

式△≥0得到矿．(m+n)u+mn．16≤0，又转化为以“为自变量的二次不等式，从而得到

l和9就是方程u2-(m+n)u+mn．16=0的两根，得出结论。在变式三的解决过程中，学

生的反思是分阶段逐步去实行操作，从而形成螺旋形上升。教学中教师要安排好知识

的铺垫顺序和层次，不fjE-+_E学生同时消化所有知识，而是按照学生的思维规律，逐步

进入剑反思的高层境界，从而体会到反思的乐趣。

3．3引导学生反思性数学学习的可行性

在中学数学课堂教学中培养学生的反思性数学学习是完全可行和必要的。在每节

课的过程中，教师可以利用每一个教学环节向学生逐步渗透反思性学习。例如在新课

的预习上，可以指导、帮助学生检查自己的预习情况。如哪些问题预习时就己经掌握，

哪些问题预习时不明白，经课上老师讲解后弄明白了，当时为什么不明白，问题出在

在什么地方；练习反馈完全可以留一定时间给学生思考和做题，尽量让学生暴露出错

误后通过自己的反思来改正错误；课堂小结时可让学生自己先总结，同学问讨论，最

后教师概括。高中生已具备一定自我学习的能力和自觉意识，指导学生建立课堂反思

记录本和错题集。像这样进行反思性数学学习的教学，在我们，f丘时的课堂教学中，是

完全切实町行的。

14
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第4章反思性数学学习的内容与教学策略

4．1反思性数学学习的内容

4．1．1反思学习活动所涉及的知识

大多数高中学生对某一数学对象的认识，并不是在一次数学活动中就能完全领

会和理解的。每次数学活动都可能提供对某一个数学对象提升认识水平的机会，每一

次的学习活动背景不同，学生对同一数学对象进行反思后每次就会产生相应的新知

识，与情境联系在一起的认识，才是活的认识，才是能够迁移的认识，才是真正有用

的认识。

反思学习活动所涉及的知识的过程并不是说眉毛胡子一把抓，没有重点地去反思

学习过程。实际上，数学反思应该对活动中所涉及的知识有所侧重，只有这样才能使数

学反思更好的进行下去，产生良好的效果。对学习过程中的每个环节都平均用力，这样

不仅浪费了时间，而且还有可能使学生产牛厌烦情绪，使反思活动进行不下去。此时，

如果在全面回顾的基础上，重点抓住自己困难的地方或者是出现错误的地方进行重点

反思，或是对于这类问题的共同特点、共同解法和应用等进行反思，这样不仅有意义，

对学生的学习有切实的帮助，而且学生也比较愿意进行。这才是我们提倡学生进行反

思性数学学习的目的所在。

匝案例4．1卫两角和与差的三角函数教学片断实录

一、提出学习课题

教师：由前面我们学的单角的三角函数知识，能求出750，l 50的三角函数

值吗?在研究三角函数时我们常遇到这样的问题：“已知任意角a，∥的三

角函数值，求仅+∥．a侈．2a的三角函数值”

今天我们就来研究这类问题。我们把刚才问题具体化，即已知任意角的三

角函数值，来推导以下三组公式：

f sin(a+f1)=? f sin(a-,B)=? f sin2a=?

(1)1 cos@+励=? (2)1 cos(a-p)=7 (3)1 cos2a=?

L tan(a+所=? L tan(a-,B)=? L tan2a=?

二、确定研究方案

教师：我们要研究的共有三级九个公式，从哪个公式开始研究呢?是否需

要对每一个公式进行单独的研究呢?请同学Cf]思考并提出研究方案。

学生1：我认为不需要研究(a节)的三角函数值，因为如果知道(仅+∥)

的三角函数公式，用印代替∥就可以得到(a侈)的三角函数公式。

教师：很好，也就是说，如果和角公式有了，差角公式就很容易求得，那

么二倍角公式又如何呢?
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学生l：可以让和角公式中的口等于a

教师：用≯代替∥的过程用到了什么数学方法?

学生2：换元的方法

教师：让和角公式中的∥等于0c用到了什么数学方法?

学生3：(思考后回答)是特殊化的方法

教师：现在我们一起来看一下刚才同学们提出的研究方案

r
sin2a=? 仅邓 r sin@+励=? 侈代替∥ r sin(a-f1)=?

{cos2a=?<o==]{cOS(a+励=?匕==》J cOS(嘲=?
【tan2a=? 特殊化【tan(a邯)=? 换元 【tan(a-f1)=?

教师：从这里我们可以先研究和角公式，那么在和角公式中先研究谁呢?

学生4：可先推出正余弦公式，两者相除就可得到正切公式。

教师：这用到了什么数学方法?

学生5：化切的方法

教师：那正、余弦先研究谁呢?

学生6：正弦

教师：先研究余弦不行吗?

学生7：可以，通过同角关系中的平方关系

教师：很好，但通过同角关系中的平方关系要涉及开方，有其它方法吗?

学生8：(思考片刻后)用诱导公式COSa=sin(昙．伉)，可以有
‘

eos(a+Z)2 sin【÷一(a邯)】
Z

教师：我们一起来看这个研究思路

广sin(a+历=? 化切

一1f诱导公式匕令tan(a+f1)=?
L cos(a、f1)=?

教师：通过刚才的分析，我们现在得到了一个完整的研究方案，对此进行

反思，我们得到一个启示，就是我们在研究问题的时候，应该要讲究一些

策略，要抓住问题的主要矛盾，下面我们集中精力来解决这个矛盾。即研

究仅+∥的正余弦公式

这节课采用了开门见山，直接给出课题的方法引入新课，所给的问题不是某个或

某组公式怎样推导，而是给出三组九个需要研究解决的公式的左端，让学生制定研究

方案。在由九个需要解决的公式逐步推导到只研究一个公式的过程当中，学生对前面

学过的一些思想方法，三角函数基本知识有了一个新的认识。

《数学课程标准》指出：学生的数学学习活动不应该只限于接受记忆，模仿和练
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习。高中数学课程还应该倡导自主探究，动手实践，合作交流，阅读自学等学习数学

的方式，这些方式有助于发挥学生学习的主动性，使学牛的学习过程成为在教师引导

下的“再创造”的过程。新课程理念也要求我们在日常教学中不应该是“结果”的教

学，而应是“过程”的教学，数学活动的教学，即要把知识的形成，发展过程展现给

学生。

4．1．2反思思想方法

在高中数学活动中总要涉及一些具体的数学思想和方法，如化归思想、特殊与一

般思想、分类讨论思想、数形结合思想等；消元法、换元法、降次法、降维法、配方

法、待定系数法、数学归纳法以及反证法等。在数学学习中对数学思想方法的领会掌

握和运用十分重要，可以说是数学学习的精髓。而数学思想方法没有独立的存在形式，

在各类教科书上没有也很难有系统的讲述，它往往蕴涵在具体内容，或伴随在具体的

某个数学活动片断之中。数学思想方法的传播和学习，除了要靠教师在长期的教学中

提示、归纳和点拨外，主要还是靠学生自己在长期的反思性数学学习叶J领悟、吸收和

运用。

因此，反思性数学学习中要特别注意发掘活动中涉及了哪些数学的思想方法，这

些思想方法是如何具体运用的，运用的过程中有什么特点、有什么限制条件?运用后

达到了什么效果?以前有没有运用过这种思想方法?在什么地方用的?那时是怎么

运用的?把两次运用的情况比较一下，现在的运用和过去的运用有何联系、又有何差

异?相I司点和不I一点分别有哪些?能否从中总结出有规律性的东两?有了这样的反

思，学生对数学思想方法的认识、把握、运用的水平就会不断提高。如在数列问题的

解决中，对于等差数列和等比数列的通项公式和前门项和公式应用的问题，还可以运

用方程和函数思想来分析和解决让学生体验数学思想方法对解题的重要作用和指导

意义，使学生由会解一道题到会解一类题，领会数学的精髓，提高数学素质，由“学

会”向“会学”转变。

【例4．1】已知集合A=(z I x2．3x+2=0)，B=(X I x2-ax+a．1=0)，且彳U B=A，

求实数a

分析：解此题可先由A LJ B=彳得出B￡彳，然后对集合B中的元素个数进

行分类讨论。

解：由题意可得A=(1，2)， 再由A UB=A得B￡彳

所以B=函或B=(1)或B=(2)或B=(1，2)

当B=①时，方程x2．ax+a．1_O无实根，即么=(a-2)2<0，此时a不存在。

当B=(1)或B=(2)时，／'1=(a-2)2=0，解得a=2，此时B=(1)，所以

a=2符合条件．

当B=(1，2)时，方程X2．3x+2=0和≯．ax+a．1=0的根完全相同，由这两
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个方程对应系数相等得a=3

综上，a=2或3

这是集合中最常见的分类讨论问题，解题时需对已知集合的子集元素的个数进行

分类讨论，尤其要注意空集是任何集合的子集。分类讨论的思想方法在我们高中数学

学习中是一个很重要的方法，所以在高一第～学期就要渗透下去，让学生尽快掌握。

高中生因其认知结构和知识经验还不够完善，不可能将教材具体内容所蕴含的数

学思想方法一下子就彻底领悟，很多时候只停留在例题表面，解决后并没有思想方法

的反思，因而学习也就停留在题目的表层，所以总是出现讲过的题会做，没讲过的就

不会做。所以在教学中教师要逐步引导学生对数学思想方法进行反思、领会、掌握和

运用。

4．1．3反思题意的理解过程

理解题意是数学解题学爿的首要环节。在获取信息时，要明确已知什么、求解什

么，即从题日本身去获取从何处入手、向何方前进的信息。题目的条件和结论是两个

信息源，从条什发出的信息预示着可知并启发解题思路，从结论发出的信息预告需知

并诱导出解题方向。在解题时，很多学生常常找不到解题途径，其主要原冈是“理解题

意”这一环节出了问题．他们经常被一些信息的表面形式所迷惑，经常遗漏一些重要的

信息，对条件与结沦之间的某些关系不能发现，同样的地方反复错误或面对题目无从

下手。这些现象表明学生不会理解题意，要真正学会理解题意，除了直接从“理解题意”

的过程中学以外，一个十分重要的途径是在解题后的“反思”中来学。

反思题意理解就是在解题活动完成以后，回顾自己从最初理解题意时怎样扶取信

息及如何加工信息方面进行思考，尤其是对那些有过反复曲折过程的问题进行反思，

如获得过哪些信息?遗漏过哪些信息?为什么会遗漏这些信息?题目中哪些信息是一目

了然的?哪些信息是隐藏的?对条件与结论之间的某些关系为什么不能发现?关系的转

化是否有错误?为什么会发生这样的错误?以后在理解题意时要注意什么事项?通过反

思，能使学生学会在理解题意方面寻找规律，积累更多的经验，这也是元认知方面的训

练。要思考题意中的哪些信息是自己不很清楚?为什么会不清楚?条件与目标之间有

哪些关系没有发现?关系的转化是否有错误?是什么原因导致的对题意的理解错误

等等，象这样去对其原因追根究底。
．2

【例4．2】已知@+2)2+等=J，求x2∥的取值范围。

错解： 由已知得y2=．彬．16x．12，因此X2∥=．3x2．16x-12=．3斛詈)2+等

．·．当x：一i8时，，∥有最大值孕，即，∥的取值范围是(一，—2F800 】。．·．当x=一i时，，+．广有最大值等，即，∥的取值范围是(一，—丁】。

反思： 没有注意x的取值范围要受已知条件的限制，丢掉了最小值。
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事实上，由于”2)2+寺=l j”2)2=1一等<l j一3<x<一l，

从而当沪一1时x2+户有最小值l
，'o

．‘．．≯咿的取值范围是【l，等】

学生在错解之后反思得到解此题时遗漏了X的取值范围，因为题目中没有注明

X的取值范围，所以再次遇上求二次函数的值域问题时，一定要考虑自变量X的取

值范围，而这个范围往往隐含在题目中，下次审题时就要注意题目中所隐含的条件，

如函数的有界性：偶次方，≥O，三角函数一1≤sinx≤l，指数函数a。>O，圆锥曲线

的有界性等。

在解完一道题后很有必要引导学生进行审查自己的解题是否混淆了概念，是否忽

视了隐含条件，是否是特殊代替了一般，是否忽视了特殊情况，逻辑上是否有问题，

运算是否正确，条件是否充分，题目本身是否有误等．在教学中，教师可以经常有意

识地选用一些题意理解上易错或易遗漏条件的题，去引导学生对题意理解的合理性进

行反思，让学生在“误”中“悟”，在“错”中“磋”，使学生真正意识到反思题意的重要性。

【例4．3】过点P(2，3)向圆c：，+伊=4引切线，求切线方程。

解：设切线方程为y-3=k(x．2)，化为一般式为kx-y-2k+3=O，圆心坐标为0(0，0)，
l 9正r．气l

半径为2，圆心到切线距离d等于r，有_L焉芋}=2
Ng-十I

< 气

解得肛音，所以所求的切线方程为：户3韦0．2)，即5x一12y+26=0
这道题学生在理解题意的过程易忽略已知点与网的位置关系，若已知点在圆．E求

切线，则该点就是切点，应该只能求出一条切线；例题中明显有点P在圆外，而解答

中只求出了一条切线方程，这与实际不符，那么另外⋯条呢?如果有，又为何不能解

出?进一步意识到由于存解答过程中，利用点斜式设直线方程，这种形式存在一定的

缺陷，用点斜式时要注意直线斜率的存在性，斜率不存在不等于直线不存在，当直线

与X轴垂直时斜率不存在，而此题正是还有一条直线符合条件，即直线：X=2。

通过对题意的反思，学生可以很快得出自己所求的一个结论是错误的，从而从解

题过程中寻找突破口，发现在第一步设直线方程时，就有漏洞，也就理解了直线方程

的几种形式在使用时是有限制条件的。如用点斜式和斜截式时应考虑斜率是否存在，

用截距式时要考虑直线必须与两坐标轴有非零交点。今后再遇到类似求切线方程问题

时，不会因为没考虑直线形式所限制的条件或忽视了隐含条件而漏解。

4．1．4反思相关问题

高中数学的许多知识点都不是孤立无缘的，而是有紧密联系的。在学习活动q，必

然要与一些曾经见过或似曾见过的相关知识点发生联系，通过对与数学学习活动有关

联的问题进行反思，不仅可以挖掘知识间的内在联系，而且可以促进知识的同化和迁
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移，有利于学生更好地建立起合理有序的知识结构体系。反思新旧知识间的内在联系，

可以由旧知识去理解新知识，也可以用新知识去解决旧问题。

教!学中教师可以引导学生回顾整个活动中曾经与哪些问题有过联系，有什么地方

联系过，它可以与哪些问题有联系。去思考为什么会或者可以产生联系，具体产生了

什么联系，是问题的情境(知识、表述方式、图形等)有联系，是问题的方法(包括策略、

数学思想等)有联系，还足问题的结论有联系。是整个问题有联系，还是问题的某个

局部有联系。所有这些联系之间能否概括出某种规律或经验。通过这样的联系。对原

问题是否有新的认识。如在解题活动中必然要与一些已相识或似曾相识的问题有所联

系，囚而在活动结束以后应对那些有过联系的问题进行反思。通过反思来挖掘知识间

的内在联系，促进知识的I一化和迁移。帮助学生整合知识结构，建构知识体系。

我国著名数学家华罗庚说：“数与形本是相倚依，焉能分作两边飞，数缺形时少

直观，形缺数时难入微，数形结合百般好，隔裂分家万事休。"所谓数形结合，就是

根据数与形之间的对应关系，通过数与形的相互转化来解决数学问题的思想，实现数

与形的结合。在运用时它常与以卜．内容有关：①实数与数轴上的点的对应关系；②函

数与图像的对应关系：③曲线与方程的对应关系；④以几何元素和几何条件为背景，

建立起来的概念，如复数、三角函数等：⑤所给的等式或代数式的结构含有明显的几

何意义。以形辅数，可以使一些看似难以入手的数学问题，借助图形的直观性，找出解

题捷径，使我们的学习和研究更加深刻。因此，教师应允分认识数形结合思想的重要

性，加强数形结合教学的一些规律性知识，让学生在直觉中联想到与其相关的学科知

识并利用它解决问题。从而使学生的发散性思维能力得到发展。

【例4．4】问题一：求函数u刮2f+4 N6．f的最值

分析：由于函数右端两根号内同为t的一次式，若只做简单换元√2什4=m，是无

法转化出一元二次函数来求最值的；若对式子进行平方处理，将会把问题复杂

化，该题用常规解法显得比较困难，考虑到上面函数右边有两个根号，故可采

用两步换元．

解：设刮f+2扩刮6一f，则u刮2 x+y，且，咿=8(o≤X<2X／2，0≤Y≤2X／2)

所给函数化为以U为参数的直线方程y=√2 X+U，它与圆x2+y2=8在第一象限的部

分(包括端点)有公共点，U。；。=2√2，当直线与圆相切于第一象限时，“取最

I，，I 一 一

大值，利用圆的性质知—产警告i=2xf2， 得铲±2√6，取“=2√6 得
NNz厂rl。

llmin=2砺
问题二：点P是边长分别为5、7、8的AABC的内切圆周上一点，求P到AABC

的三个顶点的距离的平方和S=IPAl2+IPBl2+IPCI2的最值。(图4．1)

分析：直接用三角形的知识去解，思路比较复杂．此时可由形思数，而由形思数
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的桥梁是建立直角坐标系，本题可取BA所在的直线为X

轴，以B为坐标原点， 建立直角坐标系．如图，

从而可变形为数，打开思路之门．

解：取BA所在的直线为X轴，以B为坐标原点建立

1

直角坐标系．如图，由余弦定理得COSZABC：丢
1-

1

．‘．ZABC=60。 则B磅(5+8-7)=3，

图4．1

在Rt ZX 0'BD中，0。D=肋·t930。刮3，故刮3
O’(3，小)，则圆O’方程为(x．3)2+(y币)2=3
设点P的坐标为(3刊3 COS口，√3十√3 sin臼)

则s=lPAl2+IPBl2+IPCI2

=(3邯cos㈣2+m邯sin竹(3邯COS竹币邯cos 0-4)2

+(怕邯sin 0．4怕)2
=56-6 sin臼

．

气” ”

当日；等时，Sm甜=62；当伊—}时，Smm=50

对以．}：两个问题反思：问题一巧妙利用了题设所提供的式子的几何特征，联想到

圆的一部分与直线的交点问题，从而借助圆的性质来解决，使原本繁琐的问题简单化；

而问题二灵活地运用代数方法(即解析几何方法)来解决复杂的，}￡面几何问题，使原

本用平面几何知识较难解决的问题思路清晰化，两例的解题方法别致、简洁。从中也

领会到数形结合的思想在解题中的灵活运用。

这样的反思不仅能挖掘知识间的内在联系，又能促进知识的同化和迁移，帮助学

生整合知识结构，建构知识体系。

4．2反思性数学学习的教学策略

教学策略是指教师根据具体情境，运用一定的教学理论去解决某一实际问题的谋

略。学生学习过程中的反思是重要且必要的，是旁人无法替代的。因此，在教学中要

让学生学会反思，并且自觉、主动的反思。在教学中，教师应积极创造反思条件，引

导学生自觉反思。

4．2．1创造条件激发反思

反思是一个情感与认知密切相关并相互作用的过程，它不仪要有智力加工，而且

要有情感因素的支持。反思意识是学生进行反思活动的内部动力，是入门的先导。激

发学生的反思意识，是培养学生反思能力的根本动力。要激发学生的反思意识，必须

先使学生对反思的效果感兴趣。教师可以在教给学生数学知识的间隙穿插着讲一些科

2I
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学家因反思而发现问题，再经过进一步研究而取得成功的故事。在平时的各个教学环

节中，尽量创设问题的情境，提供反思信息，促使学牛去潜心思考，深入研究。教师

可通过对某一问题的深入探究，有针对性地指导学生有意识地进行反思，提出中肯的

改进意见，让学生明确没有反思便难有自我改错纠偏的道理，明确反思不仪能及时改

正错误。还能优化已有认识，提高自身的合理性水平。

为了使学生更好更快的学会反思学习，教师应在教学中给学生展示反思过程。如

在课堂上、在解决问题的过程中、在学习新知识的过程中等。只有这样学生才能比较

清楚的了解什么足反思性数学学习，才能理解和掌握这项技能。也只有这样，学生也才

自觉地多进行反思性数学学习练习。教师可以将自己是如何分析问题解决问题的展示

给学生看，说给学生听，自己遇到了哪些困难，后来这些困难是如何突破的，给学生展

示思维过程，让学生了解自己是如何反思、总结和概括的。学生的很多学习习惯都是

从模仿教师的教学和学习习惯开始的。

数学公式定理形成过程大致有两种情况：一是经过观察、分析，用不完全归纳法、

类比等提出猜想，而后寻求逻辑证明；二是从理论推导得出结论。教学中的每个公式、

定理都是数学家辛勤研究的结晶，他们的研究蕴藏着深刻的数学思维过程，而现行的

教材中只有公式定理的结论和推导过程，而缺少公式定理的发现过程。因此，引导学

生参与公式、定理的发现过程，并对发现过程进行反思，这对激发学生的反思意识有

十分重要的意义。

K案例4．2卫抛物线的标准方程推导片断

提问：由抛物线的定义，我们如何得到它的标准方程呢?

学生讨论、探究得到至少三种建系的方法：

方案一：以，为Y轴，过点F与直线，垂直的直线为X轴建立直角坐标系

得到抛物线方程为：yZ=2px-p2(p>O)．

方案二：以定点F为原点，平行l的直线为Y轴建立直角坐标系

得到抛物线方程为：，=2雕+矿p>o)．

方案三：取过焦点F且垂直于准线，的直线为x轴，X轴与，交于点K，

以线段KF的垂直平分线为Y轴，建立直角坐标系

得到抛物线方程为：，=2职p>o)．

引导学生反思三种方案，比较所得的各个方程，应该选择哪个方程作

为抛物线的标准方程?学生很容易发现方案三中得出的方程应作为抛物线

的标准方程。因为这个方程不仅具有较简便的形式，而且方程中的系数有

明确的几何意义：一次项系数就是焦点到准线距离(焦准距)的2倍．

中学课堂上教师往往注重对学生进行知识传授与解惑，考虑得较多的是如何在课

堂上完成教学任务，而让学生参与反思活动较少，认为这样会浪费时间，影响教学进

度，这些观念和想法导致了学生不能成为课堂主人，有惑而不能解，有发现而得不到
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展开，最主要的是不会自己去学习。常常出现屡教屡不会的情形。在课堂上因大胆地

留给学生反思的时间，教师能不讲的则不讲，学生在出现错误的时候能引导学生主动

去发现。

4．2．2抓住时机强化反思

反思性数学学习是一个长期的过程。要让学生明确没有反思便难有自我纠错的道

理，要使学生的反思行为习惯化，也就是主体遇到特定刺激出现相应的反应。有反思

习惯的学生，在学习的过程中会就学习计划、学习过程、学习结果等进行自觉、主动

地反思。反思意识得到强化后，学生心理上就有一道“警戒线”，它随时提醒着学生

对自己的学习保持应有的警觉，一旦有可疑之处便立即进入反思状态。实践中可指导

学生写好反思记录本和整理错题集来强化反思意识。

4．2．2．1建立反思记录本

学生建立反思记录本，是养成良好反思习惯的途径。学生将所学的知识点和解题

方法或学习方法、容易解错的习题、学习失败的教训等记录下来进行研究。有学生认

为自己做了很多题，但效果不大或者老师一讲就懂但自己一做就错。这种现象本身就

是一种反思，但这种反思是停留在表而现象上。大多数学生是由于学习习惯和方法不

当造成上述现象。教师引导他们去反思自己的学习习惯和方法，就像有些学生自控能

力不强，需要他人的督促才能做作业，有的学生太过自信，思想上不够重视，他人的

好方法不愿接受或一听而过没有思考等，这些经验和教训可以记录在课堂反思记录本

上，并总结出自己认为最好的方法或疑问点。

由于学生的认知能力不强，缺乏自我评价意识和能力，他们做完作业往往不检查，

不善于寻找和纠正自己的错误，因此，在解题过程中易出错，所以教师应督促学生记

录下来，找出错的原因，就会培养学生自我评价意识和能力，从而提高学习效率。像

课堂上例题解答，学生在反思解题过程中自己想到，但未与教师交流的问题；作业中

对某些不同解法的探讨、情感、体验的感受，学习习惯、合作意识等，都．口J’以通过反

思记录本来表达。这样还可以在师生之间搭桥铺路，让教师及时了解学生的学习情况、

情感态度及困惑，便于采取针对性的措施加以解决，使师生的情感更加融洽。

在课外学习活动中学生可以用自述的方式来记录数学活动中的体验或用数学的

知识来讲述自己一天(一周)的生活情况。这样，不仅可以进一步理解和掌握已学的数

学知识，而且还可以倾诉对数学学习的喜悦和烦恼，从而进一步肯定或改进自己的数

学学列行为。学生每天上完数学课应及时反思上课中出现的知识点(包括例题类型、

解题思路、方法和数学思想等)，对它们的理解程度：与学过的知识的联系：本节课

的重点、难点、疑点；自己的解决方式。在反思这些问题的基础上，重新理一下知识

结构体系，达到认知结构的再组织，促进理解，或以图示的方式对本节知识作好笔录，

减少记忆量，利于数学知识的更好掌握和运用。

教师不仪要提倡、鼓励学生写，还要在一个阶段后作好批阅，当作⋯份作业，了
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解学生存在的学习情况，进行个别指导，同时对学生的反思工作起到监督的作用。好

的表扬并在班级传阅，不足的给予指导帮助，以便提高记录本的质量。长期以往，持

之以恒，直到养成自觉反思的习惯。如图4．2

图4．2

4．2．2．2整理数学错题集

每个人在做数学习题时，都会出现这样那样的错误。把这些错误记录在专门的本

子里，建一个属于自己的数学错题库，学生从中获得反思的对象信息，并在反思中弥

4q,矢N识上的不足和思维上的缺陷，是一条很好的培养学生反思能力的途径。在这个数

学错题库中，学生要及时记录错误的题目，仔细分析错误的原因，提出改进的措施，

以求吸取教训，杜绝此类情况再次发生。
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指导学生做好错题分析，认真订正，记好解决方案，以便日后提醒自己，做好防

范措施。教师可以在批改试卷后记录成绩时对学生订正与反思过程打分，将它与原始

分数加在一起算本次测验的真正成绩，这样，学生积极参与错题反思并形成习惯，也

让学生意识到反思的重要性。(图4．3)
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当然学生的反思不应该是自我封闭的，而是开放的。教师应鼓励学生积极主动地
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与别人多交流多争辩，同时不断反思，使问题明朗、清晰，这样可使学生理解问题更

严密、更深刻。教学中可以尝试学生四人一个小组，把自己的错题集和本组同学互相

交换，-一方面是看看别人的错误是不是和自己一样，以告诫自己不要犯同类的错误：

二是看别人的反思过程对不对，有些学生在改错的时候仍然思路不对，这样，既检查

了别人的错误同时又巩固自己的知识，对自己也是一个促进。从另一个角度讲，学生

一次次错，教师一次次重复讲，耗掉教师多少精力，但效率却不高。实践证明，多让

学生进行反思回顾，既是给学生一个很大的自主空间，相对也给老师释放了一个空间。

错题实际上包含着学生知识上的欠缺和能力上的盲区，如果能用好这个渠道，将

是学生走上成功之路的捷径。俗话说“失败乃成功之母”，失败中蕴含着成功的必然，

只要注重查漏补缺，惩前毖后，弄清失败的原因，就能找到补救的措施，通向成功的

坦途。

26
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5．1概念教学

数学概念一般是以准确而精练的数学语言运用定义的形式给出的，具有高度抽象

的特征，是学生进行数学思维的核心。学生理解和掌握概念的过程实际上是掌握同类

事物的共同、关键属性的过程。同类事物的关键属性可以由学生从大量同类事物的不

同例证中独立发现，这种概念的获得的方式叫做概念形成；也可以用定义的方式向学

生直接揭示，学生利用己有认知结构中的有关知识来理解新概念，这种获得概念的方

式叫做概念同化。概念形成与概念同化是两种基本的概念获得方式。

由于学生学习是掌握前人已经发现的数学知识，把前人的数学活动经验转变成自

己的经验，使其成为自己解决问题的工具的过程，因此概念同化是学生获得数学概念

的最基本方式。但是，由于学牛的认知结构处于发展过程之中，靠死记硬背是很难牢

固掌握概念的，因此教师在教学中要创设问题情境，积极引导学生通过探索，反思概

念形成的过程，多问几个为什么。例如，为了使学生能深刻理解函数单调性定义，在

讲授函数单调性定义后，可提出下列问题引导学生反思：(1)为什么要给定区间?(2)

为什么要“任意两个自变量的值”?(3)如何判断函数的增减性?这些问题引起学生对

概念的反思。通过反思，使学生对“函数单调性”的定义有一‘个深刻的理解，深化了

学生的知识建构。

在数学学习中，数学概念的学习毫无疑问是重中之重。如果概念不清，那么一切都

无从谈起。高中数学中的新概念往往足以两种方式给出：一是在列举学生熟悉的实例

后归纳出的。如数列、线性规划等。学生易于理解接受：另一种是利用已有的知识直

接给新概念下严格的数学定义，对于后者，并不是靠读儿遍就能正确理解的．例如对函

数定义的理解，教师可以提出反思式学习提纲：(1)研究对象是什么?(2)研究对象之

间有什么关系?(3)x的值与Y的值如何对应?(4)有了上述对应关系后，Y和X间的这

种关系叫做什么关系?经过反思，深化了学生对初中函数定义的理解，并在头脑中对函

数的定义形成完整的概念，在此基础上总结出“函数定义的本质是两个非空实数集之

间的单值对应关系．"通过反思式概念学习，不仅理解了数学概念，更重要的是学生受

到了一次如何理解数学概念的示范，并在今后概念学习中得以应用。

区案例5．1羽双曲线定义教学片断

教学过程：

(1)复习提问：

问题l：椭圆的定义是什么?

问题2：椭圆的标准方程是怎样的?

问题3：如果把上述椭圆定义中的“距离的和”改为“距离的差”，那么点的轨
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迹会发生什么变化?它的方程又是怎样的呢?

(2)探究新知：

问题1：定点一、凡与动点M不在平面上，能否得到双曲线?(进入

反思)

学生回答：不能．【加强了对“在平面内”这个范围的理解】

问题2：IMFlI与lMR哪个大?(对椭圆的形成过程进行反思)

学生回答：不一定。观察教师示范作图，得出结论当M在双曲线右支

上时，

IMFll>lMF2I 当点M在双曲线左支上时，1MFIl<IMF2I．

问题3：点M与定点一、尼距离的差是否就是IMFd—IMP217

学生回答，不一定，也可以是IMF21-IMFlI．

反思问题2和3，可以得到什么?

学生回答：对距离差的正确表示为IIMF21．IMPlm

问题4：这个常数是否会大于等于I一足I?

(对椭圆中距离和与lFl尼l大小关系进行反思)

学生回答：常数应小于1只屁I且大干零．当 数=IFIF2I时，轨迹是以尸1、足

为端点的两条射线；当常数>IFlF2|时，无轨迹．

再次反思上述问题，领悟双曲线的定义

引导学生概括出双曲线的定义：

定义：±亘凼生鳗仝塞。亟凸：垦堑盔羞鲍丝放焦笠王堂熬f 4：王函已I鲍正

数2鲍惠塾迹叫做双曲线，这两个定点叫做双曲线的鱼盏，两焦点的距离叫
做双曲线的焦距。

概念中几个关键词：!：壬亟卤：：L：：堑矗的薹鲍绝盘焦：：!=!鲎数爿!王臣旦[

这样，学生掌握了双曲线的概念，深刻理解了定义中的几个关键词，为后期双曲

线方程推导和性质的学习埋下伏笔。同时通过反思，强化了对椭圆概念的理解。同样

类型的还有等比数列概念的学习。

对一个数学概念的学习，并不是仪仪能记住它，说出它的定义、认识代表它的符

号，而是要真正能够把握它的本质属性。教师在教学中除了要引导学生积极参与概念、

定理、公式的发生和形成过程外，还应引导学生运用已有的经验、知识、方法对所学

的内容进行反思，重视引导学生对相似的概念、公式、定理之间的不同结构与本质区

别的反思。只有通过反思，才能深刻理解其内涵和外延，揭示其本质，以免思维产生

负迂移。

5．2阶段性复习教学

通过反思沟通新旧知识的联系，挖掘知识之间的内在联系，促进知识的同化和迁
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移，有利于帮助学生建立合理的知识结构和体系。因此，培养学生养成阶段性反思习

惯是顺利而简捷完成学习任务的保证。因而复习时应设计一些数学情境，给学生提供

一个对基础知识、基本概念重新理解的机会，以进一步掌握基本知识，理解基本概念

的本质。

在学完某一单元的数学知识后，不仅让学生自行编制知识网络，使知识更加系统

化，而且要引导学生对本单元内容进行反思：这一单元主要研究了哪些问题?重点是

什么?用了哪些研究方法?与以前的知识有什么联系?通过反思，使知识系统化；町以

通过举反例的方式进行反思训练。恰当的反例对学生自行纠正理解上的错误是有益

的，对帮助学生构建认知结构也是有利的；在阶段性复习教学中教师要注意收集和总

结学生在这一单元学习中发生错误的典型材料，在教学中有针对；

K案例5．2刃等差、等比数列复习教学案(第一课时)

一、基础知识

等差数列 等比数列

定义

通项公式

前项求和公式

等差(比)中项

基本性质

二、练习反馈

1．等差中项(a。)，首项al=1，如果a1’口2、口5成等比中项，则公差赤——
2．已知数列{a。)，当11≥2时，有口，I+1．2锄+锄．1=2且al=．4，口2=．8，则an=

3．在等差数列(口。)中，已知a2+a5+口8=9，a3a5口7=。21求数列(a。)的通项公式．

4．等比数列{a。)中，若a4=5，as=6则眈口lo- ％：

5．已知S是等差数列(a。)的前珂项的和，若al=驴0且&=Sll，当胛= 时，

&有最大值，最大值为

三、提炼思想方法

1．函数思想：数列可看作是一类特殊的函数( 是 的函数)

2．方程思想：通过解方程组掌握在五个量( )中知三求二

3．基本量思想：将数列问题转化为关于基本量( )问题

4．类比的方法：等比数列的学习与等差数列进行类比

四、典型例题

例l在等差数列(‰)中，

(1)已知al=20，a．=54，S,,=999，求d和珂

(2)已知d=2，n=15，口n=．10，求al和S
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例2已知数列(口。)为等比数列，且a3=25，铂专，设bn=log：d。
(1)求证：(b。)是等差数列；

(2)求数列(b。)前n项和＆；

(3)求品的最大值。

例3等差数列{bH)的各项为正，其前聆项和为n，且T3=1 5，

又口，+6，，a2+b力aj+bs成等比数列，求兀

五、课堂练习

1．已知1是a2与b2的等比中项，又是丢与昙的等差中项，贝j，口a+十。b乙一一
2．在3和9之间插入2个正数，使前三个数成等比数列，后三个数成等差数

列，则这两个数的和等于——
3．等差数列{口。}中，al=36，a9+口Io+口11+口12=0，求'-3 S。取得最大值的胛

六、高考回顾

1．(08宁夏)已知(a。)为等差数列，a3+a8=22，a6=7，则口5-

2．(08上海)已知数列(a。)是公差不为零的等差数列，al=l，若al，02．a5成

等比数列，则锄=

七、个人反思与收获：

1．学到的知识及学习过程中体现的数学思想方法

2．解题思路的寻找及解题的方法

3．知识学习、知识应用过程中，值得关注的问题

学习一个单元的内容，可以看做是由薄到厚的过程，而对单元的复习则是由厚到

薄的过程，即将凌乱的知识进行提炼、概括、总结，以便在头脑中形成思想、观点和

方法，这就是“薄"。这些薄的东西才是数学最本质的东西。

本案例基础知识这一部分，通过一个简单的表格，将等差数列与等比数列的知识

点一一罗列并进行了对比。体现的是课标要求，突出了本章的重点，而练习反馈是对

基础知识中抽象知识的具体化，典型例题、课堂练习、高考回顾这三个部分，是对基

础知识，基本的数学思想方法进一步的理解和深化，通过知识的应用和通性通法的运

用，来达到巩固知识，掌握方法的目的。个人反思与收获其实就是从以下这三方面来

进行：(1)本节课需要理解并掌握的知识；(2)研究数学的方法以及解题的基本方法、学

习中所体现的数学思想；(3)解题的要领和解题中易错的步骤。象这样每节复习课通过

学生自己的反思，让学生真切感受到有收获有提高，有成就感，使学生更有兴趣地学

习数学。

在复习时，可以采用教学案的方式，在课前发给学生，让学生完成基础知识和练

习反馈，有利于学生创造性思维的发展，也促进学生间的交流，形成合作意识。不|一

30
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层次的学生都可以在教学案中找到适合自己的问题予以解决。教学案中有基础知识的

梳理，有重要数学思想方法的体现，有典型的例题、习题。这样能突出基础知识、重

点知识、重要方法，并能促使学生去领悟数学思想，使学生通过这样一个反思性学习

过程来完善自己的认知结构，提升自身的能力。

5．3习题教学

解决一道数学问题后，应考虑提醒学生全面分析问题，引导他们多方位、多角度

联想，获取多种启发，引出多种方法或技巧来解决问题。如该题本身有什么特点、差

异和隐含关系，解题中应用了哪些知识和方法等．通过沟通新I甘知识联系，从而认知

新知识的内在联系，达到对知识的理解和掌握，开阔解题的视野。除了反思所涉及到

的思想方法外，还应对以下内弈进行反思。

5．3．1反思解题的过程

所谓“学之道在于悟”，即是指理解要靠学生自己的领悟才能获得，而领悟又要

靠对思维过程的反思才能达到。如果在解题后即认为大功告成而不对解题过程进行反

思，那么解题活动只能停留在较低的经验水平，解题能力难有真正提高；如果在解题

之后能对自己的思路作出自我评价，对整个解题过程的方方面面进行深入的探讨，那

么学生的思维就可能在较高的层面上得到概括，并可能提升学生的理性思维水平，使

解题能力得到真正提高。

0 ，，2

【例5．1】例：已知Fl、F2是椭圆鲁+々=1的左，右焦点，P是椭圆上一点，

且ZFIPF2=1200，求△PFIF2的面积

解完后引导学生反思：

(1)在思考问题过程中，自己是否很好地理解了题意?

(2)弄清了结论和条件之间的内在联系，是什么方法使得较快地找到了解题的突

破口?

(3)每一步有都据可依吗?

(4)在解题中曾走过哪能弯路?有什么规律性的经验可以吸取；

(5)自己的思考与老师或同学的有什么不同?

(6)解决过程中用到了哪些知识点?

如果将题目中的数字改成字母，会怎么样?
v2 ，，2

(1)已知只，疋是椭圆鲁专2l的左，右焦点，尸是椭圆上一点，且ZFIPF220
求APFlF2的面积。

再将条件改变，能不能做?
o ，2-

(2)已知E，五是双曲线智·苫2l的左，右焦点，尸是椭圆上-A，J丑．ZFIPF220，
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求△PFlF2的面积。

在反思过程中学牛能得到以下知识点：椭圆的第一定义、三角形面积公式、半角

公式、特殊角的三角函数值、余弦定理、两个数和的完全，F方公式；椭圆中日，b，c的

关系式。在反思过程中学生对这些已学过的知识又有了新的认识。

5．3．2反思出现错误的原因

解题的过程不是一帆风顺的，学生总会在某个部分有些挫折，解完题后教师要指

导学生对产生错误的原因追根究底。思考自己对题设的条件之间、条件与目标之间有

哪些关系没有发现，关系的转化是否有错误，是什么原凶导致的或对题意的理解存在

什么样的偏差，造成这种偏差的原因是什么等等。把失败过程和从失败到成功的过程

暴露出来，从反思中使学生看到转变思维的方法、方式、方向和策略。

有时也可依据学生解题时出现的“常见病”、“多发病”，或教师在解题时有意出

错，把错误暴露给学生，引导学生反思，使之处在思维困惑的情境中，最后在反思中

弥补知识上的不足和思维上的缺陷。

如在学>-3“利用基本不等式求最值中”设置练>-3：

【例5．21已知正数x,y满足x+2尸l，妻+i1，的最小值
学生中会得到两种错解：

甲：‘．。xER．·．x+；I≥2

同理：2y+二12≥刈2

两式相加得

x+2y砖+i’，芝撕+2
‘．‘x+2尸1 ．‘．(÷+言)min=2Q2+1^ y

乙：。．。x+驴1 ．·．圭+歹1_(x+2y)(；1+多)芝2呖划专=加
．·．(；1+iI)min=4N压

反思这两种解法，发现都没有考虑到不等式中等号成立的条件，而造成错误，

引导学生重新审视基本不等式求最值的条件，重做此题，得出正确解法：

丙：‘．‘x+驴1 ．·．委+歹1=(；1+多)”刎=3乎号>3+2"4-2
当且仅当竽=x'，时取等号
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故当妒蚯．1旷1．孚时，有(妻+可1)mi。=3+2蚯
进而在学生头脑中产生了利用基本不等式求最值的条件“一正二定三相等”缺一

不可的强烈感觉，也培养了学生思维的严谨性。

5．3．3反思更好的解题方法

一般说来，一个数学题不止有一种解法，而由于我们的经验和思维的局限性，首

先想出的未必是最好的解法，在得到了一种解法后，对解题的全过程进行的反思，即

可检查逻辑上有无漏洞，也可能会得到不同解题途径，其中必有最佳方法。

【例5．31等差数列{d。}的前m项和为30，前2 m项和为1 00，则它的前

3 m项的和为( )

A．130 B．170 C．210 D．260

解法一：将&=30，&m=100代入Sn=g／t／I+寺n(n．1)d

解得出刀40，al专+矛20 ．·．S3m=3mal+3m(3m．1)d=-2 1 0

这种方法是利用方程思想来解的，解题之后引导学生想一想有没有更好的

方法，由此会想到下面的方法：

解法二：设而不求，整体处理．根据等差数列性质知：品、&m．Sm、岛埘．&所

也成等差数列，从而有2(&埘．S,n)=蹋竭忉．&所所以&坍=3(&小·Sm)=21 0

当然，在使用此种方法时要防止学生误认为。％、＆所、岛Ⅲ成等差数列。

解法三l利用选择题型的逻辑结构，采用赋值法．令m=1，得Sl=30，&=100，

从而a1=30，a2=70，a3=70+(70-30)=l l 0，

．‘．S，=al=a2=a3=210

解完后引导学生反思：这道题的解法有多种，哪种方法更快，更有效，哪种方法

容易产生错误。

解决问题后，可以对学生进行一题多解，多题一解的训练，或是将问题中特殊条

件一般化，从而推广更为普遍的结论。这样可扩大视野，深化知识，提高学生的数学

思维能力。改变原题的结构或是问法，往往可使一题变串题，有利拓展思路，提高应

变能力，如命题条件不变或变化是否可变换出新的结论，例题条件再加强能否引出新

的结论，探索命题背景，能否对结论特殊化、一般化等。

匝案例5．3习直线与抛物线复习课

(1)问题认知情境创设

复习回顾抛物线的定义，提出如下引例：

引例：已知尸(．1，口)(口≠o)，T(三，o)，抛物线，=h，判断线段PT中垂线
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与抛物线的位置关系。

(2)问题探究与变式

I'口-J题1：已知P(．1，口)(a≠o)，T(1，o)，抛物线，=h是否存在a的值，使线
段PT中垂线与抛物线相切。

问题l是在引例的基础上进行引申，突显判断直线与抛物线位置关系的

方法与思想本质。

问题2：设尸(．1，口)@≠o)，T(1，o)，所在直线交抛物线，=及于A，B两点

①当Cl--2时，求弦AB的长；

②判断命题：“若a=2时，则OA·OB=一l”的真假。

问题2是让学生进一步体会韦达定理的整体思想在相交问题中的作用，

让学生感悟“消元”中简化计算的方法及与其他二次曲线的区别。

问题3：弦AB的中点为M，作直线MN垂直于直线X=-1，交于点Ⅳ，

线段MN的中点为日，

①判断点日是否在抛物线上；‘

②过日与NO垂直的直线为m，当a变化时，直线m是否有可能是抛物

线切线?

问题3让学生进一步感受“解析法”中用代数方法解决几何问题的思想

本质，通过抛物线中的优美结论，感悟抛物线中的美。

通过对这一系列问题的设计反思和解决问题后的反思，学生对直线与圆锥曲线的

一般性解法和特殊解法都有了一定的认识。

5．4评价形式多样化

教育评价是指根据特定的教育目标、运用系统方法收集和分析资料，对教育现象

或教育活动及成效进行价值性的评判，并为教育决策提供依据的过程。评价的依据是

特定的教育目标：评价的作用是为教育决策提供依据，并为改进教育服务：评价的目

的不是证明，而在于改进。∞

评价不仅是教师的单一评价， 更是多元主体的评价，可以把教师评价、学生自

我评价和学生相互评价以及其他社会成员评价结合起来。其中自评是学生对自我数学

学习情况的再思考，互评是学生对他人数学学习情况的再思考。

5．4．1自我评价

自我评价是学生对自己的学习过程、学习结果进行自我评判与分析的一种自我审

视的行为。组织有效的自我评价有助于学生随时进行自我反馈、自我调整、自我完善，

有助于提高自我评价能力。

∞林崇德，中围中学教学百科全书．教育卷，沈阳出版社1990第52页
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对自己所学的知识进行反思，自我评价哪些知识点已经掌握了，哪里还有欠缺，学

习方法如何。刚开始学生自我评价非常肤浅，如做错一道题，分析错误的原因就是“读

题粗心”，经过评讲错题时老师和学生的互动，指导学生找出错误原因并写出来，写

得要具体，是概念不清还是用错公式；是没弄懂题意还是计算马虎；是解题方法错误，

还是解题技巧错误，或是基础知识掌握不牢而导致的错误。即使是马虎也要检查一下，

是看错了题还是没觉察出题中的隐含条件，还是未弄清条件和问题之间的关系；是意

思理解错了，还是没弄清题意导致思维偏差或不完整。通过学生自评可以让学生感悟

到自己是怎么错的，什么情况下错的，为什么错的，越具体越好。这样让学生的思维

活跃起来，考虑问题时也更全面。即使学生的题目做正确了，同样也对自己的做法进

行反思。经过一段时间的自评训练，学生的自评内容非常丰富，包括一类题的拓展、

单元系统的自我认识及一种思想方法的应用。

学生自我评价体现了学生是评价的主体，是以评价者自身的数学学习为评价对象

所进行的价值判断，有助于充分发挥评价对象的主观能动性。在评价中，指导学牛对

照评价要求，进行反思，逐步由现象到本质地对自己的数学学习行为进行分析与判断。

5．4．2小组互评

反思性学习也是一种依赖群体支持的个体活动，它不仅要求反思者有一个开放

的、负责的、执著的心态，同时也有合作、协调、信任的环境要求。它是一种合作互

动的社会实践和交流活动。学生在反思过程中，如有他人指点或与他人合作进行，会

加深理解，反思的效果会更好。正如格瑞斯认为：孩子们不了解自己都知道什么，当

我们发表自己意见的时候，或者别人从我们这里获取信息的时候，对于听者和说者而

言，都是非常具有启发意义的。因此，在教学过程中，教师多创造让学生在反思性学

习过程中相互交流、讨论的机会。

采用小组合作学习，营造探求反思的交流氛围。通过讨论、交流，学生可以发现

自己数学学习上的优点和缺点，正确地看待自己的进步状况，学生在交流中学会反思，

让交流得以升值。存学生互评过程中，教师可不作评判，而是引导学生进行讨论，发

表自己的看法，评价他人的说法。学生不仪理清了思路，巩固了知识，而且在辩论11，

培养了口头表达能力，提高了自己的分析水平，发展了思维能力。

在数学学习中开展自评与互评很有必要，一方面，它培养了学生的反思习惯；另

一方面可以让学生重新认识自我，树立信心，不断进取。
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第6章反思性数学学习的实验研究

6．1实验的目的

本实验试图通过对高中学生实施反思性学习的教学策略，激发并强化学生的反思

意识，让学生养成适时反思的习惯，培养学生独立获取知识的能力，交流的能力及问

题解决的能力，逐步改进传统的数学教育教学观念。具体有以下四点：

1．通过实验，提高学生数学意识，优化学生思维品质；

2．通过实验，培养和提高学生的数学反思能力，提高学习效率；

3．通过实验，提高学生参与数学学习的主动性；

4．通过实验，提高学生的数学成绩

6．2实验的基本过程

6．2．1实验设计

被试全部取自南京第六中学笔者任教的高二(4)、(8)班(两班人数分别为55

人，43人)。(4)班为实验班，(8)班为对照班。在相同教学时问的前提下，分别对

实验班和对照班采取不同的教学方法，(4)班进行反思性数学学习，(8)班正常教学。

主要采取以课堂教学为主渠道的方式进行，比较班级整体水平差异。

6．2．2变量的控制

相同的教材、相同的课时、相同的练习题、相同的测试方式。

6．2．3前测

把高二第二学期开学统测考试成绩作为前测。

6．2．4后测

把高三第一学期期中统测成绩作为后测。

6．2．5实验结果分析

在实验过程中，前后共进行了8次统考，对测试后的成绩作差异显著性检验，前

二次成绩无显著差异，后五次实验班均强于对照班，且呈渐强趋势，高三第一学期期

中统考成绩差距最大，现对实验的前测成绩和高三上学期期中统考成绩对比分析。

由表6．1数据信息表明，实验班与对照班比较，前测成绩差异不显著(t=O．73，P

>0．05)而后测成绩有显著差异(t=4．20，P<O．01)，实验班的成绩明显高于对照班，

说明了教学实验对提高学生的数学成绩方面是明显的。
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表6．1

Ⅻ目 实验班 对照班 显著性检验

成痞＼＼ 均值 标准差 均值 标准差 t P
＼

前测 76．1 10．2 75．8 11．5 O．73 P>O．05

后测 85．7 7．9 81．2 9．8 4．20 P<O．01

在实验中，对实验班进行定期批改反思记录本和查看错题本，强化学生通过对知

识点的归纳，典型例题的巩固整理来形成自己的数学知识网络。在实验班还进行特殊

的考试分析：每次考试后有一个对知识点对错统计的表格(见附录)，表格中详细列出

了高中阶段的每一个知识点。一次考试后，知识点的对错统计下来一日了然，学生很

清楚自己这一阶段存在的问题和下一阶段要达到的目标。在执行中，学生会有两次得

分，一次是原始分，一次是订正并在试卷上写好反思后教师评的分数。两次的均分就

算一次考试成绩。一般情况下学生的第二个成绩都高于原始分，所以学生对待试卷的

订正和反思都很认真。这也起到一个促使学生积极去反思的作用。

6．3实验的不足和进一步研究展望

本实验为课堂教学改革的探索性实验，存在许多不足之处，如教学理论不够，实

验的设计不够全面，实验的范围较窄，实验的时间也不够长，有待于在今后的工作中

去弥补和完善，使这项研究继续地深入下去。

6．4结论和启示

笔者所在的学校是一所三星级学校，学生的学习基础薄弱，学习方式存在不少问

题，导致学生学习兴趣不高，尤其是对理科的学习，以前很少有学生问题，在笔者开

展了反思性数学学习特别是合作小组讨论、互评后，学生的学习积极性得到了很大的

提高。学生课后在班级交流各自的反思记录本和错题集，会就同一道错题指出自己与

别人错误不同的地方，他们的学习得到了他人的鼓励和帮助，他们会发现有人会与自

己有同一类想法，也会发现自己想到了别人没想到的东西，他们的记录本和错题本会

得到教师和家长的好评，他们品尝到了反思后的成果。学生体会到学习的过程是一个

不断对自己的学习目标、学习内容、学习条件和学习方法进行反思，学习中处处中反

思。一学期的实验，来办公室问题的人多了，课堂上大声同答问题的多了，敢于提出

不同见解的也渐渐多了，小组互评的气氛更浓了。

通过实验得出以’卜．几条结论：第一，通过反思性数学学习，学生数学学习兴趣得

到了提高；第二，通过反思性数学学习，学牛的数学学习活动的丰体意识和探究问题

的能力得到了提高：第三，通过反思性数学学习，学生的数学成绩有较明显的提高；

第四，加强反思性数学学习的教学研究，是教会学生由“学会”到“会学”的突破口；
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第五，反思性数学学习的教学要以发挥学生的主体性为前提，促使学生由不会反思到

学会反思，由被动反思到主动反思再到自觉反思。

实践表明：高中数学教学应给学生创造反思的机会，积极引导学生反思自己的学

习活动并逐渐使这种反思成为一种习惯，从而提高学习效率，使学生学会学习，验证

了反思性数学学习在高中数学教学中的有效性。
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结束语

本课题对反思性数学学习进行了初步的探索，阐述了数学教育中反思性数学学习

的地位和作用，并进行了实践和实验研究。其中还有许多值得深入探讨的问题。如教

学策略在课堂教学中如何根据具体的教学内容灵活运用；形成学生反思性学习习惯和

培养反思能力的途径与方法如何优化；反思性学习的教学策略如何分层次进行等问

题。特别在培养学生对自己学习行为方式的反思，如对学习习惯、学习方法、学习理

念等方面的反思，找出有利于自己学会学习的优点和不利于学习的缺点，达到会学习

的目的，仍是急待解决的问题。

要培养学生的反思能力，教师首先必须养成反思的习惯，应该不断地对自己的教

学活动进行反思，不断地解剖自己，不断地责问自己，不断地搜寻隐藏在自身教学活

动后面的观念和思想，不断地对教学行为做出自我评价，并在批评的基础上进行解构

和重建。

由于本人才疏学浅，无力对反思性数学学习作进一步深入的研究，而反思性数学

学习的内容极其广泛，本文未能对其作更为全面的探讨，不足和错漏之处，恳请老师

们指正。
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附录一

表一：高中牛反思性数学学习习惯调查问卷

亲爱的同学：

本问卷旨在了解你的一些基本的学习情况，以便于我们在研究之后能够帮助你更

好的改进学习。请仔细阅读每个题目，如实地按照你们的实际情况在横线上打勾，(1

完伞符合，2基本符合，3基本不符合，4完全不符合。

1．解完一道题后，我会问自己是否还有更好的方法。

1——2——3——4——
2．每听完一节数学课，都要回顾一下，看是否真得听瞳了。

1——2——3——4——
3．常与老师或同学交流学习体会和经验，并学习他们成功经验。

1——2——3——4——
4．在解题过程中，常自觉去总结解题规律和解题的思想方法。

1——2——3——4——
5．常常把容易混淆的数学概念放在一起对比，加深理解。

1——2——3——4——
6．交作业、交试卷前，会仔细检查。

1——2——3——4——
7．常思考学习中取得的进步，并思考如何做得更好。

1——2——3——4——
8．学完一个知识点后，会主动找一些练习来做，检查自己是否真正掌握了。

1——2——3——4——
9．对做错的题目会及时查找原因，并从中吸取教训

1——2——3——4——
10．当用某种方法解决不了问题时，我会设法寻找新的方法。

1——2——3——4——
11．特别注意自己经常做错的题目，并把它记在笔记本上。

1——2——3——4——
12．在学习新知识时，会把它和以前所学的知识联系起来。

1——2——3——4——
13．我经常回顾和总结课堂上的重点内容。

1——2—— 3 4

14．解完一题后【堕J头看看，看思考是否全面，条件用完了没有、还有没有更好的办法。

1 2 3 4
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表二：数学考点跟踪记录表(文科)

附录二

1
章节 考试级别 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0

要求
内容

A B C

集合及具农不 、，

1．集合 r集 √

交集、井集、补集 √

函数的概念 √

函数的琏本性质 √

指数与对数 √

2．函数概念与基本 指数函数的图象与性质 √

初等雨数I 对数函数的图象与性质 √

幂函数 √

函数与方程 √

函数模型及其应用 √

三角函数的概念 √

同角i角函数的基本关系式 √

正弦喃数、余弦函数的诱导公式 √

3．基本初等函数II 正弦函数、余弦函数、正切雨数的
√

(二三角两数)、三 图象‘j性质

角恒等变换 函数y：dsin(cOX+∥)的图象与性质 、，

4．解三角形 两角和(差)的正弦、余弦及正切 √

一：倍角的l卜弦、余弦及j卜切 √

积化和筹、和筹化积、半角公式 √

l卜弦定理、余弦定理及其应用 √

甲丽向圭遗的概念 √

平『ff响罩：的加法、减法及数乘运算 √

’Plfif向带的^照标表，J÷ √
5．平面向量

-『，向向艟的数馘移{ √

，l，．叫向景的f{J：与垂直 √

x}，．而m龋的应用 √

数列的概念 √

6．数列 等差数列 √

等比数列 √

基本刁i等式 √

7．不等式 一冗二次不等式 √

线性规划 、，

复数的概念 √

8．复数 复数的阴则运算 √

复数的儿何意义 √

导数的概念 √

导数的JL4"可意义 √

9．导数及其应用 导数的运算 √

利用导数研究函数『fJ单调性与极值 √

导数在实际IU题巾的应用 √

算澎i的概念 √

lO．算法初步 流程I割 √

基木算法语句 √
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命题的四种7肜式 √

充分条件、必要条件、充分必要条 √

11．常州逻辑用语 件

简甲的逻辑联结例 、，

令称量词【j存住量词 √

合情推理与演绎推理 √

12．推理与证明 分析法干u综合法 √

反证法 √

抽样办法 √

总体分布的估计 √

总体特征数的估计 、，

变量的干H关件 √

13．概率、统计 随机事仆与概率 √

lII‘肌概型 √

儿何慨犁 √

互斥，妊件及其发生的概率 √

统计案例 √

柱、锥、台、球及其简单组合体 √

14．窄间儿何体 三视图与直视图 √

柱、锥、台、球的表而积和体积 √

甲面及其罐本性质 √

15．点、线、面之 直线与平面平行、蕊直的判定及性 √

间的似置关系 质

曲、严丽甲行、乖A的判定及性质 √

直线的斜率和倾斜角 √

真线方程 √

f【I．线的甲行关系与垂直关系 √

16．平面解析几何 两条d线的交J_ √

初步 两点川的距离、点剑直线的距离 √

圳的标准方程和一般办程 √

寅线与网、网与网的化置关系 √

窄问直角小标系 √

1 7．圆锥曲线与方
椭厕的标}fE厅稃与几何性质 √

舣¨¨线的标准方科与几何性质 √
程

抛物线的标准力程与几何性质 √

注：学生在每一次考试后对考到的知识点，如果正确打、／ ，错误打×

表三：学生错题分析表

年级： 姓名： 日期： 20 年 月 日

题号 典型错误 原因分析 典型解法 备 注
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附录三

南京六中2008／2009学年度第二学期高二年级数学摸底测试卷
2009．1

本试卷分笫I卷和第1I卷两部分，共160分，考试时间120分钟．
第1卷(填空题共70分)

一、填空题(本大题共14小提，每小题5分，共70分，请将答案填写在答题卷相应的位置上)：
．1

1．已知集合M=(-2，-l，0，1，2)，N=(x I言<2x<8，X∈R)，则MNN= 叁 ．

2．菪k2一l J-I-k2+3a+2j·f是纯虚数，则实数a的值是 垒 ．

3．某l苗级中学共有学生3000名，各年级男、女生人数如下表：已知在全校学生中随机抽取1名，

抽到高二年级女生的概率是0．17．现对各年级用分层

抽样的方法在全校抽取300名学生，则应在高三年级

抽取叁名学生．

高一乍级 高-"F-级 高三年级

女生 523 X J，

男生 487 490 Z

4．曲线用3竹+l在点(1，3)处的切线方程是 叁 ．

5．已知向量三=(1，1)，；=(2，x)，若G+占)／／(4；一2云)，则实数x= 垒．

6．设椭圆IXZ+乏：1(聊>刀>0)的右焦点与抛物线y2=8x的焦点相同，离心率为i1，则此

椭圆的方程为 叁 ．

7·酗口集合A-{xl-l<x<5)，B={叫鲁>o}，在集合A中任取一个元素n则事件
“x∈A n B”的概率是 垒 ．

8．已知／G)为R上的奇函数，当x≥o时，f(x)=x(x+1)．若if(a)=一2，则实数a=上：
9．已知一圆柱的侧面展开图是一长和宽分别为3rr和7／"的矩形，则该圆柱的体积是▲ ．

10．函数／G)由右表定义：若口1=l，a2=5，a。2=S(o。)，，7∈N+，
x l 2 3 4 5

l舷) 3 4 5 2 1

11．已知双曲线事一矿y2=l(口>o，6>o)的左、右焦点分别为Fl、足，尸是双曲线上一点，且
尸^上尸几，PFl·P尼=4ab，则双曲线的离心率是 叁 ．

12．F列五个命题：

①函数y=sin4 X—COS4 x的最小正周期是万；

②终边在m卜的角的集合是件=等舡z)．
③存同一坐标系中，函数y=sin x的图象和函数y=x的图象有三个公共点：

④把函数y=3sin(2x+詈)的图象向右平移詈个单位长度可以得到y=3sin2x的图象·
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⑤函数少：sinf工一要1在[0，万】上是减函数．
＼ z／

其中，真命题的编号是 叁 (写}H所有真命题的编号)

f x—Y≤1

13．若关于x，Y的不等式组{2x+Y≥l表示的平面区域是一个二角形，则a的取值』．
【饿+y≤2

14．考查F列一组不等式：

23+53>22．5+2．52， 24+54>23．5+2．53，25+55>23．52+22．53，⋯⋯

将上述不等式在左右两端仍为两项和的情况下加以推广，使以上的不等式成为推广不等式的特

例，则推广的不等式可以是 叁 ．

第1I卷(共9 0分)

二、解答题(本大题共6小题，共计90分．解答时应写出文字说明、证明过程或演算步骤．)

15．(本题满分14分)

AABC ，角彳的对边长等‘J二2，向量历=(2，2cos2旦笋一1)，向量二=(sin虿A，一1)．
(1)求研．肝取得最大值时的角彳的大小5

(2)在(1)的条件下，求AABC面积的最大值．

16．(本题满分14分)

已知直一棱柱ADF—BCE中，彳D=DF=DC=口，剧肼=90。，其中M．Ⅳ分别是
AB。AC的l}I点，G是DF卜的一动点．

(1)求证：GJ7V-L AC：

(2)当粥=G．D时，任棱彳D上确定一点尸，使得G尸∥平而胱，并给出证明．
17．(本题满分14分)

某旅游商品牛产企、lk，2008年某商品生产的投入成本为l元／件，卅厂价为流程图的输H{结

果P元／件，年销售量为10 000件．此企业为适应市场需求，计划提高产品档次，适度增加投入

成本．若每件投入成本增加的比例为x(o<X<1)，则出厂价相应提高的比例为0．75x，同时预
计销售量增加的比例为0．8x．已知年利润=(出厂价一投入成本)×年销售量．

(1)写出2009年预计的年利润Y与投入成本增加的比例z的关系式；

(2)为使2009年的年利润比2008年有所增加，

问：投入成本增加的比例x戍在什么范同内?
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18．(本题满分16分)

如图，在平面直角坐标系xOy中，鲋OB和ACOD为两等腰直角三角形，

彳I一2，O)’c(口，0X口>0)．设△彳OB和ACOD的外接圆圆心分别为M，N．
(1)若oM与直线CD相切，求直线CD的方程；

(2)若直线AB截oN所得弦长为4，求oN的标准方程；

(3)是否存在这样的oN，使得oN上有且只有j个点到直线AB的距离为√2，若存在，求此
时oN的标准方程；若不存在，说明理由．

19．(本题满分16分)

已知函数坟x)=x2+alnx

(1)当口=．2时，求函数／G)的单调区问和

：
‘y

夕‘ ＼．
A O C j

(2)若g(x)=f(x)《在【l，+一)上是单调增函数，求实数a的取值范围．

20．(本题满分16分)

在数列<％)中，aI=l，a2=2，且an+l=(1+g)％一qa．一l(厅≥2，q≠0)．

(I)设巩=％}，-％(，7∈N’)，证明(b。)是等比数列；
(II)求数列<％)的通项公式；

(III)若a3是口6与a9的等差中项，求口的值，并证明：对任意的以∈N’，％是％+3与a肘6的等

差中项．
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附录四

南京六中2009／2010学年度第一学期高三数学期中测试卷
2009．1l

本试卷分第1卷(选择题)和第1I卷两部分，共l 60分，考试时间l 20分钟。

注意事项：

答题前，考牛务必将自己的姓名、学校、班级、学号写在答卷纸上对应题目的答案空格内。考试

结束后，交回答卷纸。

第1卷(填空题共70分)

一、填窄题(本大题共14小题，每小题5分，共70分，请将答案填写在答题卷相应的位置上)

1．设集合A={l，2}，B={2，3)，C={1，3}，则(彳nB)uc=——．

2． 存等比数列{a。}中，a3=1，呸=2，则a9=——．

3． 设函数．f(x)=xe。，则f’(1)=——．

4． 已知向量口=(2，4)，6=(1，1)，若向量6上(ma十b)，则m=——．

5． 命题尸：诋∈R，X2+x>2．则命题尸的否定为——．

6． 设口咄，且复数南+坐2是纯虚数，则d的值为
7． 已知数列{a。)的前疗项和邑=112-9n，则其通项an=——．

8． 函数y：署+I092x的定义域是
9椭网吾+÷2=，的一个焦点为^，点P在椭圆上．如果线段尸^的中点M在y轴上，那么

僻撕川愀件．{≥蛩舭舢⋯一
⋯醐sin叭。s秒={，且詈≤口≤等，则coS20 NI"醌

12将棱长相等的jE方体按图所示的形状摆放，从上往下依次为第1层，第2层，第3层，⋯，

则第1 O层止方体的个数是——．

13物体在常温下的温度变化可以用牛顿冷却规律来描述：设物体的初始温度是To，经过一定时

间f后的温度是r，则丁一无=(r0一兀)．(吉)；，其中乃称为环境温度，厅称为半衰期．现有一
杯用88℃热水冲的速溶咖啡，放在24。C的房间中，如果咖啡降到40"C需要20min，那么此杯咖

啡从40"C降温到32"C时，还需要——min．
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·4．函数／c石，=3s；n(2x一詈)的图象为c，如下结论中正确的是
论的绚亨)·

①图象c关于直线x：旦7【对称；
12

鲫象c关于点隆卜

③函坝蚰区间(一老，卺)内是增溅
④由y=3sin 2x的图象向右平移詈个单位长度可以得到图象c

(写出所有正确结

：、解答题(满分90分)

15． (本题t4分)在AABC中， 口，b，C 分别是角爿、B、 f的对边，

历=(2b—acosC)，厅=f，口，COS彳夕， 且m／／n． (1)求角A的大小： (2)求

y=2sin
2

B+c。s(詈一2B)的值域．
16．(本题14分)如图所示，在棱K为2的正方体ABCD—AlE CIDi中，E、F分别为DDl、

DB的中点．

(I)求证：盯，／平面彳BGDl；
(II)求证：EF上B，C； A

(III)求三棱锥％一胱的体积．

17．(本题14分)北京奥运会纪念章某特许专营店销售纪
A

念章，

每枚进价为5元，同时每销售一枚这种纪念章还需向北京奥组委交特许经营管理费2元，预计这

种纪念章以每枚20元的价格销售时该店一年可销售2000枚，经过市场调研发现每枚纪念章的销

售价格在每枚20元的基础上每减少一元则增加销售400枚，而每增加一元则减少销售1 00枚，

现设每枚纪念章的销售价格为x元．

(I)写出该特许专营店一年内销售这种纪念章所获得的利润Y(元)与每牧纪念章的销售价格

x的函数关系式(并写出这个函数的定义域)；

(II)当每枚纪念销售价格x为多少元时，该特许专营店一年内利润y(元)最人，并求出这个

最大值．

18．(本题16分)设数列{饥)的前疗项和为最，且既=2-2S．；数列{(In)为等差数列，且

口。=14，口7=20．
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(1)求数列{6。)的通项公式；(2)若巳=an·bn，甩=1，2，3，⋯，乙为数列{Cn)的前"项和．
7

求证：￡<÷．

19．(木题16分)抛物线Y2=2px的准线的方程为x=-2，该抛物线上的每个点到准线x=一2的

距离都与到定点N的距离相等，圆N是以N为圆心，同时与直线fl：Y=x和如：Y=一x相切的
圆，

(I)求定点Ⅳ的坐标；

(II)是否存在一条直线，同时满足下列条件：

①，分别与^线II着HI，交于A、B两点，且一口中点为E(4，1)；

②，被圆Jv截得的弦长为2．

20．(奉题16分)已知函数f(x)=X3+ax2+bx

(1)若函数y可M在x=2处有极值-6，求yi／阳的单调递减区间；

(2)若J，刊的导数厂7俐对x∈【·l，l】都有厂7俐≤2，求者的范围
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