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对两道模考试题的分析与感悟

周德明1，王华民2
(1．江苏省无锡市太湖高级中学214125；2．江苏省无锡市滨湖区教研中心214100)

经过一阶段的学习，需要进行考试检测，

以了解“学”与“教”的情况．医生治病需先诊

断，再用药．教师讲评前也需先分析错因，然

后有针对性、按步骤地进行．现已进人大数据

时代，数学学科由于学科特点，其说理、推理、

结论都习惯于“用数据说话”，求真求实．因此

分析的前提是数据统计、与学生交流，以查找

问题、诊断分析，为讲评的有效性提供依据，

这是提高教学质量的重要环节．经统计发现，

无锡市2013年秋学期高三数学期末试卷有

两道试题得分率极低，令人大跌眼镜，以下通

过对其数据分析，归纳优化复习之策略．

1统计反馈与分析

问题1(试题11)双曲线与一告=1(口

>6>0)右支上一点P到左焦点的距离是到

右准线距离的6倍，则该双曲线离心率的范

围为 ．

数据显示一个四星级学校18个班级

近750人，得分率统计，竟然有8个班得0

分，6个班级各有1人答对，3个班级各有2

人答对，1个班级有3人答对，总共15人答

对，人均0．1分，得分率2％，得分率在20％

以下为难题，可见这属于超难题．

学生反馈通过与学生在课上和课外的

访谈，了解到不少错误形式，这些错误资源值

得我们研讨．

错误答案1(一∞，2]U[3，+∞)．

解答过程1 用离心率P表示z。．由题

意PF。=6d。及焦半径公式，得

口+exo一6(XO一譬)，

按z。整理得

(6--e)z。一口+6·等，
口+6．生

C

zo一—百乏一’
因为z。≥口，所以

1+6．土
—i—上≥1，

即焉％≥1， (*)

e+6≥e(6一P)，e2—5e+6≥O，

解得P≤2或P≥3．

解答过程2 用离心率已表示d：．由

PFl=6d2及PFl—PF2=2a，得2口+PF2—

6d2，因为PF2=ed2，所以

2口+ed2—6d2，

(6--e)d2=2n，d2一≠生，

观察图像(图略)得d2≥口一譬，即

旦≥口一aA，
由口>0，得

二≥卜土，

即二≥塑， (1)

2P≥(6一P)(e--1)， (2)

所以矿一5P+6≥0，同上得P≤2或P≥3．

错误答案2(1，2]U[3，6)．
．

解答过程 观察、审视(*)，因为P+6

>0，且右边>0，所以P(6一P)>0，由P>1，
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故6一e>O，所以e<6，结合P≤2或已≥3，得

1<8≤2或3≤P<6．

错误答案3 o<P≤二三妻Z堡．

解答过程 由题设得

口+Pzo一6(竺一zo)，

e2+7P一6≤O，

所以

竿≤P≤半，
因e>O，故

o<P≤!±9迹．
错误解答4有少数学生，虽然答案正

确，但有凑巧、瞎蒙的因素．

思考过程老师曾讲过，椭圆离心率的

分界线，当6一c时的离心率为等，双曲线的

分界线，当6=口时离心率为厄，而由题设口

>6>o，联系到图像。故猜想离心率小于厄，

而双曲线离心率e>l，故eE(1，抠)．
正确解答1 ⋯⋯由a>6>0得a2>

62，a2>cz—a2，c2<2a2，e2<2，e<～／2，1<82

<2，所以eE(1，√2)．

正确解答2 ⋯⋯从特殊值a，b人手，

当a=b时，c=届，离心率为√虿，因a>b，观
察图像得c<45a，所以P<拉，又e>l，故e∈

(1，√虿)．

诊断分析 对于错解1，解答过程1是

用离心率e表示右支上点P的横坐标x。，解

答过程2是用e表示点P到右准线的距离

d：(用z。或d2表示离心率e有困难)，再分

别根据z。和d。的取值范围，得出e的范围，

构造了关于e的不等式，两种解答都利用了

，j双曲线的定义，但两种解答过程都忽略了双

曲线离心率的隐含条件已>1．解答过程1还

忽视了不等式两边成立的隐含条件，对(*)

式，由P+6>0，且右边>0，故已(6一已)>0，e

<6，这样使得e的范围扩大而失真；解答过

程2从(1)到(2)是有问题的，把6一e当成正

数推理了，它忽视了式子成立的隐含条件．其

实应分6一e大于零、小于零讨论，或根据d。
．)．

=≠生>o，得6一B>0，即P<6．错解2的学
U g

生已经注意到隐含条件P>1和式子成立的

条件，比较错误1已经进了一大步，但却忽视

了题设的条件a>b>O，属于审题不细．错解

3的学生习惯了椭圆中准线的位置关系，误
．2

以为生>z。，产生了思维定势，未能画图、从
‘

“形”上观察确定．错解4的学生没有利用

“⋯⋯距离的6倍”这一条件，显然有误．如果

把题设条件口>6>0改为0<口<b，则e>

厄，结合1<P≤2或3≤e<6，得e∈(厄，2]
U[3，6)，如此修改，可避免一些碰巧的因素，

避免蒙对．

问题2 (试题选修

4—4：极坐标与参数方程)

在直角坐标系=Oy中，

以0为极点，X轴正半轴

为极轴建立极坐标系，曲

线C的极坐标方程为』D

图1

=2cos 0，如图1曲线C与X轴交于0，B两

点，P是曲线C在X轴上方图像上任意一

点，连接0P并延长至M，使PM=PB，当P

变化时，求动点M轨迹的长度．

数据显示上述四星级学校，得分仅有

22％．而第一道矩阵变换，得分则超过82％．

学生反馈对于本题，难点在于如何求

轨迹方程，若用极坐标方程求解，学生不熟

悉、不习惯，缺乏解题思路；另外，教师为学生

传授秘笈，遇到极坐标难解的，就把极坐标方

程转换成普通方程．

学生(不少)解答 因为曲线C的极坐

万方数据
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标方程为P一2cos口，所以p2—2pcos口．转化

为普通方程：z2+Y2=2x．设P(zo，Yo)，M

(z，y)，贝0

z3+y3—2xo． (1)

因为PM=PB，所以

(zo一2)2+y3一(z—zo)2+(y—yo)2，

展开整理得

z2+Y2—2xoz一2汕y+4zo一4=0．(2)

如何消z。?挖掘隐含条件：由0，P，M 3点

共线，得茚一A蕊，所以
卜爿“ (3)
ly0=Ay，

(3)代入(1)得

A2(z2+，2)=2,1x． (4)

(3)代人(2)得

(z2+y2)(1—2；0+4Az一4=0． (5)

从(4)(5)如何消去A，学生陷入困境，从局部

或整体操作，在短时间内都很难成功．

参考答案设M(ID，口)，口∈(o，吾)，则
厶

OP=2cos口，PB一2sin 0．

所以

』D20P+PB一2cos口+2sin口，

P2—2PSin 0+2pcos a

转化为普通方程

z2+y2=2z+2y，

所以M的轨迹方程为

(z一1)2+(y一1)2=2，z，y>0，

其轨迹是上述圆在第一象限的部分，恰好为

半圆．所以点M的轨迹长度为瓜．
诊断分析 以上两种解题思路的差异很

明显，前一思路转换为普通方程求解，不仅繁

琐、费时还不能成功；后一种思路从极坐标的

定义出发，寻求p与口的关系，则很容易列出

其关系式，获得极坐标方程．另外。本题也有

部分考生得出整个圆2厄7c，是源于未能注
意其范围而失分．

反思本题学生存在的问题，要么缺乏解

题思路，要么机械的化成普通方程．寻求原

因，大致有以下两点：

1)学生习惯于求解一些机械的、有套路

的问题，不少学生对于用回归定义求解圆锥

曲线的问题重视不够，意识不强；本题是求轨

迹的长度问题，缘于平常较少涉及．

2)高三理科复习时间偏紧，部分学校对

理科附加题的“矩阵、极坐标参数方程”两个

模块，只选择一些模考试题，讲解某些所谓热

点问题、主要考点，因没有按序上课，是一种

速成培训，教师传授一些秘诀，缺乏系统性、

过程性，一旦遇到非热点试题，自然困难重

重．

2启示与优化

通过这两道得分率极低试题的统计和与

学生的访谈，用数据道出了在教学中存在的

问题，而且具有一定的普遍性，它启示我们要

侧重于以下3个方面做一些优化．

2．1 要注意让学生学会挖掘隐性条件。寻

求解题突破

一个数学问题给出的条件，有的是显性，

有的则为隐性．解题时，常因未能发掘其隐性

条件而陷入困境或造成失误．从试题1的错

误解答过程，我们不难感觉到大多数学生都

是有思路的，问题出在挖掘隐性条件的能力

较低．本题隐性条件较多，双曲线就隐含着离

心率e>1，条件口>6>0又隐含着离心率e

<厄尤其是在解决一些复杂问题时，更容
．J—C易忽视其隐含条件，如本题对于式子j兰

CLU C，

o ．一1
≥1，≠L≥L二，隐含的离心率6一口>o，就

U e f

更难识别，学生这些缺乏思考、分辨能力低

下，是否与我们某些数学课堂让给学生观察、

分析、自我反思的机会偏少有关?如何应对?

1)需要教师转变教学观，把思考、操作的

机会让给学生，把质疑、发现的机会让给学

生．

万方数据
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2)需要教师加强审题教学，教学生如何

细心审题、揣摩题意，发掘其隐性条件，及时

作出判断．这样，既容易发现解题的突破口，

还可避免某些不必要的分类，提高解题的正

确性．

3)需要教师有意选编一些需要挖掘隐性

条件的习题，选编一些需要进行观察判断才

能确定方向的习题，用于课堂教学和作业布

置，通过练习与讲评，提升学生挖掘隐性条件

的意识和能力．

2．2要注意循序渐进、注意“回归”，帮助学

生提升解题实效

从问题2暴露出在选修系列中缺乏系统

性、过程性，难以寻求解题突破，且容易失误，

我们应好好吸取这一教训．教学应按教学规

律办事，循序渐进，一步一个脚印，不能只想

走捷径，而要“接地气”，做到：

1)要回归课本。这是近年江苏高考试卷

的一个主要特点，回归课本，不仅要研究课本

内容，也要研究课本例题、习题，进行适当整

合、变式。使得学生在动态中建构知识与方

法．

2)要回归定义．要在全面夯实基础、注重

通性通法的同时，注意回归定义．理解定义的

作用不仅在于理论上，有时也能直接解决数

学问题，如平面向量基本定理不仅是坐标运

算的基础，还能直接解决含参数的二元方程

问题，圆锥曲线的定义对于过焦点、准线等问

题有特殊的解题功效．

2．3要注意避免思维定势的负迁移。完善学

生认知

在与学生访谈中了解到，问题1中有些

学生看到了口>6>0，但没有在意，因为椭圆

标准方程后都有一个口>6>0，以为是一个

用不着的“虚”的条件；错误解答3中误以为
。2

双曲线的准线冬在右焦点的右侧，这两处都
L

是因为学生习惯了椭圆的套路，显然训练椭

圆的试题较多，产生了思维定势．思维定势是

一种思维的定向预备状态，既能产生积极影

响的有益方面，同时也会产生一些刻板的习

惯和固定的模式，不容易改变思维方向，遇到

类似的问题时，容易墨守成规，以固定的模式

去解题，使得思维单调、窄化，产生负迁移．

在教学过程中，要充分发挥正迁移的作

用，尽量避免思维定势负迁移作用的发生，需

要采取一些有效措施．除了要加强审题教学

外，还要着重关注以下几点：

1)增强新刺激，更换旧思路．由于思维定

势使旧思路畅通，保留在大脑皮层中的旧痕

迹十分深刻，如若没有强烈的持续的新刺激

来加以冲击，新思路就难以形成和发展．德国

著名学者费希纳在研究中指出，刺激量与感

觉是成正比，刺激量增减10倍，感觉量才增

减1倍．有些就只是无法用习惯性的思路去

思考，这时就必须有强烈的新刺激才能有效

地迫使学生从旧思路旧方法中省悟过来，转

移到新方法的思维中．

2)题组教学，变换问题．教材知识的单线

型发展，也是造成学生思维定势产生的主要

原因．因此，数学教学在进行整合设计时，例

题、习题常采用题组教学．选取的题型一般为

基本题加变式题，变换题目的条件或结论，变

换问题的呈现方式，以避免解题方法的固定

及习惯性，使学生不因结构的定型化而产生

思维定势．这也有利于知识的纵向、横向联

系．

3)反思交流，对比强化．思维定势的消极

影响具有持久性，并不容易在新授后就能完

全克服．因学生是学习的主体，学生思维定势

的问题，终究要通过学生自己的努力才能解

决，要让学生通过自身实践、反恩，认识到问

题的严重性，自己讲出来，并与同伴交流，因

为学生更能听进同伴的讲解，具有共振“效

应”．这就要求教师注意收集

(下转第45页)

万方数据
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J_!一上
。咒一1 以

=1一二<1，

故警+字+．．．+字
<去c刍+≥+砉+⋯+嘉，
<麦．
考后问及学生失分原因时，答案惊人一

致：最后一问完全没有解题方向．

我们常说“方向大于方式”，即在学习的

过程中，确立努力的方向比探讨如何努力更

关键，解题何尝不是如此．解题教学中我们教

给学生的一些解题技巧莫过于一招一式，充

其量只是方式，朝着什么样的方向达成目标

才是关键，而这正是我们教学中普遍缺失的．

以上两例中的最后一问是题目的重心所

在，对于求和不等式的证明，当常规的“数学

归纳法”、“数列单调性法”、“比较对应项法”

都无法直接证明时，我们常用放缩法，如何放

缩才恰当呢?盲目的放缩无异于“瞎猫碰死

耗子”，这时我们应该反思前面问题解决了，

我们得到了什么?要证的问题还需要什么，

能否在已知与未知之间寻找联系想办法将问

题解决?其实，例1只要抓住第(Ⅱ)问的结论：

“口一1时厂(z)≥O恒成立”就可得到基本不等

关系1+z≤er，然后换元，将待证式左边放缩

为等比数列后再求和，便可将问题解决；而例

2则由第(I)问的结论厂(z)≥g(z)在(O，+o。)
1 l一一 1

上恒成立时愚≥去，得到不等关系半≤去，即
厶C Z 6C

1一一 1 1

等价于半≤去·专，放缩后用裂项相消的
I ‘C Z

方法求和，问题同样可解决．

我们试想，如果割裂了前后问题之间的

联系，不就漠视了命题人设置前面这些基础

问题的良苦用心，解题不就迷失了方向?

数学是思维型学科，数学教学是一个既

要“结果”，更要“过程”的思维教学．“讲解题，

不讲怎样解题”，“讲解法，不讲如何想到解

法”，最后沦落为“解法若干加技巧若干”的灌

输式教学模式只会给学生加重学习负担，禁

锢学生的思维形成与发展．

因此，在解题教学中，我们不但要教给学

生一些解题的方法技巧，更要展示解题的思

维过程，引导他们在解题过程中不断进行反

思，帮助他们从已得结论中挖掘出有用隐含

条件，架起从未知通向已知的桥梁

(收稿日期：2014，06．04)

(上接第32页)

一些错例素材，交给学生反思、交流，并整理、 只要我们在教学中采取积极的态度和有

分析，得出注意点．譬如要克服问题1中思维 效的措施，就能使学生消极的思维定势得到

定势问题，需要把椭圆、双曲线的性质进行对 最大限度的克服，帮助学生掌握正确的学法，

比，在关注它们共同点的同时，要让学生重点 有利于学生形成良好的思维品质．

说出其不同点，大家再补充，交流如下：①定 为了使复习教学更具针对性、更加科学

义的差异(一个是距离之和、一个为距离之差 合理，本文充分利用错误资源，以数据分析，

的绝对值)；②基本量口，b，c的差异(椭圆中 获得启示：必须遵循教学规律、挖掘隐性条

口为直角三角形的斜边，双曲线中f为斜 件、消除思维定势的消极影响，让学生拓宽解

边)；③准线位置的差异(椭圆在两侧，双曲线 题思路，从而促进课堂教学的优化与升级．

在之间)；④渐近线的差异(有、无)等．这样， ．(收111日期：2014．06—30)

在学生头脑中就形成了对这两种圆锥曲线的

更全面的认识．

万方数据


