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第一章 随机事件和概率

第一节 基本概念

1、概念网络图
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独立性

全概公式

和乘法公式条件概率

减法

加法

五大公式

几何概型
古典概型

随机事件

样本空间

基本事件

随机试验 BCCB
CB
CB

AP
A

E
ω

2、重要公式和结论

（1）排列

组合公式

)!(
!
nm

mP n
m −
= 从 m 个人中挑出 n 个人进行排列的可能数。

)!(!
!
nmn

mC n
m −
= 从 m个人中挑出 n个人进行组合的可能数。

（2）加法

和 乘 法 原

理

加法原理（两种方法均能完成此事）：m+n

某件事由两种方法来完成，第一种方法可由 m 种方法完成，第二种方法可由 n

种方法来完成，则这件事可由 m+n 种方法来完成。

乘法原理（两个步骤分别不能完成这件事）：m×n

某件事由两个步骤来完成，第一个步骤可由 m 种方法完成，第二个步骤可由 n

种方法来完成，则这件事可由 m×n 种方法来完成。

（3）一些

常见排列

重复排列和非重复排列（有序）

对立事件（至少有一个）

顺序问题

（4）随机

试 验 和 随

机事件

如果一个试验在相同条件下可以重复进行，而每次试验的可能结果不止一个，

但在进行一次试验之前却不能断言它出现哪个结果，则称这种试验为随机试

验。
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试验的可能结果称为随机事件。

（5）基本

事件、样本

空 间 和 事

件

在一个试验下，不管事件有多少个，总可以从其中找出这样一组事件，它具有

如下性质：

①每进行一次试验，必须发生且只能发生这一组中的一个事件；

②任何事件，都是由这一组中的部分事件组成的。

这样一组事件中的每一个事件称为基本事件，用ω来表示。

基本事件的全体，称为试验的样本空间，用Ω表示。

一个事件就是由Ω中的部分点（基本事件ω）组成的集合。通常用大写字母

A，B，C，…表示事件，它们是Ω的子集。

Ω为必然事件，Ø为不可能事件。

不可能事件（Ø）的概率为零，而概率为零的事件不一定是不可能事件；同理，

必然事件（Ω）的概率为 1，而概率为 1 的事件也不一定是必然事件。

（6）事件

的 关 系 与

运算

①关系：

如果事件 A 的组成部分也是事件 B 的组成部分，（A发生必有事件 B 发生）：

BA⊂
如果同时有 BA⊂ ， AB ⊃ ，则称事件 A 与事件 B 等价，或称 A 等于 B：

A=B。

A、B 中至少有一个发生的事件：A∪ B，或者 A+B。

属于 A 而不属于 B 的部分所构成的事件，称为 A 与 B 的差，记为 A-B，也可

表示为 A-AB 或者 BA ，它表示 A 发生而 B 不发生的事件。

A、B 同时发生：A∩ B，或者 AB。A∩ B=Ø，则表示 A 与 B 不可能同时发生，

称事件 A 与事件 B 互不相容或者互斥。基本事件是互不相容的。

Ω -A称为事件 A 的逆事件，或称 A 的对立事件，记为 A。它表示 A 不发生

的事件。互斥未必对立。

②运算：

结合率：A(BC)=(AB)C A∪(B∪C)=(A∪B)∪C

分配率：(AB)∪C=(A∪C)∩(B∪C) (A∪B)∩C=(AC)∪(BC)

德摩根率：
∪∩
∞

=

∞

=

=
11 i

i

i

i AA
BABA ∩∪ = ， BABA ∪∩ =

（7）概率

的 公 理 化

定义

设Ω为样本空间， A为事件，对每一个事件 A都有一个实数 P(A)，若满

足下列三个条件：

1° 0≤P(A)≤1，

2° P(Ω) =1

3° 对于两两互不相容的事件 1A ， 2A ，…有

∑
∞

=

∞

=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

11

)(
i

i

i

i APAP ∪
常称为可列（完全）可加性。

则称 P(A)为事件 A的概率。

（8）古典

概型

1° { }nωωω ⋯21 ,=Ω ，

2°
n

PPP n
1)()()( 21 === ωωω ⋯ 。

设任一事件 A，它是由 mωωω ⋯21 , 组成的，则有

P(A)={ })()()( 21 mωωω ∪⋯∪∪ = )()()( 21 mPPP ωωω +++ ⋯

n
m

=
基本事件总数

所包含的基本事件数A
=
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（9）几何

概型

若随机试验的结果为无限不可数并且每个结果出现的可能性均匀，同时样本空

间中的每一个基本事件可以使用一个有界区域来描述，则称此随机试验为几何

概型。对任一事件 A，

)(
)()(

Ω
=
L
ALAP 。其中 L 为几何度量（长度、面积、体积）。

（10）加法

公式

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)

当 P(AB)＝0 时，P(A+B)=P(A)+P(B)

（11）减法

公式

P(A-B)=P(A)-P(AB)

当 B⊂A 时，P(A-B)=P(A)-P(B)

当 A=Ω时，P( B )=1- P(B)

（12）条件

概率

定义 设 A、B 是两个事件，且 P(A)>0，则称
)(
)(

AP
ABP

为事件 A 发生条件下，事

件 B 发生的条件概率，记为 =)/( ABP
)(
)(

AP
ABP

。

条件概率是概率的一种，所有概率的性质都适合于条件概率。

例如 P(Ω/B)=1⇒ P( B /A)=1-P(B/A)

（13）乘法

公式

乘法公式： )/()()( ABPAPABP =
更一般地，对事件 A1，A2，…An，若 P(A1A2…An-1)>0，则有

21( AAP … )nA )|()|()( 213121 AAAPAAPAP= …… 21|( AAAP n …

)1−nA 。

（14）独立

性

①两个事件的独立性

设事件 A、 B满足 )()()( BPAPABP = ，则称事件 A、 B是相互独立的。

若事件 A、 B相互独立，且 0)( >AP ，则有

)(
)(

)()(
)(
)()|( BP

AP
BPAP

AP
ABPABP ===

若事件 A、 B相互独立，则可得到 A与B、 A与 B、 A与B也都相互独

立。

必然事件Ω和不可能事件Ø与任何事件都相互独立。

Ø与任何事件都互斥。

②多个事件的独立性

设 ABC 是三个事件，如果满足两两独立的条件，

P(AB)=P(A)P(B)；P(BC)=P(B)P(C)；P(CA)=P(C)P(A)

并且同时满足 P(ABC)=P(A)P(B)P(C)

那么 A、B、C 相互独立。

对于 n 个事件类似。

（15）全概

公式

设事件 nBBB ,,, 21 ⋯ 满足

1° nBBB ,,, 21 ⋯ 两两互不相容， ),,2,1(0)( niBP i ⋯=> ，

2°
∪
n

i

iBA
1=

⊂
，

则有

)|()()|()()|()()( 2211 nn BAPBPBAPBPBAPBPAP +++= ⋯ 。

（16）贝叶

斯公式

设事件 1B ， 2B ，…， nB 及 A满足

1° 1B ， 2B ，…， nB 两两互不相容， )(BiP >0， =i 1，2，…，n，
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2°
∪
n

i

iBA
1=

⊂
， 0)( >AP ，

则

∑
=

= n

j
jj

ii
i

BAPBP

BAPBP
ABP

1

)/()(

)/()(
)/( ，i=1，2，…n。

此公式即为贝叶斯公式。

)( iBP ，（ 1=i ， 2 ，…， n），通常叫先验概率。 )/( ABP i ，（ 1=i ， 2 ，…，

n），通常称为后验概率。贝叶斯公式反映了“因果”的概率规律，并作出了

“由果朔因”的推断。

（17）伯努

利概型

我们作了 n次试验，且满足

���� 每次试验只有两种可能结果， A发生或 A不发生；

� n次试验是重复进行的，即 A发生的概率每次均一样；

� 每次试验是独立的，即每次试验 A发生与否与其他次试验 A发生与

否是互不影响的。

这种试验称为伯努利概型，或称为 n重伯努利试验。

用 p表示每次试验 A发生的概率，则 A发生的概率为 qp =−1 ，用 )(kPn 表

示 n重伯努利试验中 A出现 )0( nkk ≤≤ 次的概率，
knkk

nn qpkP C −=)(
， nk ,,2,1,0 ⋯= 。

例 11：有 5 个队伍参加了甲 A 联赛，两两之间进行循环赛两场，没有平局，试问

总共输的场次是多少？

例 1．2：到美利坚去，既可以乘飞机，也可以坐轮船，其中飞机有战斗机和民航，轮船有

小鹰号和 Titanic 号，问有多少种走法？

例 1．3：到美利坚去，先乘飞机，后坐轮船，其中飞机有战斗机和民航，轮船有小鹰号和

Titanic 号，问有多少种走法？

例 1．4：10 人中有 6 人是男性，问组成 4 人组，三男一女的组合数。

例 1．5：两线段 MN 和 PQ 不相交，线段 MN上有 6 个点 A1，A2…，A6，线段 PQ 上有 7 个点

B1，B2，…，B7。若将每一个 Ai和每一个 Bj连成不作延长的线段

AiBj(i=1,2,…6;j=1,2,…,7),则由这些线段 AiBj相交而得到的交点（不包括 A1…，

A6，B1…，B713个点）最多有

A． 315个 B． 316个 C． 317个 D． 318 个

例 1．6：3 封不同的信，有 4 个信箱可供投递，共有多少种投信的方法？

例 1．7：某市共有 10000 辆自行车，其牌照号码从 00001到 10000，求有数字 8 的牌照号码

的个数。

例 1．8：3 白球，2 黑球，先后取 2 球，放回，至少一白的种数？（有序）

151
5

1
3 =•CC 211

2
1
2

1
5

1
5 =•−• CCCC

例 1．9：3 白球，2 黑球，先后取 2 球，不放回，至少一白的种数？（有序）

121
4

1
3 =•CC 181

1
1
2

1
4

1
5 =•−• CCCC
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例 1．10：3 白球，2黑球，任取 2球，至少一白的种数？（无序）

121
4

1
3 =•CC 92

2
2
5 =−CC

例 1．11：化简 (A+B)(A+B )( A+B)

例 1．12： )()()( CBCACBA ∪∪ = 成立的充分条件为：

(1)C A⊂ (2) C B⊂
例 1．13：3 白球，2黑球，先后取 2球，放回，至少一白的概率？

例 1．14：3 白球，2黑球，先后取 2球，不放回，至少一白的概率？

例 1．15：3 白球，2黑球，任取 2球，至少一白的概率？

例 1．16：袋中装有α个白球及β个黑球。

①从袋中任取 a+b 个球，试求其中含 a 个白球，b 个黑球的概率（a≤α，b≤β）。

②从袋中任意地接连取出 k+1（k+1≤α+β）个球，如果取出后不放回，试求最后取出的是

白球的概率。

③上两题改成“放回”。

例 1．17：从 6双不同的手套中任取 4 只，求其中恰有一双配对的概率。

例 1．18：有 5 个白色珠子和 4 个黑色珠子，从中任取 3 个，问其中至少有 1 个是黑色的概

率？

例 1．19：设 O为正方形 ABCD[坐标为（1，1），（1，-1），（-1，1），（-1，-1）]中的一点，

求其落在 x
2
+y

2
≤1 的概率。

例 1．20：某市共有 10000辆自行车，其牌照号码从 00001到 10000，求偶然遇到的一辆自

行车，其牌照号码中有数字 8 的概率。

例 1．21：一只袋中装有五只乒乓球，其中三只白色，两只红色。现从袋中取球两次，每次

一只，取出后不再放回。试求：①两只球都是白色的概率；②两只球颜色不同的概率；③至

少有一只白球的概率。

例 1．22：5 把钥匙，只有一把能打开，如果某次打不开就扔掉，问以下事件的概率？

①第一次打开；②第二次打开；③第三次打开。

例 1．23：某工厂生产的产品以 100件为一批，假定每一批产品中的次品最多不超过 3 件，

并具有如下的概率：

一批产品中的次品

数

0 1 2 3

概 率 0.1 0.2 0.3 0.4

现在进行抽样检验，从每批中抽取 10 件来检验，如果发现其中有次品，则认为该批产品是

不合格的，求一批产品通过检验的概率。

例 1．24：某工厂生产的产品以 100件为一批，假定每一批产品中的次品最多不超过 3 件，

并具有如下的概率：

一批产品中的次品

数

0 1 2 3

概 率 0.1 0.2 0.3 0.4

现在进行抽样检验，从每批中抽取 10 件来检验，如果发现其中有次品，则认为该批产品是

不合格的，求通过检验的一批产品中，恰有 )4,3,2,1,0( =ii 件次品的概率。

例 1．25：A，B，C 相互独立的充分条件：

（1）A，B，C 两两独立

（2）A与 BC独立
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例 1．26：甲，乙两个射手彼此独立地射击同一目标各一次，甲射中的概率为 0.9，乙射中

的概率为 0.8，求目标被射中的概率。

例 1．27：有三个臭皮匠独立地解决一个问题，成功解决的概率分别为 0.45，0.55，0.60，

问解决该问题的能力是否赶上诸葛亮（成功概率为 0.9）？

例 1．28：假设实验室器皿中产生 A 类细菌与 B 类细菌的机会相等，且每个细菌的产生是相

互独立的，若某次发现产生了n个细菌，则其中至少有一个 A 类细菌的概率是 。

例 1．29：袋中装有α个白球及β个黑球，从袋中任取 a+b 次球，每次放回，试求其中含 a

个白球，b 个黑球的概率（a≤α，b≤β）。

例 1．30：有 4组人，每组一男一女，从每组各取一人，问取出两男两女的概率？

例 1．31：进行一系列独立的试验，每次试验成功的概率为 p，则在成功 2 次之前已经失败

3 次的概率为：

A．
32 )1(4 pp − B．

3)1(4 pp − C．
32 )1(10 pp −

D．
32 )1( pp − E．

3)1( p−

第二节 重点考核点

事件的运算、概率的定义（古典概型和几何概型）、条件概率和乘法公式、全概和贝叶斯公

式、独立性和伯努利概型

第三节 常见题型

1、事件的运算和概率的性质

例 1．32：(A∪ B)-C=(A-C)∪ B 成立的充分条件为：

(1)A∩ B=Ø (2) ∩A C=Ø

例 1．33：A,B,C为随机事件，“A 发生必导致 B、C同时发生”成立的充分条件为：

(1) A∩B∩C=A (2)A∪B∪C=A

例 1．34：设 A，B 是任意两个随机事件，则 )})()()({( BABABABAP ++++ =

。

例 1．35：假设事件 A 和 B 满足 P（B | A）=1，则

（A） A 是必然事件。 （B） BA⊃ 。

（C） BA⊂ 。 （D） 0)( =BAP 。 [ ]

2、古典概型和几何概型

例 1．36：有两组数，都是{1，2，3，4，5，6}，分别任意取出一个，其中一个比另一个大
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2的概率？

例 1．37：52 张扑克牌，任取 5 张牌，求出现一对、两对、同花顺的概率。

例 1．38：设有 n 个质点，每个以相同的概率落入 N 个盒子中。设 A=“指定的 n 个盒子中各

有 1 个质点”，对以下两种情况，试求事件 A 的概率。

（1）（麦克斯威尔-波尔茨曼统计）假定 N 个质点是可以分辨的，还假定每个盒子能容纳的

质点数不限。

（2）（费米-爱因斯坦统计）假定 n 个质点是不可分辨的，还假定每个盒子至多只能容纳一

个质点。

例 1．39：袋中有 10个球，其中有 4 个白球、6 个红球。从中任取 3 个，求这三个球中至少

有 1 个是白球的概率。

例 1．40：侯车问题：某地铁每隔五分钟有一列车通过，在乘客对列车通过该站时间完全不

知道的情况下，求每个乘客到站等车时间不多于 2 分钟的概率。

例1．41：会面问题：甲乙两艘轮船驶向一个不能同时停泊两艘轮船的码头，它们在一昼夜内

到达的时间是等可能的，如果甲船和乙船停泊的时间都是两小时，求它们会面的概率是多少？

3、条件概率和乘法公式

例 1．42：从 0 到 9 这 10 个数中任取一个数并且记下它的值，放回，再取一个数也记下它

的值。当两个值的和为 8 时，出现 5 的概率是多少？

例 1．43：一个家庭有两个孩子，已知至少一个是男孩，问另一个也是男孩的概率？

4、全概和贝叶斯公式

例 1．44：在盛有 10只螺母的盒子中有 0 只，1 只，2 只，…，10只铜螺母是等可能的，今

向盒中放入一个铜螺母，然后随机从盒中取出一个螺母，则这个螺母为铜螺母的概率是

A． 6/11 B．5/10 C．5/11 D．4/11

例 1．45：有 5 件产品，次品的比例为 20％，从中抽查 2 件产品，没有次品则认为合格，问

合格的概率？

例 1．46：有 5 件产品，每件产品的次品率为 20％，从中抽查 2 件产品，没有次品则认为合

格，问合格的概率？

例 1．47：发报台以概率 0.6和 0.4 发出信号“· ”和“－”，由于通信系统存在随机干扰，

当发出信号为“· ”和“－”时，收报台分别以概率 0.2和 0.1 收到信号“－”和“· ”。

求收报台收到信号“· ”时，发报台确实发出信号“· ”的概率。

例 1．48：100个球，40个白球，60 个红球，先后不放回取 2 次，问第 2 次取到白球的概率？

例 1．49：袋中有 4 个白球、6 个红球，先从中任取出 4 个，然后再从剩下的 6 个球中任取

一个，则它恰为白球的概率是 。

例 1．50：设有来自三个地区的各 10 名、15名和 25名考生的报名表，其中女生的报名表分

别为 3 份、7 份和 5 份。随机地取一个地区的报名表，从中先后抽出两份，

（1） 求先抽到的一份是女生表的概率 p；

（2） 已知后抽到的一份是男生表，求先抽到的一份是女生表的概率 q。

http://www.wdkaoyan.com


文登网络课堂电子资料 概率与数理统计

更多内容：www.wdkaoyan.com 8

5、独立性和伯努利概型

例 1．51：设两两相互独立的三事件 A，B，C，满足：
2
1)()()(, <==Φ= CPBPAPABC ，

并且
16
9)( =++ CBAP ，求事件 A 的概率。

例 1．52：设 P(A)>0,P(B)>0，证明

（1） 若 A 与 B 相互独立，则 A 与 B 不互斥；

（2） 若 A 与 B 互斥，则 A 与 B 不独立。

例 1．53：对行任意二事件 A和 B，

（A） 若 AB≠Φ，则 A，B 一定独立。

（B） 若 AB≠Φ，则 A，B 有可能独立。

（C） 若 AB=Φ，则 A，B 一定独立。

（D） 若 AB=Φ，则 A，B 一定不独立。

例 1．54：“A,B,C 为随机事件，A -B与 C 独立”的充分条件：

(1) A,B,C两两独立 （2）P（ABC）=P（A）P（B）P（C）

例 1．55：设 A，B，C 是三个相互独立的随机事件，且 0＜P（C）＜1。则在下列给定的四对

事件中不. 相互独立的是

（A） BA + 与 C。 （B） AC与C。

（C） BA− 与C。 （D） AB与C。 [ ]

例 1．56：将一枚硬币独立地掷两次，引进事件： 1A ={掷第一次出现正面}， 2A ={掷第二次

出现正面}， 3A ={正、反面各出现一次}， 4A ={正面出现两次}，则事件

（A） 321 ,, AAA 相互独立。 （B） 432 ,, AAA 相互独立。

（C） 321 ,, AAA 两两独立。 （D） 432 ,, AAA 两两独立。

例 1．57：某班车起点站上车人数是随机的，每位乘客在中途下车的概率为 0.3，并且它们

下车与否相互独立。求在发车时有 10 个乘客的条件下，中途有 3 个人下车的概率。

例1．58：某种硬币每抛一次正面朝上的概率为 0.6，问连续抛5次，至少有4 次朝上的概率。

例 1．59：A 发生的概率是 0.6，B 发生的概率是 0.5，问 A,B 都不发生的最大概率？

例 1．60：两只一模一样的铁罐里都装有大量的红球和黑球，其中一罐（取名“甲罐”）内

的红球数与黑球数之比为 2：1，另一罐（取名“乙罐”）内的黑球数与红球数之比为 2：1 。

今任取一罐并从中取出 50 只球，查得其中有 30只红球和 20只黑球，则该罐为“甲罐”的

概率是该罐为“乙罐”的概率的

(A) 154倍 (B)254 倍 (C)798 倍 (D)1024倍
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第四节 历年真题

数学一：

1（87，2 分） 设在一次试验中 A 发生的概率为 p，现进行 n 次独立试验，则 A至少

发生一次的概率为 ；而事件 A 至多发生一次的概率为 。

2（87，2） 三个箱子，第一个箱子中有 4 个黑球 1 个白球，第二个箱子中有 3 个黑

球 3 个白球，第三个箱子中有 3 个黑球 5 个白球。现随机地取一个箱子，再从这个箱子中取

出 1 个球，这个球为白球的概率等于 。已知取出的球是白球，此球属于第二个箱

子的概率为 。

3（88，2 分） 设三次独立试验中，事件 A 出现的概率相等，若已知 A 至少出现一

次的概率等于
27
19

，则事件 A 在一次试验中出现的概率为 。

4（88，2 分） 在区间（0，1）中随机地取两个数，则事件“两数之和小于
5
6
”的

概率为 。

5（89，2 分） 已知随机事件 A 的概率 P（A）=0.5，随机事件 B的概率 P（B）=0.6

及条件概率 P（B | A）=0.8，则和事件 A∪ B 的概率 P（A∪ B）= 。

6（89，2 分） 甲、乙两人独立地对同一目标射击一次，其命中率分别为 0.6 和 0.5，

现已知目标被命中，则它是甲射中的概率为 。

7（90，2 分） 设随机事件 A，B 及其和事件 A∪ B 的概率分别是 0.4, 0.3 和 0.6，

若B表示 B 的对立事件，那么积事件 A B的概率 P（A B）= 。

8（91，3 分） 随机地向半圆 0<y< 22 xax − (a 为正常数)内掷一点，点落在半圆

内任何区域的概率与该区域的面积成正比。则原点与该点的连线与 x 轴的夹角小于
4
π

的概

率为 。

9（92，3 分） 已知 P（A）=P（B）=P（C）=
16
1)()(,0)(,

4
1

=== BCPACPABP ，

则事件 A、B、C 全不发生的概率为 。

10（93，3分） 一批产品有 10个正品和 2 个次品，任意抽取两次，每次抽一个，抽

出后不再放回，则第二次抽出的是次品的概率为 。

11（94，3分） 已知 A、B 两个事件满足条件 P（AB）=P（ A B），且 P（A）=p，则

P（B）= 。

12（96，3分） 设工厂 A和工厂 B 的产品的次品率分别为 1%和 2%，现从由 A 厂和 B

厂的产品分别占 60%和 40%的一批产品中随机抽取一件，发现是次品，则该次品是 A 厂生产

的概率是 。

13（97，3分） 袋中有 50 个乒乓球，其中 20 个是黄球，30 个是白球。今有两人依

次随机地从袋中各取一球，取后不放回，则第 2 个人取得黄球的概率是 。
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14（98，3分） 设 A、B 是两个随机事件，且 0<P(A)<1, P(B)>0, P(B | A)=P(B | A )，

则必有

（A）P（A | B）= P( A |B) （B）P（A | B）≠P( A |B)

（C）P（AB）= P(A)P（B） （D）P（AB）≠P(A) P（B）

15（99，3分） 设两两相互独立的三事件 A，B 和 C 满足条件；ABC=Ф，P（A）=P（B）

=P（C）<
2
1
，且已知

16
9)( =CBAP ∪∪ ，则 P（A）= 。

16（00，3分） 设两个相互独立的事件 A 和 B 都不发生的概率为
9
1
，A 发生 B 不发生

的概率与 B 发生 A 不发生的概率相等，则 P（A）= 。

17（06，4分） 设 ,A B为随机事件，且 ( ) 0, ( | ) 1P B P A B> = ，则必有

（A） ( ) ( ).P A B P A∪ > （B） ( ) ( ).P A B P B∪ >

（C） ( ) ( ).P A B P A∪ = （D） ( ) ( ).P A B P B∪ =

数学三：

1（87，2 分） 若二事件 A 和 B 同时出现的概率 P（AB）=0，则

（A）A和 B 不相容（互斥）。 （B）AB是不可能事件。

（C）AB未必是不可能事件。 （C）P（A）=0 或 P（B）=0

[ ]

2（87，8 分） 设有两箱同种零件：第一箱内装 50件，其中 10 件一等品；第二箱

内装 30 件，其中 18件一等品。现从两箱中随机挑出一箱，然后从该箱中先后随机取出两个

零件（取出的零件均不放回）。试求

（1） 先取出的零件是一等品的概率 p;

（2） 在先取出的是一等品的条件下，后取出的零件仍然是一等品的条件概率 q。

3（88，2 分） 设 P（A）=0.4, 7.0)( =BAP ∪ ，那么

（1）若 A 与 B 互不相容，则 P（B）= ；

（2）若 A 与 B 相互独立，则 P（B）= 。

4（88，2 分）（是非题） 若事件 A，B，C 满足等式 CBCA ∪∪ = ，则 A=B

（ ）。

5（88，7 分） 玻璃杯成箱出售，每箱 20 只，设各箱含 0，1，2 只残次品的概率分

别为 0.8, 0.1和 0.1。一顾客欲购买一箱玻璃杯，由售货员任取一箱，而顾客开箱随机地

察看 4 只；若无残次品，则买下该箱玻璃杯，否则退回。试求：

（1）顾客买此箱玻璃杯的概率；

（2）在顾客买的此箱玻璃杯中，确实没有残次品的概率。

6（89，3 分） 以 A 表示事件“甲种产品畅销，乙种产品滞销”，则其对立事件 A为：
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（A）“甲种产品滞销，乙种产品畅销”。

（B）“甲、乙两种产品均畅销”。

（C）“甲种产品滞销”。

（D）“甲种产品滞销或乙种产品畅销”。 [ ]

7（90，3 分）一射手对同一目标独立地进行 4次射击，若至少命中一次的概率为
81
80

，

则该射手的命中率为 。

8（90，3 分） 设 A、B 为二随机事件，且 AB ⊂ ，则下列式子正确的是

（A） )()( APBAP =+ （B） )()( APABP =

（C） )()|( BPABP = （D） )()()( APBPABP −=−

[ ]

9（90，4 分） 从 0，1，2，…，9 等 10个数字中任意选出 3 个不同的数字，求下列

事件的概率：

A1={三个数字中不含 0 和 5}；

A2={三个数字中不含 0 或 5}。

10（91，3 分） 设 A 和 B 是任意两个概率不为零的互不相容事件，则下列结论中肯

定正确的是：

（A） BA与 不相容。 （B） BA与 相容。

（C） )()()( BPAPABP = 。 （D） )()( APBAP =−

11（92，3 分） 将 C，C，E，E，I，N。S 这七个字母随机地排成一行，则恰好排成

SCIENCE的概率为 。

12（92，3 分） 设当事件 A 与 B 同时发生时，事件 C 必发生，则

（A） 1)()()( −+≤ BPAPCP （B） 1)()()( −+≥ BPAPCP

（C） )()( ABPCP = （D） )()( BAPCP ∪= [ ]

13（93，3 分） 设两事件 A 与 B 满足 1)|( =ABP ，则

（A）A是必然事件。 （B） 0)|( =ABP 。

（C） BA ⊃ 。 （D） BA⊂ 。

14（94，3 分） 设 1)|()|(,1)(0,1)(0 =+<<<< BAPBAPBPAP ，则事件 A 和

B

（A）互不相容。 （B）互相对立。

（C）不独立。 （D）独立。 [ ]

15（95，8 分） 某厂家生产的每台仪器，以概率 0.7 可以直接出厂，以概率 0.3 需

进一步调试，经调试后以概率 0.8可以出厂，以概率 0.2定为不合格产品不能出厂。现该厂

新生产了 )2( ≥nn 台仪器（假设各台仪器的生产过程相互独立），求
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（1） 全部能出厂的概率α；

（2） 恰有两台不能出厂的概率β；

（3） 至少有两台不能出厂的概率θ。

16（96，3 分） 已知 ,1)(0 << BP

且 )|()|(]|)[ 2121 BAPBAPBAAP +=+ ，则下列选项成立的是

（A） )|()(]|)[( 2121 BAPBAPBAAP ++=+

（B） )()()( 2121 BAPBAPBABAP +=+

（C） )|()|()( 2121 BAPBAPAAP +=+

（D） )|()()|()()( 2211 ABPAPABPAPBP += [ ]

17（96，6 分） 考虑一元二次方程 ,02 =++ CBxx 其中 B、C 分别是将一枚骰子连

掷两次先后出现的点数，求该方程有实根的概率 p 和有重根的概率 q。

18（98，9 分） 设有来自三个地区的各 10 名、15名和 25 名考生的报名表，其中女

生的报名表分别为 3 份、7 份和 5 份。随机地取一个地区的报名表，从中先后抽出两份

（3） 求先抽到的一份是女生表的概率 p；

（4） 已知后抽到的一份是男生表，求先抽到的一份是女生表的概率 q。

19（00，3 分） 在电炉上安装了 4 个温控器，其显示温度的误差是随机的。在使用

过程中，只要有两个温控器显示的温度不低于临界温度 t0，电炉就断电。以 E 表示事件“电

炉断电”，而 )4()3()2()1( TTTT ≤≤≤ 为 4 个温控器显示的按递增顺序排列的温度值，则事件

E等于

（A） }{ 0)1( tT ≥ （B） }{ 0)2( tT ≥

（C） }{ 0)3( tT ≥ （D） }{ 0)4( tT ≥ [ ]

20（03，4 分） 将一枚硬币独立地掷两次，引进事件： 1A ={掷第一次出现正面}，

2A ={掷第二次出现正面}， 3A ={正、反面各出现一次}， 4A ={正面出现两次}，则事件

（A） 321 ,, AAA 相互独立。 （B） 432 ,, AAA 相互独立。

（C） 321 ,, AAA 两两独立。 （D） 432 ,, AAA 两两独立。
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第二章 随机变量及其分布

第一节 基本概念

1、概念网络图

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
→

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤<
→

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

)()(
)(

)( aFbF
AP

bXa
A

X
随机事件

随机变量

基本事件

ω
ω

→≤= )()( xXPxF分布函数： 函数分布

正态分布

指数分布

均匀分布

连续型

几何分布

超几何分布

泊松分布

二项分布

分布

离散型

八大分布 →

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧ −10

2、重要公式和结论

（1）离散

型随机变

量的分布

律

设离散型随机变量 X 的可能取值为 Xk(k=1,2,…)且取各个值的概率，即事

件(X=Xk)的概率为

P(X=xk)=pk，k=1,2,…，

则称上式为离散型随机变量 X 的概率分布或分布律。有时也用分布列的形

式给出：

⋯⋯
⋯⋯
,,,,
,,,,|

)( 21

21

k

k

k ppp
xxx

xXP
X
= 。

显然分布律应满足下列条件：

（1） 0≥kp ， ⋯,2,1=k ， （2）
∑
∞

=

=
1

1
k

kp
。
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（2）连续

型随机变

量的分布

密度

设 )(xF 是随机变量 X 的分布函数，若存在非负函数 )(xf ，对任意实数 x，有

∫ ∞−
=

x
dxxfxF )()(

，

则称 X 为连续型随机变量。 )(xf 称为 X 的概率密度函数或密度函数，简称概

率密度。

密度函数具有下面 4 个性质：

1° 0)( ≥xf 。

2° ∫
+∞

∞−
= 1)( dxxf

。

（3）离散

与连续型

随机变量

的关系

dxxfdxxXxPxXP )()()( ≈+≤<≈=

积分元 dxxf )( 在连续型随机变量理论中所起的作用与 kk pxXP == )( 在离

散型随机变量理论中所起的作用相类似。

（4）分布

函数

设 X 为随机变量， x是任意实数，则函数

)()( xXPxF ≤=
称为随机变量 X 的分布函数，本质上是一个累积函数。

)()()( aFbFbXaP −=≤< 可以得到 X 落入区间 ],( ba 的概率。分布

函数 )(xF 表示随机变量落入区间（– ∞，x]内的概率。

分布函数具有如下性质：

1° ,1)(0 ≤≤ xF +∞<<∞− x ；

2° )(xF 是单调不减的函数，即 21 xx < 时，有 ≤)( 1xF )( 2xF ；

3° 0)(lim)( ==−∞
−∞→

xFF
x

， 1)(lim)( ==+∞
+∞→

xFF
x

；

4° )()0( xFxF =+ ，即 )(xF 是右连续的；

5° )0()()( −−== xFxFxXP 。

对于离散型随机变量， ∑
≤

=
xx

k
k

pxF )( ；

对于连续型随机变量， ∫
∞−

=
x

dxxfxF )()( 。

（5）八大

分布

0-1 分布 P(X=1)=p, P(X=0)=q

二项分布 在 n重贝努里试验中，设事件 A发生的概率为 p。事件 A发生

的次数是随机变量，设为 X ，则 X 可能取值为 n,,2,1,0 ⋯ 。
knkk

nn qpCkPkXP −=== )()( ， 其 中

nkppq ,,2,1,0,10,1 ⋯=<<−= ，

则称随机变量 X 服从参数为 n ， p 的二项分布。记为

),(~ pnBX 。

当 1=n 时，
kk qpkXP −== 1)( ， 1.0=k ，这就是（0-1）分

布，所以（0-1）分布是二项分布的特例。

泊松分布 设随机变量 X 的分布律为

λλ −== e
k

kXP
k

!
)( ， 0>λ ， ⋯2,1,0=k ，

则称随机变量 X 服从参数为λ 的泊松分布，记为 )(~ λπX 或

者 P( λ )。

泊松分布为二项分布的极限分布（np=λ，n→∞）。
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超几何分布

),min(
,2,1,0

,)(
nMl
lk

C
CC

kXP n
N

kn
MN

k
M

=
=•

==
−
− ⋯

随机变量 X 服从参数为 n,N,M的超几何分布，记为 H(n,N,M)。

几何分布 ⋯,3,2,1,)( 1 === − kpqkXP k
，其中 p≥0，q=1-p。

随机变量 X 服从参数为 p 的几何分布，记为 G(p)。

均匀分布
设随机变量 X 的值只落在[a，b]内，其密度函数 )(xf 在[a，b]

上为常数
ab −

1
，即

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
,0

,1
)( abxf

其他，

则称随机变量 X 在[a，b]上服从均匀分布，记为 X~U(a，b)。

分布函数为

∫ ∞−
==

x
dxxfxF )()(

当 a≤x1<x2≤b 时，X 落在区间（ 21 , xx ）内的概率为

ab
xx

xXxP
−
−

=<< 12
21 )( 。

指数分布

其中 0>λ ，则称随机变量 X 服从参数为λ的指数分布。

X 的分布函数为

记住积分公式：

!
0

ndxex xn =∫
+∞

−

=)(xf

=)(xF

0， x<a，

,
ab
ax

−
−

a≤x≤b

1， x>b。

a≤x≤b

,xe λλ − 0≥x ,

0, 0<x ,

,1 xe λ−− 0≥x ,
,0 x<0。
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正态分布
设随机变量 X 的密度函数为

2

2

2
)(

2
1)( σ

µ

σπ

−
−

=
x

exf ， +∞<<∞− x ，

其中 µ 、 0>σ 为常数，则称随机变量 X 服从参数为 µ 、σ

的正态分布或高斯（Gauss）分布，记为 ),(~ 2σµNX 。

)(xf 具有如下性质：

1° )(xf 的图形是关于 µ=x 对称的；

2° 当 µ=x 时，
σπ

µ
2
1)( =f 为最大值；

若 ),(~ 2σµNX ，则 X 的分布函数为
dtexF

x
t

∫ ∞−

−
−

= 2

2

2
)(

2
1)( σ

µ

πσ 。。

参数 0=µ 、 1=σ 时的正态分布称为标准正态分布，记为

)1,0(~ NX ，其密度函数记为
2

2

2
1)(

x

ex
−

=
π

ϕ
， +∞<<∞− x ，

分布函数为

∫
∞−

−
=Φ

x t

dtex 2

2

2
1)(
π

。

)(xΦ 是不可求积函数，其函数值，已编制成表可供查用。

Φ(-x)＝1-Φ(x)且Φ(0)＝
2
1
。

如果 X ~ ),( 2σµN ，则
σ
µ−X
~ )1,0(N 。

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

Φ=≤<
σ
µ

σ
µ 12

21 )(
xx

xXxP 。

（6）分位

数 下分位表： αµα ＝)( ≤XP ；

上分位表： αµα ＝)( >XP 。

（7）函数

分布

离散型
已知 X的分布列为

⋯⋯
⋯⋯

,,,,
,,,,

)( 21

21

n

n

i ppp
xxx

xXP
X
=

，

)(XgY = 的分布列（ )( ii xgy = 互不相等）如下：

⋯⋯

⋯⋯

,,,,

),(,),(),(
)(

21

21

n

n

i ppp

xgxgxg
yYP

Y
=

，

若有某些 )( ixg 相等，则应将对应的 ip 相加作为 )( ixg 的概率。

连续型
先利用 X 的概率密度 fX(x)写出 Y 的分布函数 FY(y)＝P(g(X)≤

y)，再利用变上下限积分的求导公式求出 fY(y)。
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例 2．1：4 黑球，2 白球，每次取一个，不放回，直到取到黑为止，令 X(ω)为“取白球的

数”，求 X 的分布律。

例 2．2：给出随机变量 X 的取值及其对应的概率如下：

⋯⋯

⋯⋯

,
3
1

,,
3
1

,
3
1

,,,2,1|

2 k

k
P
X

，

判断它是否为随机变量 X 的分布律。

例 2．3：设离散随机变量 X 的分布列为

2
1

4
1

8
1

8
1

2,1,0,1

，，，

−
P
X

，

求 X 的分布函数，并求 )
2
1( ≤XP ， )

2
31( ≤< XP ， )

2
31( ≤≤ XP 。

例 2．4： )()( 21 xfxf + 是概率密度函数的充分条件是：

（1） )(),( 21 xfxf 均为概率密度函数

（2） 1)()(0 21 ≤+≤ xfxf

例 2．5：袋中装有α个白球及β个黑球，从袋中先后取 a+b 个球（放回），试求其中含 a 个

白球，b 个黑球的概率（a≤α，b≤β）。

例 2．6：某人进行射击，设每次射击的命中率为 0.001，若独立地射击 5000 次，试求射中

的次数不少于两次的概率，用泊松分布来近似计算。

例 2．7：设某时间段内通过一路口的汽车流量服从泊松分布，已知该时段内没有汽车通过

的概率为 0.05，则这段时间内至少有两辆汽车通过的概率约为多少？

例 2．8：袋中装有α个白球及β个黑球，从袋中任取 a+b 个球，试求其中含 a 个白球，b

个黑球的概率（a≤α，b≤β）。

例 2．9：袋中装有α个白球及β个黑球，从袋中先后取 a+b个球（不放回），试求其中含 a

个白球，b 个黑球的概率（a≤α，b≤β）。

例 2．10：袋中装有α个白球及β个黑球，从袋中先后取 a+b 个球（放回），试求直到第 a+b

次时才取到白球的概率（a≤α，b≤β）。

例 2．11：4 黑球，2 白球，每次取一个，放回，直到取到黑为止，令 X(ω)为“抽取次数”，

求 X 的分布律。

例 2．12：5 把钥匙，只有一把能打开，如果某次打不开不扔掉，问以下事件的概率？

①第一次打开；②第二次打开；③第三次打开。

例 2．13：若随机变量 X 服从[1，6]上的均匀分布，求方程 012 =++ Xxx 有实根的概率。

例 2．14：设非负随机变量Ｘ的密度函数为 f(x)=A 27

2x

ex
−

，x>0,则 A= 。

例 2．15：设 ),(~ 2σµNX ，求 )3|(| σµ <−XP 。

例 2．16：X~N(2,σ2)且 P(2<X<4)＝0.3，则 P(X<0)＝？
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例 2．17：设随机变量 X 服从正态分布 N(0,1)，对给定的 )10( << αα ，数 αu 满足

αα => }{ uXP ，若 α=< }{ xXP ，则 x等于

(A)
2
αu . (B)

2
1 α−
u . (C)

2
1 α−u . (D) α−1u .

例 2．18：已知随机变量 X 的分布列为

⋯⋯

⋯⋯

,,,,,

,
2

,,,
2

,0

2 npqpqpqp

n

P
X

π
π

π
•

，

其中 1=+ qp 。求 XY sin= 的分布列。

例 2．19：已知随机变量
)1(

1)(~ 2xx
xfX

+
= ，求 32 += XY 的密度函数 )( yfY 。

第二节 重点考核点

常见分布、函数分布

第三节 常见题型

1、常见分布

例 2．20：若有彼此独立工作的同类设备 90台，每台发生故障的概率为 0.01。现配备三个

修理工人，每人分块包修 30台，求设备发生故障而无人修理的概率。若三人共同负责维修

90台，这时设备发生故障而无人修理的概率是多少？

例 2．21：随机变量 X 满足 P（X>h）=P(X>a+h∣X>a). (a,h均为正整数)的充分条件为：

(1) X 服从几何分布 P(X=k)=p(1-p)
k-1

(k=1,2,…)

(2) X 服从二项分布 P(X=k)= k
nC P

k
(1-p)

n-k
(k=0,1,2,…n)

例 2．22：实验器皿中产生甲乙两种细菌的机会是相等的，且产生细菌的数 X 服从参数为λ

的泊松发布，试求：

（1）产生了甲类细菌但没有乙类细菌的概率；

（2）在已知产生了细菌而且没有甲类细菌的条件下，有两个乙类细菌的概率。

例 2．23：设随机变量 X 服从[a,b](a>0)的均匀分布，且 P(0<X<3)＝
4
1
，P(X>4)＝

2
1
，求：

（1）X 的概率密度 （2）P(1<X<5)

例 2．24：X,Y独立，均服从 U[1,3]，A={X≤a}，B={Y≤a}，已知 P(A∪B)=
9
5
,求 a=？
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定义：如果 P({X≤x}∩{Y≤y})=P(X≤x)P(Y≤y)，称 X 与 Y 独立。

例 2．25：设随机主量 X 的概率密度为

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈

∈

=

其他,0

]6,3[,
9
2

]1,0[,
3
1

)( x

x

xf

其使得
3
2)( =≥ kXP ，则 k 的取值范围是 。

例 2．26：设顾客到某银行窗口等待服务的时间 X（单位：分）服从指数发布，其密度

函数为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>=
−

0,0

0,
5
1

)(
5

x

xexf
x

某顾客在窗口等待服务，如超过 10分钟，他就离开。他一个月到银行 5次，以 Y 表示

一个月内他未等到服务而离开窗口的次数，求Y的分布列，并求 P(Y≥1)。

例 2．27：X3~N(1,72)，则 P(1<X<2)=？

例 2．28：设随机变量X的概率密度为： )(,
2
1)( || +∞<<−∞= − xex xφ 则其分布函数F(x)是

（A）

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

<
=

.0,1

,0,
2
1

)(

x

xe
xF

x

（B）

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥−

<

=
− .0

2
11

,0,
2
1

)(

xe

xe

xF
x

x

（C）

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥

<−

=

−

.0,1

,0,
2
11

)(
x

xe

xF

x

（D）

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<≤−

<

= −

−

.1,1

,10,
2
11

,0.,
2
1

)(

x

xe

xe

xF x

x

[ ]
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例 2．29：设随机变量 X 的绝对值不大于 1，即|X|≤1，且
4
1)1(,

8
1)1( ===−= XPXP ，

在事件{-1<X<1}出现的条件下，X 在（-1，1）内的任一子区间上取值的条件概率与该子区

间长度成正比。试求 X 的分布函数 F(x)及 P（X<0）（即 X 取负值的概率）。

2、函数分布

例 2．30：设随机变量 X 具有连续的分布函数 F(x)，求 Y=F（X）的分布函数 F（y）。

（或证明题：

设 X 的分布函数 F(x)是连续函数，证明随机变量 Y=F（X）在区间（0，1）上服从均匀分布。）

例 2．31：设随机变量 X 的概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ∈

=
其他

若

,0

]8,1[,
3

1
)( 3 2

x
xxf

F（x）是 X 的分布函数，求随机变量 Y=F（X）的分布函数。

例 2．32：假设一设备开机后无故障工作的时间 X 服从指数分布，平均无故障工作的时间（EX）

为 5 小时。设备定时开机，出现故障时自动关机，而在无故障的情况下工作 2小时便关机。

试求该设备每次开机无故障工作的时间 Y 的分布函数 F（y）。

第四节 历年真题

数学一：

1（88，2 分）设随机变量 X 服从均值为 10，均方差为 0.02 的正态分布上。已知

，9938.0)5.2(,
2
1)( 2

2

=Φ=Φ
−

∞−∫ duex
u

x

π
则 X 落在区间（9.95, 10.05）内的概率为

。

2（88，6 分） 设随机变量 X 的概率密度函数为
)1(

1)( 2x
xf X +
=
π

，求随机变量

Y=1- 3 X 的概率密度函数 )(yfY 。

3（89，2 分） 设随机变量ξ 在区间（1，6）上服从均匀分布，则方程 012 =++ xx ξ

有实根的概率是 。

4（90，2 分） 已知随机变量 X 的概率密度函数 ||

2
1)( xexf −= ， +∞<<∞− x ，则

X的概率分布函数 F（x）= 。

5（93，3 分） 设随机变量 X 服从（0，2）上的均匀分布，则随机变量 2XY = 在（0，
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4）内的概率分布密度 =)(yfY 。

6（95，6 分） 设随机变量 X 的概率密度为

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

0,0
0

)(
x
xe

xf
x

X

求随机变量 XeY = 的概率密度 )(yfY 。

7（02，3 分） 设随机变量 X 服从正态分布 )0)(,( 2 >σσµN ，且二次方程

042 =++ Xyy 无实根的概率为
2
1
，则 =µ 。

8888（04，4 分） 设随机变量 X 服从正态分布 N(0,1)，对给定的 )10( << αα ，数 αu

满足 αα => }{ uXP ，若 α=< }{ xXP ，则 x等于

(A)
2
αu . (B)

2
1 α−
u . (C)

2
1 α−u . (D) α−1u . [ ]

9999（06，4 分） 设随机变量 X 服从正态分布 2
1 1( , )N µ σ ，Y服从正态分布 2

2 2( , )N µ σ ，

且

1 2{| | 1} {| | 1},P X P Yµ µ− < > − <

（A） 1 2.σ σ< （B） 1 2.σ σ>

（C） 1 2.µ µ< （D） 1 2.µ µ>

数学三：

1（87，2 分）（是非题） 连续型随机变量取任何给定实数值的概率都等于 0。

2（87，4 分） 已知随机变量 X的概率分布为 P{X=1}=0.2，P{X=2}=0.3, P{X=3}=0.5

试写出其分布函数 F(x).

3（88，6 分） 设随机变量 X 在区间（1，2）上服从均匀分布，试求随机变量 XeY 2=

的概率密度 f(y)。

4（89，3 分） 设随机变量 X 的分布函数为

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤≤

<

=

2
,1

2
0,sin

0,0

)(

π

π

x

xxA

x

xF

若

若

若
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则 A= ， }
6

|{| π
<XP = 。

5（89，8 分） 设随机变量 X 在[2，5]上服从均匀分布，现在对 X 进行三次独立观

测，试求至少有两次观测值大于 3 的概率。

6（90，7 分） 对某地抽样调查的结果表明，考生的外语成绩（百分制）近似服从

正态分布，平均成绩为 72 分，96 分以上的占考生总数的 2.3%，试求考生的外语成绩在 60

分至 84 分之间的概率。

[附表]：

999.0994.0977.0933.0841.0692.0500.0)(
0.35.20.25.10.15.00

x
x

Φ

表中 )(xΦ 是标准正态分布函数。

7（91，3 分） 设随机变量 X 的分布函数为

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
<≤
<≤

−<

=≤=

3,1
31,8.0
11-,4.0

1,0

)()(

x
x
x

x

xXPxF

若

若

若

若

则 X 的概率分布为 。

8（91，5 分） 一辆汽车沿一街道行驶，要过三个均设有红绿信号灯的路口，每个

信号灯为红或绿与其他信号灯为红或绿相互独立，且红、绿两种信号显示的时间相等。以 X

表示该汽车首次遇到红灯前已通过的路口的个数，求 X 的概率分布。

9（92，7 分） 设测量误差 X~N（0，102）。试求在 100 次独立重复测量中，至少有

三次测量误差的绝对值大于 19.6的概率α，并用泊松分布求出α的近似值（要求小数点后

取两位有效数字）。

[附表]：

⋯

⋯

001.0002.0007.0018.0050.0135.0368.0

7654321

λ

λ

−e

10（93，8 分） 设一大型设备在任何长为 t 的时间内发生故障的次数 N（t）服从参

数为λt 的泊松分布。

（1） 求相继两次故障之间时间间隔 T 的概率分布；

（2） 求在设备已经无故障工作 8 小时的情形下，再无故障运行 8 小时的概率 Q。

11（94，3 分） 设随机变量 X 的概率密度为

⎩
⎨
⎧ <<

=
其他,0

10,2
)(

xx
xf
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以 Y 表示对 X 的三次独立重复观察中事件 }
2
1{ ≤X 出现的次数，则 == }2{YP 。

12（95，3分） 设随机变量 X~N（μ，σ2），则随着σ的增大，概率 )|(| σµ <−XP

（A）单调增大。 （B）单调减小。

（C）保持不变。 （D）增减不定。

13（97，7分） 设随机变量 X 的绝对值不大于 1，
4
1)1(,

8
1)1( ===−= XPXP 。

在事件{-1<X<1}出现的条件下，X 在区间（-1，1）内的任一子区间上取值的条件概率与该

子区间的长度成正比。试求 X 的分布函数 )()( xXPxF ≤= 。

14（00，3分） 设随机变量 X 的概率密度为

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈

∈

=

其他

若

若

,0

]6,3[,
9
2

]1,0[,
3
1

)( x

x

xf

若 kkXPk 则使得 ,
3
2}{ =≥ 的取值范围是 。

15（03，13分） 设随机变量 X 的概率密度为

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧ ∈

=

其他

若

,0

]8,1[,
3

1

)(
3 2

x
x

xf

.)(.)( 的分布函数求随机变量的分布函数是 XFYXxF =

16161616（04，4 分） 设随机变量 X 服从正态分布 )1,0(N , 对给定的 )1,0(∈α , 数 αu 满足

αuXP α => }{ , 若 αxXP =< }|{| , 则 x等于

(A)
2
αu . (B)

2
1
αu

−
. (C)

2
1 αu − . (D) αu −1 . [ ]

17171717（06，4 分） 设随机变量 X 服从正态分布 ( )2
1 1,N µ σ ,随机变量 Y 服从正态分布

( )2
2 2,N µ σ ,且 { } { }1 21 1P X P Yµ µ− < > − < ,则必有 ( )

(A) 1 2σ σ<

(B) 1 2σ σ>
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(C) 1 2µ µ<

(D) 1 2µ µ>

第三章 二维随机变量及其分布

第一节第一节第一节第一节 基本概念基本概念基本概念基本概念

1、概念网络图

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

→

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

→

分布

分布

分布

三大统计分布

函数分布

正态分布

均匀分布
常见二维分布

独立性

条件分布
边缘分布

连续型分布密度

离散型分布律
联合分布

F
t

XXXZ
YXZ

YX

n
2
21 ),,min(max,

),(

χ

ξ

⋯
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2、重要公式和结论

（1）联合

分布

离散型 如果二维随机向量ξ （X，Y）的所有可能取值为至多可列

个有序对（x,y），则称ξ为离散型随机量。

设ξ =（X，Y）的所有可能取值为 ),2,1,)(,( ⋯=jiyx ji ，

且事件{ξ = ),( ji yx }的概率为 pij,,称

),2,1,()},(),{( ⋯=== jipyxYXP ijji

为ξ =（X，Y）的分布律或称为 X 和 Y 的联合分布律。联合分

布有时也用下面的概率分布表来表示：

Y

X
y1 y2 … yj …

x1 p11 p12 … p1j …

x2 p21 p22 … p2j …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
xi pi1 … ijp …

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
这里 pij具有下面两个性质：

（1）pij≥0（i,j=1,2,…）；

（2） .1=∑∑ ij
i j

p

连续型 对 于 二 维 随 机 向 量 ),( YX=ξ ， 如 果 存 在 非 负 函 数

),)(,( +∞<<−∞+∞<<−∞ yxyxf ，使对任意一个其邻边

分别平行于坐标轴的矩形区域 D，即 D={(X,Y)|a<x<b,c<y<d}

有

∫∫=∈
D

dxdyyxfDYXP ,),(}),{(

则称ξ 为连续型随机向量；并称 f(x,y)为ξ =（X，Y）的分布

密度或称为 X 和 Y 的联合分布密度。

分布密度 f(x,y)具有下面两个性质：

（1） f(x,y)≥0;

（2） ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−
= .1),( dxdyyxf

（2）二维

随 机 变 量

的本质

)(),( yYxXyYxX ===== ∩ξξ
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（3）联合

分布函数

设（X，Y）为二维随机变量，对于任意实数 x,y,二元函数

},{),( yYxXPyxF ≤≤=
称为二维随机向量（X，Y）的分布函数，或称为随机变量 X 和 Y 的联合分布函

数。

分 布 函 数 是 一 个 以 全 平 面 为 其 定 义 域 ， 以 事 件

})(,)(|),{( 2121 yYxX ≤<−∞≤<−∞ ωωωω 的概率为函数值的一个实值函

数。分布函数 F(x,y)具有以下的基本性质：

（1） ;1),(0 ≤≤ yxF
（2）F（x,y）分别对 x 和 y 是非减的，即

当 x2>x1时，有 F（x2,y）≥F(x1,y);当 y2>y1时，有 F(x,y2) ≥F(x,y1);

（3）F（x,y）分别对 x 和 y 是右连续的，即

);0,(),(),,0(),( +=+= yxFyxFyxFyxF
（4） .1),(,0),(),(),( =+∞+∞=−∞=−∞=−∞−∞ FxFyFF
（5）对于 ，， 2121 yyxx <<

0)()()()( 11211222 ≥+−− yxFyxFyxFyxF ，，，， .
（4）离散

型 与 连 续

型的关系

dxdyyxfdyyYydxxXxPyYxXP )()()( ，，， ≈+≤<+≤<≈==

（5）边缘

分布

离散型 X的边缘分布为

),2,1,()( ⋯==== ∑• jipxXPP ij
j

ii ；

Y的边缘分布为

),2,1,()( ⋯==== ∑• jipyYPP ij
i

jj 。

连续型 X的边缘分布密度为

∫
+∞

∞−
= ；dyyxfxf X ),()(

Y的边缘分布密度为

.),()( ∫
+∞

∞−
= dxyxfyfY

（6）条件

分布

离散型 在已知 X=xi的条件下，Y 取值的条件分布为

；
•

===
i

ij
ij p

p
xXyYP )|(

在已知 Y=yj的条件下，X 取值的条件分布为

,)|(
j

ij
ji p

p
yYxXP

•

===

连续型 在已知 Y=y 的条件下，X 的条件分布密度为

)(
),()|(

yf
yxfyxf

Y

= ；

在已知 X=x的条件下，Y 的条件分布密度为

)(
),()|(

xf
yxfxyf

X

=

（7）独立

性

一般型 F(X,Y)=FX(x)FY(y)

离散型 jiij ppp ••=
有零不独立
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连续型 f(x,y)=fX(x)fY(y)

直接判断，充要条件：

①可分离变量

②正概率密度区间为矩形

二维正态分

布 ,
12

1
),(

2

2

2

21

21
2

1

1
2

21

))((2

)1(2
1

2

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

−−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

−
−

−
=

σ
µ

σσ
µµρ

σ
µ

ρ

ρσπσ

yyxx

eyxf

ρ ＝0

随机变量的

函数

若 X1,X2,…Xm,Xm+1,…Xn相互独立， h,g 为连续函数，则：

h（X1，X2,…Xm）和 g（Xm+1,…Xn）相互独立。

特例：若 X 与 Y 独立，则：h（X）和 g（Y）独立。

例如：若 X 与 Y 独立，则：3X+1和 5Y-2独立。

（8）二维

均匀分布

设随机向量（X，Y）的分布密度函数为

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧ ∈

=
其他,0

),(1

),(

Dyx
S

yxf
D

其中 SD为区域 D 的面积，则称（X，Y）服从 D 上的均匀分布，记为（X，Y）～

U（D）。

例如图 3.1、图 3.2和图 3.3。

y

1

D1

O 1 x

图 3.1

y

1

O 2 x

图 3.2

y

d

c

O a b x

图 3.3

D2

1

D3
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（9）二维

正态分布

设随机向量（X，Y）的分布密度函数为

,
12

1),(

2

2

2

21

21
2

1

1
2

21

))((2

)1(2

1

2

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+

−−
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

−
−

−
=

σ
µ

σσ
µµρ

σ
µ

ρ

ρσπσ

yyxx

eyxf

其中 1||,0,0, 21,21 <>> ρσσµµ 是 5个参数，则称（X，Y）服从二维正态分

布，

记为（X，Y）～N（ ).,,, 2
2

2
1,21 ρσσµµ

由边缘密度的计算公式，可以推出二维正态分布的两个边缘分布仍为正态分

布，

即 X～N（ ).(~),, 2
2,2

2
11 σµσµ NY

但是若 X～N（ )(~),, 2
2,2

2
11 σµσµ NY ，(X，Y)未必是二维正态分布。

（10）函数

分布

Z=X+Y 根据定义计算： )()()( zYXPzZPzFZ ≤+=≤=

对于连续型，fZ(z)＝ dxxzxf∫
+∞

∞−

− ),(

两个独立的正态分布的和仍为正态分布（
2
2

2
121 , σσµµ ++ ）。

n个相互独立的正态分布的线性组合，仍服从正态分布。

∑=
i

iiC µµ ， ∑=
i

iiC
222 σσ

Z=max,min(
X1,X2,…Xn)

若 nXXX ⋯21 , 相 互 独 立 ， 其 分 布 函 数 分 别 为

)()()(
21

xFxFxF
nxxx ⋯， ，则 Z=max,min(X1,X2,…Xn)的分布

函数为：

)()()()(
21max xFxFxFxF

nxxx ⋯•=

)](1[)](1[)](1[1)(
21min xFxFxFxF

nxxx −−•−−= ⋯
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2χ 分布 设 n 个随机变量 nXXX ,,, 21 ⋯ 相互独立，且服从标准正态分

布，可以证明它们的平方和

∑
=

=
n

i
iXW

1

2

的分布密度为

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<

≥

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=

−−

.0,0

,0

2
2

1

)(
2

1
2

2

u

ueu
nuf

un

n

我们称随机变量W服从自由度为n的 2χ 分布，记为W～ )(2 nχ ，

其中

.
2 0

1
2 dxexn x
n

−∞+ −

∫=⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

所谓自由度是指独立正态随机变量的个数，它是随机变量

分布中的一个重要参数。
2χ 分布满足可加性：设

),(2
ii nY χ−

则

).(~ 21
1

2
k

k

i
i nnnYZ +++=∑

=

⋯χ

t 分布 设 X，Y 是两个相互独立的随机变量，且

),(~),1,0(~ 2 nYNX χ
可以证明函数

nY
XT

/
=

的概率密度为

2
1

2

1

2

2
1

)(

+
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ
=

n

n
t

nn

n

tf
π

).( +∞<<−∞ t

我们称随机变量 T 服从自由度为 n 的 t 分布，记为 T～t(n)。

)()(1 ntnt αα −=−
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F 分布 设 )(~),(~ 2
2

1
2 nYnX χχ ，且 X 与 Y 独立，可以证明

2

1

/
/
nY
nX

F = 的概率密度函数为

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Γ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Γ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
Γ

=

+
−

−

0,0

0,1

22

2
)(

2

2

11
2

2

2

1

21

21 21
1

1

y

yy
n
n

y
n
n

nn

nn

yf

nn
n

n

我们称随机变量 F 服从第一个自由度为 n1，第二个自由度为 n2

的 F 分布，记为 F～f(n1, n2).

),(
1),(

12
211 nnF
nnF

α
α =−

例 3．1 二维随机向量（X，Y）共有六个取正概率的点，它们是：（1，-1），（2，-1），（2，

0），2，2），（3，1），（3，2），并且（X，Y）取得它们的概率相同，则（X，Y）的联合分布

及边缘分布为

Y

X
-1 0 1 2 p1·

1

6
1 0 0 0

6
1

2

6
1

6
1 0

6
1

2
1

3 0 0

6
1

6
1

3
1

p·j

3
1

6
1

6
1

3
1 1

例 3．2： 设二维连续型随机变量（X，Y）在区域 D 上服从均匀分布，其中

},1||,1|:|),{( ≤−≤+= yxyxyxD

求 X 的边缘密度 fX(x)

例 3．3：设随机变量 X以概率 1 取值 0，而 Y 是任意的随机变量，证明 X 与 Y 相互独立。

例 3．4：如图 3.1，f(x,y)=8xy, fX(x)=4x
3
, fY(y)=4y-4y

3
，不独立。

例 3．5：f(x,y)=
⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤

其他,0
10,20,2 yxAxy

例 3．6：设 X 和 Y 是两个相互独立的随机变量，且 X～U（0，1），Y～e（1），求 Z=X+Y的分

布密度函数 fz(z)。

例 3．7：设随机变量 X与 Y 独立，其中 X 的概率分布为
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,
6.04.0

21
~

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
X

而 Y 的概率密度为 e(1)，求随机变量 U=
1+Y

X
的概率密度 g(u)。

第二节 重点考核点

二维随机变量联合分布函数、随机变量的独立性、简单函数的分布

第三节 常见题型

1、二维随机变量联合分布函数

例 3．8：如下四个二元函数，哪个不能作为二维随机变量（X，Y）的分布函数？

（A）

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ +∞<<+∞<<−−
=

−−

.,0

,0,0),1)(1(
),(1

其他

yxee
yxF

yx

（B） .
3

arctan
22

arctan
2

1),(
22 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

yxyxF ππ
π

（C）

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<+

≥+
=

.12,0

,12,1
),(3

yx

yx
yxF

（D）

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ +∞<<+∞<<+−−
=

−−−−

.,0

,0,0,2221
),(4

其他

yx
yxF

yxyx

[ ]

例 3．9：设 X 与 Y 是两个相互独立的随机变量，它们均匀地分布在（0, l ）内，试求方程

t2+Xt+Y=0 有实根的概率。

例 3．10：将一枚均匀硬币连掷三次，以 X 表示三次试验中出现正面的次数，Y 表示出现正

面的次数与出现反面的次数的差的绝对值，求（X，Y）的联合分布律。
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例 3．11：设随机变量 2,1,

4
1

2
1

4
1

101
~ =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

iX i ，且 1)0( 21 ==XXP ，求 ).( 21 XXP =

例 3．12：设某班车起点站上车人数 X服从参数为 )0( >λλ 的泊松分布，每位乘客在中途下

车的概率为 p(0<p<1)，并且他们在中途下车与否是相互独立的，用 Y 表示在中途下车的人

数，求：二维随机向量（X，Y）的概率分布。

例 3．13：设平面区域 D 是由
x

y 1
= 与直线 y=0,x=1,x=e

2
所围成（如图 3.15），二维随机向

量ξ=（X，Y）在 D 上服从均匀分布，求（X，Y）关于 X 的边缘分布密度在 x=2 处的值。

例 3．14：设随机变量 X 在区间 )1,0( 上服从均匀分布，在 )10( <<= xxX 的条件下，随

机变量Y 在区间 ),0( x 上服从均匀分布，求

(Ⅰ) 随机变量 X 和Y 的联合概率密度；

(Ⅱ) Y 的概率密度；

(Ⅲ) 概率 }1{ >+ YXP ．

2、随机变量的独立性

例 3．15：设随机变量 X 在 1，2，3，4 四个整数中等可能地取值，另一随机变量 Y 在 1～X

中等可能地取一整数值，试求（X，Y）的分布律，X，Y 的边缘分布律，并判断独立性。

例 3．16：设随机变量 X与 Y 独立，并且 P(X=1)=P(Y=1)=p，P(X=0)=P(Y=0)=1-p=q，0<p<1。

定义随机变量 Z 为

⎩
⎨
⎧

+
+

=
为奇数，若

为偶数，若

YX
YX

Z
0
1

问当 p 取何值时，X 与 Z 相互独立？

例 3．17：设

,
3

arctan
2

arctan),(~),( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

yCxBAyxFYXξ

求：（1）A，B，C 的值；

(2) f(x,y);

(3) f1(x),f2(y)

(4) 判断独立性。

例 3．18：设（X，Y）的密度函数为

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ >>
=

−

.,0

,,0
),(

其他

xyxe
yx

y

ϕ

试求： （1）X，Y 的边缘密度函数，并判别其独立性；
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（2）（X，Y）的条件分布密度；

（3）P（X>2|Y<4）.

3、简单函数的分布

例 3．19：设随机变量 )4,3,2,1( =iX i 相互独立同 B（1，0，4），求行列式

43

21

XX

XX
X =

的概率分布。

例 3．20：设随机变量（X，Y）的分布密度为

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ <<<<
=

.,0

,0,103
),(

其他

xyxx
yxϕ

试求Z=X-Y 的分布密度。

例 3．21：设随机变量 X 和 Y 的联合分布是正方形 G={（x,y）|1≤x≤3, 1≤y≤3}上的均匀

分布，试求随机变量 U=|X-Y|的概率密度 f(u).

例 3．22：设某型号的电子元件寿命（以小时计）近似服从 N（160，20
2
）分布，随机选取 4

件，求其中没有一件寿命小于 180小时的概率。

例 3．23：对某种电子装置的输出测量了 5 次，得到的观察值 54321 ,,,, XXXXX ，设它们

是相互独立的变量，且都服从同一分布

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
≥−

=

−

.,0

,0,1
)(

8

2

其他

xe
zF

z

试求： 4},,,,max{ 54321 >XXXXX 的概率。

例 3．24：设 1021 ,,, XXX ⋯ 相互独立同 N（0，22）分布，求常数 a, b, c, d使

2
10987

2
654

2
32

2
1 )()()( XXXXdXXXcXXbaXY +++++++++=

服从
2χ 分布，并求自由度 m。

例 3．25：设随机变量 X 与 Y 相互独立同服从 N（0，32）分布， 921 ,,, xxx ⋯ 以及 921 ,,, yyy ⋯

是分别来自总体 X，Y 的样本，求统计量
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∑

∑

=

==
9

1

2

9

1

i
i

i
i

y

x
K

的分布。

例 3．26：设随机变量 X～t(n)(n>1),求
2

1
X

Y = 的分布。

第四节 历年真题

数学一：

1（87，6 分） 设随机变量 X，Y相互独立，其概率密度函数分别为

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
其他,0

10,1
)(

x
xf X

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−

0,0
0,

)(
y
ye

yf
y

Y

求随机变量 Z=2X+Y 的概率密度函数。

2（91，6 分） 设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

⎩
⎨
⎧ >>

=
+−

其他,0
0,02

),(
)2( yxe

yxf
yx

求随机变量 Z=X+2Y 的分布函数。

3（92，6 分） 设随机变量 X与 Y相互独立，X服从正态分布 ),( 2σµN ，Y服从[-π，

π]上均匀分布，试求 Z=X+Y 的概率分布密度（计算结果用标准正态分布函数Φ表示，其中

)(
2
1)( 2

2

dtex
x

t

∫ ∞−

−
=Φ

π
。

4（94，3 分） 设相互独立的两个数随机变量 X 与 Y 具有同一分布律，且 X 的分布

律为

2
1

2
1

10

p

X
则随机变量 Z=max{X，Y}的分布律为 。

5（95，3 分） 设 X 和 Y 为两个随机变量，且

7
4}0{}0{,

7
3}0,0{ =≥=≥=≥≥ YPXPYXP

则 =≥ }0),{max( YXP 。

6（98，3 分）设平面区域 D 由曲线 所围成及直线 2,1,01 exxy
x

y ==== ，二维随
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机变量（X，Y）在区域 D 上服从均匀分布，则（X，Y）关于 X 的边缘概率密度在 x=2处的值

为 。

7（99，3 分） 设两个相互独立的随机变量 X 和 Y 分别服从正态分布 N（0，1）和 N

（1，1），则

（A）
2
1}0{ =≤+YXP （B）

2
1}1{ =≤+YXP

（C）
2
1}0{ =≤−YXP （D）

2
1}1{ =≤−YXP

8（99，8 分） 设随机变量 X 与 Y 相互独立，下表列出了二维随机变量（X，Y）联

合分布律及关于 X 和关于 Y 的边缘分布律中的部分数值，试将其余数值填入表中的空白处。

Y

X

1y 2y 3y ji pxXP •== }{

1x
8
1

2x
8
1

jj pyYp •== }{
6
1 1

9（02，3 分） 设 21 XX 和 是任意两个相互独立的连续型随机变量，它们的概率密

度

分别为 )()( 21 xfxf 和 ，分布函数分别为 )()( 21 xFxF 和 ，则

（A） )()( 21 xfxf + 必为某一随机变量的概率密度；

（B） )()( 21 xfxf • 必为某一随机变量的概率密度；

（C） )()( 21 xFxF + 必为某一随机变量的分布函数；

（D） )()( 21 xFxF • 必为某一随机变量的分布函数。 [ ]

10（03，4 分） 设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤

=
其他0

10,6
),(

yxx
yxf

则 }1{ ≤+YXP = 。

11（05，4 分） 从数 1，2，3，4 中任取一个数，记为 X，再从 1，…，X 中任取一个

数，记为 Y，则 P{Y=2}= .
12121212（05，4 分） 设二维随机变量（X，Y）的概率分布为
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Y
X 0 1

0 0.4 a

1 b 0.1

已知随机事件{X=0}与{X+Y=1}互相独立，则

（A）a=0.2, b=0.3 （B） a=0.4, b=0.1
（D）a=0.3, b=0.2 （D）a=0.1, b=0.4 [ ]

13131313（05，9 分） 设二维

随机变量（X，Y）的概

率密度为

求：（I）（X，Y）的边缘概率密度 );(),( yfxf YX

（II）Z=2X－Y的概率密度 ).(zf Z
14141414（06，4 分）设随机变量 X 与Y 相互独立，且均服从区间[0, 3]上的均匀分布，则

{ }max{ , } 1P X Y ≤ = .

15151515（06，9 分）随机变量 x 的概率密度为 ( ) ( )2

1 , 1 0
2
1 ,0 2 , ,
4
0,

x

x

f x x y x F x y

⎧ − < <⎪
⎪
⎪= ≤ < =⎨
⎪
⎪
⎪⎩

令

其他

为

二维随机变量(X,Y)的分布函数.

(Ⅰ)求 Y 的概率密度 ( )Yf y

(Ⅱ)
1 , 4
2

F ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

数学三：

1（90，3 分） 设随机变量 X 和 Y 相互独立，其概率分布为

2
1

2
1}{

11

mXP

m

=

−

2
1

2
1}{

11

mYP

m

=

−

⎩
⎨
⎧ <<<<

=
其他,0

,20,10,1
),(

xyx
yxf
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则下列式子正确的是：

（A） YX = （B） 0}{ == YXP

（C）
2
1}{ == YXP （D） 1}{ == YXP

2（90，5 分） 一电子仪器由两个部件构成，以 X 和 Y 分别表示两个部件的寿命（单

位：千小时），已知 X 和 Y 的联合分布函数为：

⎩
⎨
⎧ ≥≥+−−

=
+−−

其他

若

,0
0,1

),(
)(5.05.05.0 yxeee

yxF
yxyx

（1） 问 X 和 Y 是否独立？

（2） 求两个部件的寿命都超过 100 小时的概率。

3（92，4 分） 设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

⎩
⎨
⎧ <<

=
−

其他,0
0,

),(
yxe

yxf
y

（1） 求 X 的概率密度 );(xf X

求 }1{ ≤+ YXP 。

4（94，8 分） 设随机变量 4321 ,,, XXXX 相互独立且同分布，

)4,3,2,1(4.0)1(,6.0)0( ===== iXPXP ii 。

求行列式

43

21

XX
XX

X =

的概率分布。

5（95，8 分） 已知随机变量（X，Y）的联合概率密度为

⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤

=
其他

若

,0
10,10,4

),(
yxxy

yxf

求（X，Y）的联合分布函数。

6（97，3 分） 设两个随机变量 X 与 Y 相互独立且同分布，P（X=-1—）=P（Y=-1）

=
2
1
，P（X=1）=P（Y=1）=

2
1
，则下列各式成立的是

（A）
2
1)( == YXP （B） 1)( == YXP

（C）
4
1)0( ==+ YXP （D）

4
1)1( ==XYP [ ]

7（98，3 分） 设 )()( 21 xFxF 与 分别为随机变量 X1 与 X2 的分布函数。为使
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)()()( 211 xbFxFaxF −= 是某一随机变量的分布函数，在下列给定的各组数值中应取

（A）
5
2,

5
3

−== ba （B）
3
2,

3
2

== ba

（C）
2
3,

2
1

== ba （D）
2
3,

2
1

−== ba

8（99，3 分） 设随机变量 ),2,1(

4
1

2
1

4
1

101
~ =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

iX i

且满足 等于则 }{,1}0{ 2121 XXPXXP ===

（A）0 （B）
4
1

（C）
2
1

（D）1 [ ]

9（01，8 分） 设 随 机 变 量 X 和 Y 的 联 合 分 布 是 正 方 形

}32,31:,{( ≤≤≤≤= yxyxG 上 的 均 匀 分 布 。 试 求 随 机 变 量

)(|| upYXU 的概率密度−= 。

10（03，13分） 设随机变量 X 与 Y 独立，其中 X 的概率分布为

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

7.03.0

21
~X

而 Y 的概率密度为 f(y)，求随机变量 U=X+Y的概率密度 g(u)。

11（05，4 分）从数 1，2，3，4 中任取一个数，记为 X，再从 1，…，X中任取一个数，

记为 Y，则 P{Y=2}= .
12（05，4分） 设二维随机变量（X，Y）的概率分布为

Y

X 0 1

0 0.4 a

1 b 0.1

若随机事件{X=0}与{X+Y=1}互相独立，则 a =_____________, b =_____________.
13（05，13分） 设二维随机变量（X, Y）的概率密度为

⎩
⎨
⎧ <<<<

=
.,0

,20,10,1
),(

其他

xyx
yxf

求：（I）(X,Y) 的边缘概率密度 );(),( yfxf YX
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（II）Z=2X-Y的概率密度 );(zfZ

（III） .
2
1

2
1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤≤ XYP

14（06，4 分） 设随机变量 X 与 Y 相互独立,且均服从区间 [ ]0,3 上的均匀分布,则

( ){ }max , 1 _________P X Y ≤ =

第四章 随机变量的数字特征

第一节 基本概念

1、概念网络图

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

→

切比雪夫不等式

矩

方差

期望

一维随机变量

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

→

协方差矩阵

相关系数

协方差

方差

期望

二维随机变量

2、重要公式和结论

（1） 离散型 连续型
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一 维

随 机

变 量

的 数

字 特

征

期望

期望就是平均值

设 X 是离散型随机变量，其分布

律 为 P( kxX = ) ＝ pk ，

k=1,2,…,n，

∑
=

=
n

k
kk pxXE

1

)(

（要求绝对收敛）

设 X 是连续型随机变量，其概率密

度为 f(x)，

∫
+∞

∞−

= dxxxfXE )()(

（要求绝对收敛）

函数的期望 Y=g(X)

∑
=

=
n

k
kk pxgYE

1
)()(

Y=g(X)

∫
+∞

∞−

= dxxfxgYE )()()(

方差

D(X)=E[X-E(X)]2，

标准差

)()( XDX =σ ，

∑ −=
k

kk pXExXD 2)]([)( ∫
+∞

∞−

−= dxxfXExXD )()]([)( 2

矩 ①对于正整数 k，称随机变量 X

的 k 次幂的数学期望为 X 的 k

阶原点矩，记为 vk,即

νk=E(X
k
)= ∑

i
i

k
i px ,

k=1,2, ….

②对于正整数 k，称随机变量 X

与 E（X）差的 k 次幂的数学期

望为 X 的 k阶中心矩，记为 kµ ，

即

.
))(( k

k XEXE −=µ

= ∑ −
i

i
k

i pXEx ))(( ，

k=1,2, ….

①对于正整数 k，称随机变量 X 的

k次幂的数学期望为X的 k阶原点

矩，记为 vk,即

νk=E(X
k
)= ∫

+∞

∞−
,)( dxxfx k

k=1,2, ….

②对于正整数 k，称随机变量 X 与

E（X）差的 k 次幂的数学期望为 X

的 k 阶中心矩，记为 kµ ，即

.
))(( k

k XEXE −=µ

= ∫
+∞

∞−
− ,)())(( dxxfXEx k

k=1,2, ….

切比雪夫不等式 设随机变量 X 具有数学期望 E（X）=μ，方差 D（X）=σ2，则对于

任意正数ε，有下列切比雪夫不等式

2

2

)(
ε
σ

εµ ≤≥−XP

切比雪夫不等式给出了在未知 X 的分布的情况下，对概率

)( εµ ≥−XP
的一种估计，它在理论上有重要意义。

（2）
期 望

的 性

质

（1） E(C)=C

（2） E(CX)=CE(X)

（3） E(X+Y)=E(X)+E(Y)， ∑ ∑
= =

=
n

i

n

i
iiii XECXCE

1 1

)()(

（4） E(XY)=E(X) E(Y)，充分条件：X 和 Y 独立；

充要条件：X 和 Y 不相关。
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（3）
方 差

的 性

质

（1） D(C)=0；E(C)=C

（2） D(aX)=a2D(X)； E(aX)=aE(X)

（3） D(aX+b)= a2D(X)； E(aX+b)=aE(X)+b

（4） D(X)=E(X2)-E2(X)

（5） D(X±Y)=D(X)+D(Y)，充分条件：X和 Y 独立；

充要条件：X和 Y 不相关。

D(X±Y)=D(X)+D(Y) ±2E[(X-E(X))(Y-E(Y))]，无条件成立。

而 E(X+Y)=E(X)+E(Y)，无条件成立。

（4）
常 见

分 布

的 期

望 和

方差

期望 方差

0-1分布 ),1( pB p )1( pp −
二项分布 ),( pnB np )1( pnp −
泊松分布 )(λP λ λ

几何分布 )(pG
p
1

2

1
p
p−

超几何分布 ),,( NMnH
N
nM

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
1

N
nN

N
M

N
nM

均匀分布 ),( baU
2
ba +

12
)( 2ab −

指数分布 )(λe
λ
1

2

1
λ

正态分布 ),( 2σµN µ 2σ
分布2χ n 2n

t 分布 0
2−n

n
(n>2)

（5）
二 维

随 机

变 量

的 数

字 特

征

期望
∑
=

•=
n

i
ii pxXE

1

)(

∑
=

•=
n

j
jj pyYE

1
)(

∫
+∞

∞−

= dxxxfXE X )()(

∫
+∞

∞−

= dyyyfYE Y )()(

函数的期望 )],([ YXGE ＝

∑∑
i j

ijji pyxG ),(
)],([ YXGE ＝

∫ ∫
+∞

∞

+∞

∞－ －

dxdyyxfyxG ),(),(

方差

∑ •−=
i

ii pXExXD 2)]([)(

∑ •−=
j

jj pYExYD 2)]([)(

∫
+∞

∞−

−= dxxfXExXD X )()]([)( 2

∫
+∞

∞−

−= dyyfYEyYD Y )()]([)( 2

协方差 对于随机变量 X 与 Y，称它们的二阶混合中心矩 11µ 为 X 与 Y 的协方

差或相关矩，记为 ),cov( YXXY或σ ，即

))].())(([(11 YEYXEXEXY −−== µσ
与记号 XYσ 相对应，X 与 Y 的方差 D（X）与 D（Y）也可分别记为 XXσ
与 YYσ 。
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相关系数 对于随机变量 X 与 Y，如果 D（X）>0, D(Y)>0，则称

)()( YDXD
XYσ

为 X 与 Y 的相关系数，记作 XYρ （有时可简记为 ρ ）。

| ρ |≤1，当| ρ |=1 时，称 X与 Y 完全相关： 1)( =+= baYXP

完全相关
⎩
⎨
⎧

<−=

>=

，时负相关，当

，时正相关，当

)0(1
)0(1

a
a

ρ

ρ

而当 0=ρ 时，称 X 与 Y 不相关。

以下五个命题是等价的：

① 0=XYρ ；

②cov(X,Y)=0;

③E(XY)=E(X)E(Y);

④D(X+Y)=D(X)+D(Y);

⑤D(X-Y)=D(X)+D(Y).

协方差矩阵

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

YYYX

XYXX

σσ
σσ

混合矩 对于随机变量 X 与 Y，如果有 )( lkYXE 存在，则称之为 X 与 Y 的

k+l 阶混合原点矩，记为 klν ；k+l阶混合中心矩记为：

].))(())([( lk
kl YEYXEXEu −−=

（6）
协 方

差 的

性质

(i) cov (X, Y)=cov (Y, X);

(ii) cov(aX,bY)=ab cov(X,Y);

(iii) cov(X1+X2, Y)=cov(X1,Y)+cov(X2,Y);

(iv) cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y).

（7）
独 立

和 不

相关

（i） 若随机变量 X 与 Y 相互独立，则 0=XYρ ；反之不真。

（ii） 若（X，Y）～N（ ρσσµµ ,,,, 2
2

2
121 ），

则 X 与 Y 相互独立的充要条件是 X 和 Y 不相关。

例 4．1：箱内装有 5 个电子元件，其中 2 个是次品，现每次从箱子中随机地取出 1 件进行

检验，直到查出全部次品为止，求所需检验次数的数学期望。

例 4．2：将一均匀骰子独立地抛掷 3次，求出现的点数之和的数学期望。

例 4．3：袋中装有标着 1，2，…，9 号码的 9 只球，从袋中有放回地取出 4 只球，求所得号

码之和 X 的数学期望。

例 4．4：设随机变量 X的概率密度为

,)(
2
1)( || +∞<<−∞= − xexf x

求 E（X）及 D（X）。

例 4．5：设随机变量 X~N（0， 4）， Y~U（0， 4），且 X，Y相互独立，求 E（XY），D（X+Y）

及 D（2X-3Y）。

例 4．6：罐中有 5颗围棋子，其中 2 颗为白子，另 3颗为黑子，如果有放回地每次取 1子，

共取 3 次，求 3 次中取到的白子次数 X 的数学期望与方差。

例 4．7：在上例中，若将抽样方式改为不放回抽样，则结果又是如何？

例 4．8：“随机变量 X 的数学期望 E(X)= μ.”的充分条件：
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(1)X的密度函数为 f(x)= λ

µ

λ

−
−
x

e
2
1

(λ>0,-∞<x<+∞)

(2) X 的密度函数为
2

2

2
)(

2
1)( σ

µ

σπ

−
−

=
x

exf ， （ +∞<<∞− x ）

例 4．9：利用切比雪夫不等式估计随机变量与其数学期望之差大于 3 倍标准差的概率。

例 4．10：设随机变量 X 和 Y的方差存在且不等于 0，则 D（X+Y）=D（X）+D（Y）是 X 和 Y

（ ）。

（A） 不相关的充分条件，且不是必要条件；

（B） 独立的充分条件，但不是必要条件；

（C） 不相关的充分必要条件；

（D） 独立的充分必要条件。

例 4．11：设 X 与 Y 相互独立都服从 P（λ），令 U=2X+Y，V=2X-Y。求随机变量 U 和 V 的相

关系数 .UVρ

例 4．12：设（X，Y）服从 D={(x,y)|x2+y2≤1|}上的均匀分布，求 ,XYXY ρσ 和 并且讨论 X

与 Y 的独立性。

第二节 重点考核点

常见分布的数学期望和方差；随机变量矩、协方差和相关系数；独立和不相关

第三节 常见题型

1、一维随机变量及其函数的数字特征

例 4．13：判断随机变量 X 是否存在期望和方差。

（1） ⋯,2,1,2)1( =−= k
k

x
k

k
k ,

kkxXP
2
1)( == ；

（2） +∞<<−∞
+

•= x
x

xf ,
1

11)( 2π
。

例 4．14：设随机变量 X 在区间[a, b]中取值，证明：a≤E(X)≤b。

例 4．15：将 n 只球放入到 N 只盒子中去，设每只球落入各个盒子是等可能的，求有球盒子

数 X 的数学期望。

例 4．16：一辆送客汽车，载有 m 位乘客从起点站开出，沿途有 n 个车站可以下车，若到达

一个车站，没有乘客下车就不停车。设每位乘客在每一个车站下车是等可能的，试求汽车平
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均停车次数。

例 4．17：投硬币 n 次，设 X为出现正面后紧接反面的次数，求 E(X)。

例 4．18：一台仪器由 5 只不太可靠的元件组成，已知各元件出故障是独立的，且第 k

只元件出故障的概率为
10

1+
=
kpk ，则出故障的元件数的方差是

A．1.3 B．1.2 C．1.1 D．1.0

例 4．19：设 X是 n 重贝努里试验中事件 A出现的次数，且 P(A)=p,

令 Y=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

为奇数当

为偶数当

X

X

1

0
,求 Y 的数学期望。

例 4．20：设随机变量 X 的概率密度为
)1(

1)( 2x
xf

+
=
π

， ),( +∞−∞∈x ，求 )]1,[min( XE 。

例 4．21：地铁到达一站时间为每个整点的第 5 分、25 分、55 分钟，设一乘客在早 8 点～

9点之间随机到达，求侯车时间的数学期望。

例 4．22：设随机变量 X 和 Y 的数学期望分别为-2 和 2，方差分别为 1 和 4，而相关系数为

-0.5，则根据切比雪夫不等式，有

≤≥+ )6|(| YXP 。

2、二维随机变量及其函数的数字特征

例 4．23：设两个随机变量 X，Y 相互独立，都服从 ,
2
1,0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛N 求 D（|X-Y|）。

例 4．24：今有两封信欲投入编号为 I、II、III的 3 个邮筒，设 X，Y 分别表示投入第 I 号

和第 II号邮箱的信的数目，试求（1）（X，Y）的联合分布；（2）X 与 Y 是否独立；（3）令

U=max (X,Y), V=min(X,Y)，求 E（U）和 E（V）。

例 4．25：假设二维随机变量（X，Y）在矩形 G={（X,Y）|0≤x≤2, 0≤y≤1}上服从均匀分

布，记

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

;,1

,,0

YX

YX
U

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

.2,1

,2,0

YX

YX
V

（1） 求 U 和 V 的联合分布；

（2） 求 U 和 V 的相关系数ρ.

例 4．26：设 X～e（1），

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

kx

kx
Yk

,1

,0
（k=1, 2）,求：
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（1） ),( 21 YY=ξ 的分布；

（2） 21 YY与 边缘分布，并讨论他们的独立性；

（3） ).( 21 YYE +

例 4．27：设 A，B为两个随机事件,且
4
1)( =AP ,

3
1)|( =ABP ,

2
1)|( =BAP , 令

⎩
⎨
⎧

=
不发生，，

发生，

A
A

X
0
,1

⎩
⎨
⎧

=
.0

,1
不发生，

发生，

B
B

Y

求

(Ⅰ) 二维随机变量 ),( YX 的概率分布;

(Ⅱ) X 与Y 的相关系数 XYρ ;

(Ⅲ) 22 YXZ += 的概率分布.

例 4．28：n 封信任意投到 n 个信封里去，而每个信封应该对应着唯一的一封信，设信与信

封配对的个数为 X，求 E(X)与 D(X)。

3、独立和不相关

例 4．29：已知随机变量 X 和 Y 分别服从正态分布 N（1，3
2
）和 N（0，4

2
），且 X 与 Y 的相

关系数
2
1

−=XYρ ，设 .
23
YXZ +=

（1）求 Z 的数学期望 E（Z）和方差 D（Z）；（2）求 X与 Z 的相关系数 XZρ ；（3）问 X 与 Z

是否相互独立？为什么？

例 4．30：设（X，Y）的联合密度函数为

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ ≤≤≤≤−−
=

.,0

,10,102
),(

其他

yxyx
yxϕ

（1） 判别 X，Y 是否相互独立，是否相关；

（2） 求 E（XY）， D（X+Y）

例 4．31：如果 X 与 Y 满足 D（X+y）=D（X-Y），则必有

（A）X与 Y 独立。 （B）X 与 Y 不相关。

（C）D（Y）=0。 （D）D(X)·D(Y)=0. [ ]

例 4．32：将一枚硬币重复掷 n 次，以 X 和 Y 分别表示正面向上和反面向上的次数，则 X 与

Y的相关系数等于

（A）-1。 （B）0。 （C）
2
1
。 （D）1。 [ ]
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例 4．33：设随机变量 X 的分布密度为 .,
2
1)( || +∞<<−∞= − xexf x

(1)求 X 的数学期望 E（X）和方差 D（X）；

(2)求 X 与|X|的协方差，并问 X 与|X|是否不相关？

(3)问 X 与|X|是否相互独立？为什么？

例 4．34：设 A，B 是二随机事件，随机变量

⎩
⎨
⎧
−

=
,,1

,,1
否则

出现若A
X

⎩
⎨
⎧
−

=
.,1

,,1
否则

出现若B
Y

证明 X,Y不相关与 A,B独立互为充分且必要条件。

例 4．35：对于任意二事件 A和 B，0<P(A)<1,0<P(B)<1,

)()()()(

)()()(

BPAPBPAP

BPAPABP −
=ρ

称做事件 A 和 B 的相关系数。

（1） 证明事件 A 和 B 独立的充分必要条件是其相关系数等于零；

（2） 利用随机变量相关系数的基本性质，证明 .1|| ≤ρ

4、应用题

例 4．36：设某种商品每周的需求量 X 服从区间[10，30]上的均匀分布的随机变量，而经销

商店进货数量为区间[10，30]中的某一整数，商店每销售一单位商品可获利 500 元；若供大

于求则削价处理，每处理 1 单位商品亏损 100元；若供不应求，则可从外部调剂供应，此时

每 1 单位商品仅获利 300元，为使商店所获利润期望值不少于 9280 元，试确定最少进货量。

例 4．37：市场上对商品需求量为 X～U（2000，4000），每售出 1 吨可得 3 万元，若售不出

而囤积在仓库中则每吨需保养费 1 万元，问需要组织多少货源，才能使收益最大？

第四节 历年真题

数学一：

1（87，2 分） 已知连续型随机变量 X 的概率密度为

1221)( −+−= xxexf
π

则 EX= ，DX= 。

2（89，6 分） 设随机变量 X 与 Y 独立，且 X~N（1，2），Y~N（0，1），试求随机变

量 Z=2X-Y+3 的概率密度函数。
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3（90，2 分） 已知随机变量 X 服从参数为 2 的泊松分布，且胡机变量 Z=3X-2，则

EZ= 。

4（90，6 分） 设二维随机变量（X，Y）在区域 D：0<X<1, |y|<x 内服从均匀分布，

求关于 X 的边缘概率密度函数及随机变量 Z=2X+1 的方差 DZ。

5（91，3 分） 设随机变量 X 服从均值为 2、方差为 2σ 的正态分布，且

=<=<< }0{,3.0}42{ XPXP 则 。

6（92，3 分） 设随机变量 X 服从参数为 1 的指数分布，则 =+ − )( 2 xeXE

。

7（93，6 分） 设随机变量 X 的概率密度为

+∞<<−∞= − xexf x ,
2
1)( ||

（1） 求 EX 和 DX；

（2） 求 X 与|X|的协方差，并问 X 与|X|是否不相关？

（3） 问 X 与|X|是否相互独立？为什么？

8（94，6 分） 已知随机变量 的相关系数与且， YXNYNX ),4,0(~)3,1(~ 22

23
,

2
1 YXZXY +=−= 设ρ 。

（1） 求 EZ 和 DZ；

（2） 求 X 与 Z 的相关系数 ;XZρ

（3） 问 X 与 Z 是否相互独立？为什么？

9（95，3 分） 设 X 表示 10次独立重复射击命中目标的次数，每次射中目标的概率

为 0.4，则 )( 2XE = 。

10（96，3分） 设 和ξ η是两个相互独立且均服从正态分布 N（0，
2
1
）的随机变量，

则 =− |)(| ηξE 。

11（96，6分） 设 和ξ η是相互独立且服从同一分布的两个随机变量，已知ξ 的分布

律为 ).,min(),,max(3,2,1,
3
1)( ηξηξξ ===== YXiiP 又设

（1） 写出二维随机变量（X，Y）的分布律；

（2） 求 EX。

12（97，3 分）设两个相互独立的随机变量 X 和 Y 的方差分别为 4 和 2，则随机变量 3X-2Y

的方差是

（A）8 （B）16 （C）28 （D）44 [ ]

13（97，7分） 从学校乘汽车到火车站的途中有 3 个交通岗，假设在各个交通岗遇

到红灯的事件是相互独立的，并且概率都是
5
2
。设 X 为途中遇到红灯的次数，求随机变量 X
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的分布律、分布函数和数学期望。

14（98，6分） 设两个随机变量 X、Y 相互独立，且都服从均值为 0、方差为
2
1
的正

态分布，求|X-Y|的方差。

15（00，3分） 设二维随机变量（X， Y）服从二维正态分布，则随机变量

YXYX −=+= ηξ 与 不相关的充分必要条件为

（A） )()( YEXE =

（B） 2222 )]([)()]([)( YEYEXEXE −=−

（C） )()( 22 YEXE =

（D）
2222 )]([)()]([)( YEYEXEXE +=+ [ ]

16（00，8分） 某流水生产线上每个产品不合格的概率为 p(0<p<1)，各产品合格与

否相互独立，当出现一个不合格产品时即停机检修。设开机后第一次停机时已生产了的产品

个数为 X，求 E（X）和 D（X）。

17（01，3分） 将一枚硬币重复掷 n 次，以 X 和 Y 分别表示正面向上和反面向上的

次数，则 X 和 Y 的相关系数等于

（A）-1 （B）0 （C）
2
1

（D）1 [ ]

18（02，7分） 设随机变量 X 的概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤=

其他0

0,
2

cos
2
1

)( πxx
xf

对 X 独立地重复观察 4 次，用 Y 表示观察值大于
3
π

的次数，求
2Y 的数学期望。

19（03，10 分） 已知甲、乙两箱中装有两种产品，其中甲箱中装有 3 件合格品和 3

件次品，乙箱中仅装有 3 件合格品。从甲箱中任取 3 件产品放入乙箱后，求：

（1） 乙箱中次品件数 X 的数学期望。

（2） 从乙箱中任取一件产品是次品的概率。

20202020（04，4 分） 设随机变量 X 服从参数为λ的指数分布，则 }{ DXXP > = .

21212121（04，4 分） 设随机变量 )1(,,, 21 >nXXX n⋯ 独立同分布，且其方差为 .02 >σ

令 ∑
=

=
n

i
iXn

Y
1

1
，则

(A) Cov( .),
2

1 n
YX

σ
= (B) 2

1 ),( σ=YXCov .
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(C) 2
1

2)( σ
n

nYXD +
=+ . (D) 2

1
1)( σ

n
nYXD +

=− . [ ]

22222222（04，9 分） 设 A,B 为随机事件，且
2
1)(,

3
1)(,

4
1)( === BAPABPAP ，令

;
,

,0
,1

不发生

发生

A
A

X
⎩
⎨
⎧

=
.

,
,0
,1

不发生

发生

B
B

Y
⎩
⎨
⎧

=

求：（I）二维随机变量(X,Y)的概率分布；

（II）X 和 Y 的相关系数 .XYρ

数学三：

1（87，4 分） 已知随机变量 X 的概率密度为

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤

>

=

−

0,0

0,

)(

2

2

2
2

x

xe
a
x

xf

a
x

求随机变量
X

Y 1
= 的数学期望 )(YE 。

2（89，7 分） 已知随机变量（X，Y）的联合密度为

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ >>
=

+−

其他,0

0,0,
),(

)( yxe
yxF

yx

试求：（1） }{ YXP < ）；

（2） )(XYE 。

3（91，3 分） 对任意两个随机变量 X 和 Y，若 )()()( YEXEXYE •= ，则

（A） )()()( YDXDXYD •= 。 （B） )()()( YDXDYXD +=+

（C）X与 Y 独立。 （D）X 与 Y 不独立。 [ ]

4（91，6 分） 设随机变量（X，Y）在圆域
222 ryx ≤+ 上服从联合均匀分布。

（1） 求（X，Y）的相关系数ρ

（2） 问 X 和 Y 是否独立？

5（92，5 分） 某设备由三大部件构成，在设备运转中各部件需要调整的概率相应

为 0.10，0.20 和 0.30。设各部件的状态相互独立，以 X 表示同时需要调整的部件数，试求
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E（X）和 D（X）。

6（93，8 分） 设随机变量 X 和 Y 同分布，X 的概率密度为

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧ <<

=
其他,0

20,
8
3

)(

2 xx

xf

（1） 已知事件 aBAPaYBaXA 求常数且独立和 ,
4
3}{,}{}{ =>=>= ∪ ；

（2） 求 2

1
X

的数学期望。

7（94，8 分 ） 设由自动线加工的某种零件的内径 X（毫米）服从正态分布 N（μ，

1），内径小于 10或大于 12 为不合格品，其作为合格品，销售每件合格品获利，销售每件不

合格品亏损。已知销售利润 T（单位：元）与销售零件的内径 X 有如下关系：

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>−

≤≤

<−

=

12,5

1210,20

10,1

X

X

x

T

若

若

若

问平均内径μ取何值时，销售一个零件的平均利润最大？

8（95，3 分） 设 随 机 变 量 X 和 Y 独 立 同 分 布 ， 记

必然与则随机变量 VUYXVYXU ,, +=−=

（A）不独立。 （B）独立。

（C）相关系数不为零。 （D）相关系数为零。 [ ]

9（96，7 分） 设一部机器在一天内发生故障的概率为 0.2，机器发生故障时全天停

止工作。一周五个工作日，若无故障，可获利润 10 万元；发生一次故障仍可获利润 5 万元；

若发生两次故障，获利润 0 元；若发生三次或三次以上故障就要亏损 2 万元。求一周内的利

润期望。

10（97，6 分） 游客乘电梯从底层到电视塔的顶层观光。电梯于每个整点的第 5 分

钟、第 25 分钟和第 55分钟从底层起行。设一游客在早上八点的第 X 分钟到达底层侯梯处，

且 X 在[0，60]上服从均匀分布，求该游客等候时间的数学期望。

11（97，6 分） 两台同样的自动记录仪，每台无故障工作的时间服从参数为 5 的指

数分布。先开动其中一台，当其发生故障时停用而另一台自动开动。试求两台自动记录仪无

故障工作的总时间 T 的概率密度 f(t)、数学期望和方差。

12（98，10 分） 一商店经销某种商品，每周的进货量 X 与顾客对该种商品的需求量 Y

是两个相互独立的随机变量，且都服从区间[10，20]上的均匀分布。商店每售出一单位商品

可得利润 1 000元；若需求量超过了进货量，可以其他商店调剂供应，这时每单位商品的售

出获利润为 500 元。试求此商店经销该种商品每周所得利润的期望值。

13（99，3 分） 设随机变量 )2;,,2,1,( ≥= nnjiXi j ⋯ 独立同分布， ,2=ijEX 则行

列式
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nnnn

n

n

XXX

XXX

XXX

Y

⋯

⋮⋮⋮

⋯

⋯

21

22221

11211

=

的数学期望 EY= 。

14（99，9 分） 假设二维随机变量（X，Y）在矩形 }10,20|),{( ≤≤≤≤= yxyxg

上服从均匀分布，记

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

YX

YX
U

若

若

,1

,0

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

YX

YX
V

2,1

2,0

若

若

（1） 求 U 和 V 的联合分布；

（2） 求 U 和 V 的相关系数 r。

15（00，3分） 设随机变量 X 在区间[-1，2]上服从均匀分布，随机变量

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<−

=

>

=

0,1

0,0

0,1

X

X

X

Y

若

若

若

则方差 DY= 。

16（00，8 分） 设 A，B 是二随机事件，随机变量

⎩
⎨
⎧
−

=
不出现若

出现若

A
A

X
,1

,1

⎩
⎨
⎧
−

=
不出现若

出现若

B
B

Y
,1

,1

试证明随机变量 X 和 Y 不相关的充分必要条件是 A 与 B 相互独立。

17（01，3 分） 将一枚硬币重复掷 n 次，以 X 和 Y 分别表示正面向上和反面向上的

次数，则 X 和 Y 的相关系数等于

（A）-1 （B）0 （C）
2
1

（D）1 [ ]

18（02，3 分） 设随机变量 X 和 Y 的联合概率分布为

概率 Y

X

-1 0 1

0 0.07 0.18 0.15
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1 0.08 0.32 0.20

=),cov( 2222 YXYX 的协方差和则 .

19（02，8 分） 假设随机变量 U 在区间[-2，2]上服从均匀分布，随机变量

⎩
⎨
⎧

−>
−≤−

=
1,1
1,1

U
U

X
若

若

⎩
⎨
⎧

>
≤−

=
1,1
1,1

U
U

Y
若

若

试求（1）X 和 Y 的联合概率分布；

（2）D（X+Y）。

20（02，8分）设一设备开机后无故障工作的时间 X 服从指数分布，平均无故障工作的

时间（EX）为 5 小时。设备定时开机，出现故障时自动关机，而在无故障的情况下工作 2

小时便关机。试求该设备每次开机无故障工作的时间 Y 的分布函数 F(y)。

21（03，4 分） 设随机变量 X 和 Y 的相关系数为 0.9，若 Z=X-0.4，则 Y 与 Z 的相关

系数为 。

22222222（04，4 分） 设随机变量 X 服从参数为 λ的指数分布, 则 => }{ DXXP .

23232323（ 04， 13 分） 设 A ， B 为两个随机事件 ,且
4
1)( =AP ,

3
1)|( =ABP ,

2
1)|( =BAP , 令

⎩
⎨
⎧

=
不发生，，

发生，

A
A

X
0
,1

⎩
⎨
⎧

=
.0

,1
不发生，

发生，

B
B

Y

求

(Ⅰ) 二维随机变量 ),( YX 的概率分布;

(Ⅱ) X 与Y 的相关系数 XYρ ;

(Ⅲ) 22 YXZ += 的概率分布.

24（06，13分）设随机变量 X 的概率密度为

( )

1 , 1 0
2
1 ,0 2,
4
0,

x

x

f x x

⎧ − < <⎪
⎪
⎪= ≤ <⎨
⎪
⎪
⎪⎩

其它

( )2 , ,Y X F X Y=令 为二维随机变量 ( ),X Y 的分布函数 ,

求:

(Ⅰ) Y 的概率密度 ( )Yf y

(Ⅱ) ( )cov ,X Y
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(Ⅲ)
1 , 4
2

F ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

第五章 大数定律和中心极限定理

第一节 基本概念

1、概念网络图

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
→

辛钦大数定律

伯努利大数定律

切比雪夫大数定律

大数定律

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

→
棣莫弗－拉普拉斯定理

列维－林德伯格定理
中心极限定理

二项定理

泊松定理

2、重要公式和结论

（1）大数定律

µ→X
切比雪

夫大数

定律

设随机变量 X1，X2，…相互独立，均具有有限方差，且被同一常

数 C 所界：D（Xi）<C(i=1,2,…),则对于任意的正数ε，有

.1)(11lim
11

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<− ∑∑

==∞→
ε

n

i
i

n

i
in

XE
n

X
n

P

特殊情形：若 X1，X2，…具有相同的数学期望 E（XI）=μ，

则上式成为

.11lim
1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<−∑

=∞→
εµ

n

i
in

X
n

P
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伯努利

大数定

律

设μ是 n 次独立试验中事件 A 发生的次数，p 是事件 A 在

每次试验中发生的概率，则对于任意的正数ε，有

.1lim =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<−

∞→
ε

µ p
n

P
n

伯努利大数定律说明，当试验次数 n 很大时，事件 A 发生

的频率与概率有较大判别的可能性很小，即

.0lim =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥−

∞→
ε

µ p
n

P
n

这就以严格的数学形式描述了频率的稳定性。

辛钦大

数定律

设 X1，X2，…，Xn，…是相互独立同分布的随机变量序列，且 E

（Xn）=μ，则对于任意的正数ε有

.11lim
1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<−∑

=
∞→

εµ
n

i
in

X
n

P

（2）中心极限定

理

),(
2

n
NX

σ
µ→

列维－

林德伯

格定理

设随机变量 X1，X2，…相互独立，服从同一分布，且具有相

同 的 数 学 期 望 和 方 差 ：

),2,1(0)(,)( 2 ⋯=≠== kXDXE kk σµ ，则随机变量

σ

µ

n

nX
Y

n

k
k

n

∑
=

−
= 1

的分布函数 Fn(x)对任意的实数 x，有

∫
∑

∞−

−
=

∞→∞→
=

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤
−

=
x

t

n

k
k

nnn
dtex

n

nX
PxF .

2
1lim)(lim 21

2

πσ

µ

此定理也称为独立同分布的中心极限定理。

棣莫弗

－拉普

拉斯定

理

设随机变量 nX 为具有参数 n, p(0<p<1)的二项分布，则对于

任意实数 x,有

∫ ∞−

−

∞→
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤
−

−
=

x
t

n

n
dtex

pnp
npX

P .
2
1

)1(
lim 2

2

π
（3）二项定理

若当 ),(, 不变时 knp
N
MN →∞→ ，则

knkk
nn

N

kn
MN

k
M ppC
C
CC −

−
− −→ )1( ).( ∞→N

超几何分布的极限分布为二项分布。

（4）泊松定理 若当 0, >→∞→ λnpn 时 ，则

λλ −− →− e
k

ppC
k

knkk
n !

)1( ).( ∞→n

其中 k=0，1，2，…，n，…。

二项分布的极限分布为泊松分布。

例 5．1：设总体 X 服从参数为 2 的指数分布，X1，X2，…，Xn为来自总体 X 的简单随机样本，
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则当 ∑
=

=∞→
n

i
in X

n
Yn

1

21,时 依概率收敛于 。

例 5．2：设{Xk}为相互独立且同分布的随机变量序列，并且 Xk的概率分布为

).,2,1(2)2( ln2 ⋯=== −− iXP iii
k

试证{Xi}服从大数定律。

例 5．3：一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的，假设每箱平均重 50 千克，

标准差为 5 千克。若用最大载重量为 5吨的汽车承运，试利用中心极限定理说明每辆车最多

可以装多少箱，才能保障不超载的概率大于 0.977。

例 5．4：两只一模一样的铁罐里都装有大量的红球和黑球，其中一罐（取名“甲罐”）内

的红球数与黑球数之比为 2：1，另一罐（取名“乙罐”）内的黑球数与红球数之比为 2：1 。

今任取一罐并从中取出 50 只球，查得其中有 30只红球和 20只黑球，则该罐为“甲罐”的

概率是该罐为“乙罐”的概率的

(A) 154倍 (B)254 倍 (C)798 倍 (D)1024倍

第二节 重点考核点

中心极限定理

第三节 常见题型

1、大数定律

例 5．5：设 X1，X2，…，Xn，…相互独立同分布，且 E（Xn）=0，则

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ <∑
=

∞→

n

i
in
nXP

1

lim = 。

例 5．6：设 X1，X2，…，Xn，…是相互独立的随机变量序列，Xn服从参数为 n 的指数分布

（n=1,2, …），则下列中不服从切比雪夫大数定律的随机变量序列是：

（A）X1，X2，…，Xn，…； （B）X1，2
2
X2，…，n

2
Xn，…

（C）X1，X2/2，…，Xn/n，…； （D）X1，2X2，…，nXn，…

2、中心极限定理

例 5．7：设 X1，X2，…，Xn，…是相互独立的随机变量序列，在下面条件下， 2
1X ， 2

2X ，…，
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2
nX ，…满足列维－林德伯格中心极限定理的是：

（A） 1,0,}{ 1 === − mqpmXP mm
i ；

（B） dt
t

xXP
x

i ∫
∞− +

=≤
)1(

1}{
2π

；

（C）
2

1

1
22

32,2,1,}{
π

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
====

−∞

=
∑
m

i m
cm

m
cmXP ，常数⋯ ；

（D） iX 服从参数为 i的指数分布。

例 5．8：某人要测量 A、B 两地之间的距离，限于测量工具，将其分成 1200 段进行测量，

设每段测量误差（单位：千米）相互独立，且均服从（-0.5, 0.5）上的均匀分布。试求总

距离测量误差的绝对值不超过 20 千米的概率。

例 5．9：设男孩出生率为 0.515，求在 10000 个新生婴儿中女孩不少于男孩的概率。

第四节 历年真题

数学一：

1（01，3 分） 设随机变量 X 的方差为 2，则根据切比雪夫不等式有估计

≤≥− }2|)({| XEXP 。

数学三：

1（88，6 分） 某保险公司多年的统计资料表明，在索赔中被盗索赔户占 20%。以 X

表示在随机抽查的 100个索赔户中因被盗向保险公司索赔的户数。

（1） 写出 X 的概率分布；

（2）利用棣美佛-拉普拉斯定理，求被盗索赔户不少于 14 户且不多于 30户的概率的近

似值。

[附表]Φ（x）是标准正态分布函数。

999.0994.0977.0933.0841.0692.0500.0)(
0.35.20.25.10.15.00

x
x

Φ

2（89，3 分） 设 X 为随机变量且
2, σµ == DXEX 。则由切比雪夫不等式，有

≤≥− }3|{| σµXP 。
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3（96，6 分） 设 nXXX ,,, 21 ⋯ 是 来 自 总 体 X 的 简 单 随 机 样 本 。 已 知

)4,3,2,1( == kaEX k
k

，证明当 n 充分大时，随机变量 ∑
=

=
n

i
in X

n
Z

1

21
近似服从正态分布，

并指出其分布参数。

4（99，3 分） 在天平上重复称量一重为 a 的物品。假设各次称量结果相互独立且

服从正态分布 nXaN n表示若以).2.0,( 2 次称量结果的算术平均值，则为使

95.0}1.0|{| ≥<− aXP n

n的最小值应小于自然数 。

5（01，3 分） 设随机变量 X 和 Y 的数学期望分别为-2和 2，方差分别为 1 和 4，而

相关系数为-0.5，则根据切比雪夫不等式有 ≤≥+ }6|{| YXP .

6（01，8 分） 一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的。假设每箱平

均重 50 千克，标准差为 5 千克。若用最大载重量为 5 吨的汽车承运，试利用中心极限定理

说明每辆车最多可以装多少箱，才能保障不超载的概率大于 0.977。（Φ（2）=0.977，其中

Φ（x）是标准正态分布函数。）

第六章 数理统计的基本概念

第一节 基本概念

1、概念网络图

正态总体下的四大分布

统计量

样本函数

样本

个体

总体

数理统计的基本概念 →

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

2、重要公式和结论

（1）数理

统 计 的 基

本概念

总体 在数理统计中，常把被考察对象的某一个（或多个）指标的全

体称为总体（或母体）。我们总是把总体看成一个具有分布的随

机变量（或随机向量）。
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个体 总体中的每一个单元称为样品（或个体）。

样本 我们把从总体中抽取的部分样品 nxxx ,,, 21 ⋯ 称为样本。样本

中所含的样品数称为样本容量，一般用 n表示。在一般情况下，

总是把样本看成是 n 个相互独立的且与总体有相同分布的随机

变量，这样的样本称为简单随机样本。在泛指任一次抽取的结

果时， nxxx ,,, 21 ⋯ 表示 n个随机变量（样本）；在具体的一次

抽取之后， nxxx ,,, 21 ⋯ 表示 n 个具体的数值（样本值）。我们

称之为样本的两重性。

样本函数和

统计量
设 nxxx ,,, 21 ⋯ 为总体的一个样本，称

ϕϕ = （ nxxx ,,, 21 ⋯ ）

为样本函数，其中ϕ为一个连续函数。如果ϕ中不包含任何未

知参数，则称ϕ（ nxxx ,,, 21 ⋯ ）为一个统计量。

常见统计量

及其性质 样本均值 .1
1
∑
=

=
n

i
ixn

x

样本方差 ∑
=

−
−

=
n

i
i xx

n
S

1

22 .)(
1

1

样本标准差 .)(
1

1
1

2∑
=

−
−

=
n

i
i xx

n
S

样本 k 阶原点矩

∑
=

==
n

i

k
ik kx

n
M

1
.,2,1,1 ⋯

样本 k 阶中心矩

∑
=

=−=′
n

i

k
ik kxx

n
M

1

.,3,2,)(1 ⋯

µ=)(XE ，
n

XD
2

)(
σ

= ，

22 )( σ=SE ， 22 1)*( σ
n
nSE −

= ,

其中 ∑
=

−=
n

i
i XX

n
S

1

22 )(1* ，为二阶中心矩。

（2）正态

总 体 下 的

四大分布

正态分布 设 nxxx ,,, 21 ⋯ 为来自正态总体 ),( 2σµN 的一个样本，则样

本函数

).1,0(~
/

N
n

xu
def

σ
µ−

t 分布 设 nxxx ,,, 21 ⋯ 为来自正态总体 ),( 2σµN 的一个样本，则样

本函数

),1(~
/

−
− nt
ns

xt
def µ

其中 t(n-1)表示自由度为 n-1的 t分布。
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分布2χ 设 nxxx ,,, 21 ⋯ 为来自正态总体 ),( 2σµN 的一个样本，则样

本函数

),1(~)1( 2
2

2

−
− nSnw

def
χ

σ
其中 )1(2 −nχ 表示自由度为 n-1的

2χ 分布。

F 分布 设 nxxx ,,, 21 ⋯ 为来自正态总体 ),( 2
1σµN 的一个样本，而

nyyy ,,, 21 ⋯ 为来自正态总体 ),( 2
2σµN 的一个样本，则样本

函数

),1,1(~
/
/

212
2

2
2

2
1

2
1 −− nnF
S
S

F
def

σ
σ

其中

,)(
1

1 2

11

2
1

1

∑
=

−
−

=
n

i
i xx

n
S ;)(

1
1 2

12

2
2

2

∑
=

−
−

=
n

i
i yy

n
S

)1,1( 21 −− nnF 表示第一自由度为 11 −n ，第二自由度为

12 −n 的 F 分布。

（3）正态

总 体 下 分

布的性质

X 与
2S 独立。

例 6．1：从正态总体 )6,4.3( 2N 中抽取容量为 n 的样本，如果要求其样本均值位于区间（1.4,

5.4）内的概率不小于 0.95，问样本容量 n至少应取多大？

第二节 重点考核点

统计量的分布

第三节 常见题型

1、统计量的性质

例 6．2：设 ),,,( 721 XXX ⋯ 取自总体 )5.0,0(~ 2NX ，则 =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ >∑
=

7

1

2 4
i

iXP

。

例 6．3：设总体 X 服从正态分布 ),( 2
1 σμN ,总体Y 服从正态分布 ),( 2

2 σμN ,
1

,, 21 nXXX ⋯
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和
2

,, 21 nYYY ⋯ 分别是来自总体 X 和Y 的简单随机样本, 则

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

−+− ∑∑
==

2

)()(

21

2

1

2

1

21

nn

YYXX
E

n

j
j

n

i
i

.

2、统计量的分布

例 6．4：设 ),,,( 21 nXXX ⋯ 是来自正态总体 ),( 2σµN 的简单随机样本，X 是样本均值，

记

,)(
1

1
1

22
1 ∑

=

−
−

=
n

i
i XX

n
S ,)(1

1

22
2 ∑

=

−=
n

i
i XX

n
S

,)(
1

1
1

22
3 ∑

=

−
−

=
n

i
iXn

S µ ,)(1
1

22
4 ∑

=

−=
n

i
iXn

S µ

则服从自由度为 n-1的 t 分布的随机变量是

（A） .
1/1 −

−
=

nS
X

t
µ

（B） .
1/2 −

−
=

nS
X

t
µ

（C） .
/3 nS

X
t

µ−
= （D） .

/4 nS
X

t
µ−

= [ ]

例 6．5：设总体 X～N（0，12），从总体中取一个容量为 6 的样本 ),,,( 621 XXX ⋯ ，设

2
654

2
321 )()( XXXXXXY +++++= ，试确定常数 C，使随机变量 CY 服从 2χ 分布。

第四节 历年真题

数学一：

1（98，4 分） 从正态总体 )6,4.3( 2N 中抽取容量为 n 的样本，如果要求其样本均值

位于区间（1.4, 5.4）内的概率不小于 0.95，问样本容量 n 至少应取多大？
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[附表]： dteZ
t

Z
2

2

2
1)(

−

∞−∫=Φ
π

990.0975.0950.0900.0)(
33.296.1645.128.1

Z
Z

Φ

2（01，7 分） 设总体 )0)(,(~ 2 >σσµNX ，从该总体中抽取简单随机样本

)2(,,, 221 ≥nXXX n⋯ ， 其 样 本 的 均 值 ∑
=

=
n

i
iXn

X
2

1
,

2
1

求 统 计 量

∑
=

+ −+=
n

i
ini XXXY

1

2)2( 的数学期望 E（Y）。

3（03，4 分） 设随机变量 2

1),1)((~
X

YnntX => ，则

（A） )(~ 2 bxY （B） )1(~ 2 −nxY

（C） )1,(~ nFY （D） ),1(~ nFY

4（05，4分） 设 )2n(X,X,X n21 ≥，⋯ 为来自总体 N（0，1）的简单随机样本，X

为样本均值，S2为样本方差，则

（A） ），（ 10N~Xn （B） )(~ 22 nnS χ

（C） )1(~)1(
−

− nt
S
Xn

（D） )1,1(~
)1(

2

2

2
1 −

−

∑
=

nF
X

Xn
n

i
i

5（05，9分）设 )2(,,, 21 >nXXX n⋯ 为来自总体 N（0，1）的简单随机样本， X 为

样本均值，记 .,,2,1, niXXY ii ⋯=−=

求：（I） ;,,2,1, niDYY ii ⋯=的方差

（II） ).,( 11 nn YYCovYY 的协方差与

数学三：

1（94，3 分） 设 nXXX ,,, 21 ⋯ 是来自正态总体
2,( σµN ）的简单随机样本， X 是

样本均值，记
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∑
=

−
−

=
n

i
i XX

n
S

1

22
1 )(

1
1 ∑

=

−=
n

i
i XX

n
S

1

22
2 )(1

∑
=

−
−

=
n

i
iXn

S
1

22
3 )(

1
1 µ ∑

=

−=
n

i
iXn

S
1

22
4 )(1 µ

则服从自由度为 n-1的 t 分布的随机变量是

（A）
1/1 −

−
=

nS
Xt µ

（B）
1/2 −

−
=

nS
Xt µ

（C）
nS

Xt
/3

µ−
= （D）

nS
Xt

/4

µ−
= [ ]

2（97，3 分） 设随机变量 X 和 Y 相互独立且都服从正态分布 )3,0( 2N ,，而

921921 ,,,,, YYYXXX ⋯⋯ 和 分别是来自总体 X 和 Y 的简单随机样本。则统计量

2
9

2
1

91 X
YY

X
U

++
++

=
⋯
⋯

服从 分布，参数为 。

3（98，3 分） 设 4321 ,,, XXXX 是来自正态总体 )2,0( 2n 的简单随机样本。

=−+−= aXXbXXaX 则当.)43()2( 2
43

2
21 ，b= 时，统计量 X 服

从 x
2
分布，其自由度为 。

4（99，7 分） 设 921 ,, XXX ⋯ 是来自正态总体 X 的简单随机样本，

)(
6
1

611 XXY ++= ⋯ ， )(
3
1

9872 XXXY ++=

∑
=

−=
9

1

2
2

2 )(
2
1

i
i YXS ，

S
YYZ )(2 21 −=

证明统计量 Z 服从自由度为 2 的 t 分布。

5（01，3 分） 设总体 X~N（0，2
2
），而 1521 ,,, XXX ⋯ 是来自总体 X 的简单随机样

本，则随机变量

2
15

2
11

2
10

2
1

(2 XX
XX

Y
++
++

=
⋯
⋯

服从 分布，参数为 。

6（02，3 分） 设随机变量 X 和 Y 都服从标准正态分布，则

（A）X+Y 服从正态分布。 （B）X
2
+Y

2
服从 x

2
分布。

（C）X
2
和 Y

2
都服从 x

2
分布。 （D）X

2
/ Y

2
服从 F 分布。 [ ]

7（03，4 分） 设总体 X 服从参数为 2 的指数分布， nXXX ⋯,, 21 为来自总体 X 的
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简单随机样本，则当 ∑
∞

=

=∞→
1

21
i

in X
n

Yn 时， 依概率收敛于 。

8888（04，4 分） 设总体 X 服从正态分布 ),( 2
1 σμN , 总体Y 服从正态分布 ),( 2

2 σμN ,

1
,, 21 nXXX ⋯ 和

2
,, 21 nYYY ⋯ 分别是来自总体 X 和Y 的简单随机样本, 则

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+

−+− ∑∑
==

2

)()(

21

2

1

2

1

21

nn

YYXX
E

n

j
j

n

i
i

.

9999（06，4 分） 设总体 X 的概率密度为 ( ) ( ) 1 2
1 , , ,......
2

x
nf x e x x x x−= −∞ < < +∞ 为

总体的简单随机样本,其样本方差
2S ,则 E 2S =__________

第七章 参数估计

第一节 基本概念

1、概念网络图

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
→

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

区间估计

一致性

有效性

无偏性

估计量的评选标准
极大似然估计

矩估计
点估计

从样本推断总体
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2、重要公式和结论

（1）点
估计

矩估计 设总体 X 的分布中包含有未知数 mθθθ ,,, 21 ⋯ ，则其分布函数可以表成

).,,,;( 21 mxF θθθ ⋯ 它的 k 阶原点矩 ),,2,1)(( mkXEv k
k ⋯== 中也

包含了未知参数 mθθθ ,,, 21 ⋯ ，即 ),,,( 21 mkk vv θθθ ⋯= 。又设

nxxx ,,, 21 ⋯ 为总体 X 的 n 个样本值，其样本的 k 阶原点矩为

∑
=

n

i

k
ixn 1

1 ).,,2,1( mk ⋯=

这样，我们按照“当参数等于其估计量时，总体矩等于相应的样本矩”

的原则建立方程，即有

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

∑

∑

∑

=

∧∧∧

=

∧∧∧

=

∧∧∧

n

i

m
imm

n

i
im

n

i
im

x
n

v

x
n

v

x
n

v

1
21

1

2
212

1
211

.1),,,(

,1),,,(

,1),,,(

θθθ

θθθ

θθθ

⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

由上面的 m 个方程中，解出的 m 个未知参数 ),,,( 21

∧∧∧

mθθθ ⋯ 即为参数

（ mθθθ ,,, 21 ⋯ ）的矩估计量。

若
∧
θ 为θ 的矩估计， )(xg 为连续函数，则 )ˆ(θg 为 )(θg 的矩估计。

http://www.wdkaoyan.com


文登网络课堂电子资料 概率与数理统计

更多内容：www.wdkaoyan.com 65

极 大 似

然估计

当 总 体 X 为 连 续 型 随 机 变 量 时 ， 设 其 分 布 密 度 为

),,,;( 21 mxf θθθ ⋯ ， 其 中 mθθθ ,,, 21 ⋯ 为 未 知 参 数 。 又 设

nxxx ,,, 21 ⋯ 为总体的一个样本，称

),,,;(),,,(
1

11 22 ∏
=

=
n

i
mim xfL θθθθθθ ⋯⋯

为样本的似然函数，简记为 Ln.

当 总 体 X 为 离 型 随 机 变 量 时 ， 设 其 分 布 律 为

),,,;(}{ 21 mxpxXP θθθ ⋯== ，则称

),,,;(),,,;,,,(
1

111 222 ∏
=

=
n

i
mimn xpxxxL θθθθθθ ⋯⋯⋯

为样本的似然函数。

若似然函数 ),,,;,,,( 22 11 mnxxxL θθθ ⋯⋯ 在 m
∧∧∧
θθθ ,,, 21 ⋯ 处取

到最大值，则称 m
∧∧∧
θθθ ,,, 21 ⋯ 分别为 mθθθ ,,, 21 ⋯ 的最大似然估计值，

相应的统计量称为最大似然估计量。

mi
L

ii
i

n ,,2,1,0
ln

⋯==
∂

∂
∧

=θθ
θ

若
∧
θ 为θ 的极大似然估计， )(xg 为单调函数，则 )ˆ(θg 为 )(θg 的极大

似然估计。

（2）估
计量的

评选标

准

无偏性
设 ),,,( 21 nxxx ⋯

∧∧

=θθ 为未知参数θ 的估计量。若 E （
∧

θ ）=θ ，则称

∧

θ 为θ的无偏估计量。

E（ X ）=E（X）， E（S
2
）=D（X）

有效性
设 ),,,,( 2111 nxxx ⋯

∧∧

=θθ 和 ),,,,( 2122 nxxx ⋯
∧∧

=θθ 是未知参数θ

的两个无偏估计量。若 )()( 21
∧∧

< θθ DD ，则称 21

∧∧

θθ 比 有效。

一致性
设 n

∧

θ 是θ 的一串估计量，如果对于任意的正数ε ，都有

,0)|(|lim =>−
∧

∞→
εθθ n

n
P

则称 n

∧

θ 为θ 的一致估计量（或相合估计量）。

若
∧
θ 为θ 的无偏估计，且 ),(0)ˆ( ∞→→ nD θ 则

∧

θ 为θ 的一致估计。

只要总体的 E(X)和 D(X)存在，一切样本矩和样本矩的连续函数都是相

应总体的一致估计量。
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（3）区
间估计

置 信 区

间 和 置

信度

设总体X含有一个待估的未知参数θ 。如果我们从样本 nxxx ,,,, 21 ⋯ 出

发 ， 找 出 两 个 统 计 量 ),,,,( 2111 nxxx ⋯θθ = 与

),,,,( 2122 nxxx ⋯θθ = )( 21 θθ < ， 使 得 区 间 ],[ 21 θθ 以

)10(1 <<− αα 的概率包含这个待估参数θ ，即

,1}{ 21 αθθθ −=≤≤P
那么称区间 ],[ 21 θθ 为θ 的置信区间， α−1 为该区间的置信度（或置

信水平）。

单 正 态

总 体 的

期 望 和

方 差 的

区 间 估

计

设 nxxx ,,,, 21 ⋯ 为总体 ),(~ 2σµNX 的一个样本，在置信度为 α−1
下，我们来确定 2σµ和 的置信区间 ],[ 21 θθ 。具体步骤如下：

（i）选择样本函数；

（ii）由置信度 α−1 ，查表找分位数；

（iii）导出置信区间 ],[ 21 θθ 。

已知方差，估计均值 （i）选择样本函数

).1,0(~
/0

N
n

xu
σ

µ−
=

(ii) 查表找分位数

.1
/0

αλ
σ

µ
λ −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

−
≤−

n
xP

（iii）导出置信区间

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

n
x

n
x 00 ,

σ
λ

σ
λ

未知方差，估计均值 （i）选择样本函数

).1(~
/

−
−

= nt
nS

xt µ

(ii)查表找分位数

.1
/

αλ
µ

λ −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

−
≤−

nS
x

P

（iii）导出置信区间

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

n
Sx

n
Sx λλ ,

方差的区间估计 （i）选择样本函数

).1(~
)1( 2
2

2

−
−

= n
Sn

w κ
σ

（ii）查表找分位数

.1
)1(

22

2

1 αλ
σ

λ −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤

−
≤

Sn
P

（iii）导出σ 的置信区间

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −− SnSn

12

1,1
λλ
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例 7．1：设总体 ),(~ baUX ，求对 a, b 的矩估计量。

例 7．2：设 nxxx ,,,, 21 ⋯ 是总体的一个样本，试证

（1） ;
2
1

10
3

5
1

321 xxx ++=
∧

µ

（2） ;
12
5

4
1

3
1

3212 xxx ++=
∧

µ

（3） .
12
1

4
3

3
1

3213 xxx −+=
∧
µ

都是总体均值 u 的无偏估计，并比较有效性。

例 7．3：设 nxxx ,,,, 21 ⋯ 是取自总体 ),(~ 2σµNX 的样本，试证

∑
=

−
−

=
n

i
i xx

n
S

1

22 )(
1

1

是 2σ 的相合估计量。

第二节 重点考核点

矩估计和极大似然估计；估计量的优劣；区间估计

第三节 常见题型

1、矩估计和极大似然估计

例 7．4：设 0),,0(~ >θθUX ，求θ 的最大似然估计量及矩估计量。

例 7．5：设总体 X 的密度函数为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≥=

−−

.,0

,1
)(

/)(

其他

µ
θ

θµ xexf
x

其中θ >0, θ , µ为未知参数， nXXX ,,, 21 ⋯ 为取自 X 的样本。试求θ , µ的极大似然估

计量。
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2、估计量的优劣

例 7．6：设 n 个随机变量 nxxx ,,, 21 ⋯ 独立同分布，

,)(
1

1,1,)(
1

22

1

2
1 ∑∑

==

−
−

===
n

i
i

n

i
i xx

n
Sx

n
xxD σ

则

（A）S是σ 的无偏估计量； （B）S 是σ 的最大似然估计量；

（C）S 是σ 的相合估计量； （D） xS 与2 相互独立。

例 7．7：设总体 X 的密度函数为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−=

,,0

,0),(6
)( 3

其他

θθ
θ

xxx
xf

nXXX ,,, 21 ⋯ 是取自 X 的简单随机样本。

（1） 求θ 的矩估计量
∧

θ ；

（2） 求
∧

θ 的方差 D（
∧

θ ）；

（3） 讨论
∧

θ 的无偏性和一致性（相合性）。

3、区间估计

例 7．8：从一批钉子中随机抽取 16枚，测得其长度（单位：cm）为

2.14, 2.10, 2.13, 2.15, 2.13, 2.12, 2.13, 2.10

2.15, 2.12, 2.14, 2.10, 2.13, 2.11, 2.14, 2.11

假设钉子的长度 X 服从正态分布 ),( 2σµN ,在下列两种情况下分别求总体均值μ的置信度

为 90%的置信区间。

（1） 已知σ =0.01.

（2） σ 未知.

例 7．9：为了解灯泡使用时数的均值μ及标准差σ，测量 10 个灯泡，得 x =1500 小时，S=20

小时。如果已知灯泡的使用时数服从正态分布，求μ和σ的 95%的置信区间。

例 7．10：设总体 X～N（3.4, 62），从中抽取容量为 n 的样本，若要求其样本均值 x位于区

间[1.4, 5.4]内的概率不小于 0.95，问样本容量 n至少应取多大？
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第四节 历年真题

数学一：

1（97，5 分） 设总体 X 的概率密度为

⎩
⎨
⎧ <<+

=
其他,0

10)1(
)(

xx
xf

θθ

其中 nXXX ,,,.1 21 ⋯是未知参数−>θ 是来自总体 X的一个容量为 n 的简单随机样本，分

别用矩估计法和极大似然估计法求θ的估计量。

2（99，6 分） 设总体 X 的概率密度为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−=

其他
）（

,0

0)(6
3 θθ

θ
xxx

xf

nXXX ,,, 21 ⋯ 是取自总体 X 的简单随机样本。

（1） 求θ的矩估计量θ；

（2） 求 D（θ）。

3（00，6 分） 设某种元件的使用寿命 X 的概率密度为

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−−

θ
θ

θ
θ

x
xe

xf
x

,0
2

);(
)(2

其中θ>0为未知参数。又设 Xxxx n是,,, 21 ⋯ 的一组样本观测值，求参数θ的最大似然估计

值。

4（02，7 分） 设总体 X 的概率分别为

θθθθθ 21)1(2
3210

22 −−p
X

其中θ（0<θ<
2
1
）是未知参数，利用总体 X 的如下样本值

3， 1， 3， 0， 3， 1， 2， 3

求θ的矩估计值和最大似然估计值。

5（03，4 分） 已知一批零件的长度 X（单位：cm）服从正态分布 )1,(µN ，从中随

机地抽取 16 个零件，得到长度的平均值为 40cm，则 µ的置信度为 0.95 的置信区间是

。

（注：标准正态分布函数值 95.0)645.1(,975.0)96.1( =Φ=Φ ）
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6（03，8 分） 设总体 X 的概率密度为

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
−−

θ
θθ

x
xe

xf
x

,0
2

)(
)(2

其中θ>0 是未知参数，从总体 X 中抽取简单随机样本 nXXX ,,, 21 ⋯ ，记
^
θ =min（

nXXX ,,, 21 ⋯ ）。

（1） 求总体 X 的分布函数 F（x）；

（2） 求统计量
^

θ 的分布函数 )(^ xF
θ

；

如果用
^

θ 作为θ的估计量，讨论它是否具有无偏性。

7777（04，9 分） 设总体 X 的分布函数为

,1
,1

,0

,11),(
≤
>

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −=

x
x

xxF ββ

其中未知参数 nXXX ,,,,1 21 ⋯>β 为来自总体 X 的简单随机样本，求：

（I） β 的矩估计量；

（II） β 的最大似然估计量.

8888（06，9 分） 设总体 X 的概率密度为

( ) ( )
0 1

,0 1 1 2 0 1
0

x
F X x

θ
θ θ θ

< <⎧
⎪= − ≤ < < <⎨
⎪
⎩

其中 是未知参数

其它

,

1 2 n, ...,X X X 为来自总体 X 的简单随机样本,记 N 为样本值 1 2, ..., 1nx x x中小于的个数 ,求θ

的最大似然估计.

数学三：

1（91，5 分） 设总体 X 的概率密度为

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤

>
=

−−

0,0

0,
),(

1

x

xeax
xf

xαλαλ
λ

其中 0,0 >> αλ 是未知参数 是已知常数。试根据来自总体 X 的简单随机样本
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nXXX ⋯,, 21 ，求λ的最大似然估计量λ。

2（92，3 分） 设 n 个 随 机 变 量 nXXX ⋯,, 21 独 立 同 分 布 ，

∑∑
==

−
−

===
n

i

n

i
i XXi

n
SX

n
XDX

1

22

1

2
1 )(

1
1,1,σ ，则

（A） σ是S 的无偏估计量。

（B） σ是S 的最大似然估计是。

（C） σ是S 的相合估计量（即一致估计量）。

（D） XS与 相互独立。 [ ]

3（93，3 分） 设总体 X的方差为 1，根据来自 X 的容量为 100的简单随机样本，测

得样本均值为 5。则 X 的数学期望的置信度近似等于 0.95 的置信区间为 。

4（96，3 分） 设由来自正态总体 )9.0,(~ 2µNX 容量为 9 的简单随机样本，得样

本均值 95.0.5 的置信度为则未知参数µ=X 的置信区间是 。

5（00，8 分） 设 0.51, 1.25, 0.80, 2.00是来自总体 X的简单随机样本值。已知

Y=lnX 服从正态分布 )1,(µN 。

（1） 求 X 的数学期望 EX（记 EX为 b）；

（2） 求μ的置信度为 0.95 的置信区间；

（3） 利用上述结果求 b 的置信度为 0.95 的置信区间。

6（02，3 分） 设总体 X 的概率密度为

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−−

θ
θ

θ
θ

x
xe

xf
x

若

若

,0
,

);(
)(

则 nXXX ⋯,, 21 是来自总体 X 的简单随机样本，则未知参数θ 的矩估计量为 。

7777（04，13 分） 设随机变量 X 的分布函数为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

，，

，

αx

αx
x
α

βαxF

β

0

,1),,(

其中参数 1,0 >> βα . 设 nXXX ,,, 21 ⋯ 为来自总体 X 的简单随机样本,

(Ⅰ) 当 1=α 时, 求未知参数 β的矩估计量;

(Ⅱ) 当 1=α 时, 求未知参数 β的最大似然估计量;
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(Ⅲ) 当 2=β 时, 求未知参数α的最大似然估计量.

8888（05，4 分） 设一批零件的长度服从正态分布 ),( 2σµN ，其中
2,σµ 均未知。现从

中随机抽取 16 个零件，测得样本均值 )(20 cmx = ，样本标准差 s=1(cm)，则 µ的置

信度为 0.90 的置信区间是

A、 )).16(
4
120),16(

4
120( 05.005.0 tt +−

B、 )).16(
4
120),16(

4
120( 1.01.0 tt +−

C、 )).15(
4
120),15(

4
120( 05.005.0 tt +−

D、 )).15(
4
120),15(

4
120( 1.01.0 tt +−

9999（05，13 分） 设 )2(,,, 21 >nXXX n⋯ 为来自总体 N（0， 2σ ）的简单随机样本，其

样本均值为 X . 记 .,,2,1, niXXY ii ⋯=−=

求： （I） ;,,2,1, niDYY ii ⋯=的方差

（II） ).,( 11 nn YYCovYY 的协方差与

(III) 若
2

1 )( nYYc + 是
2σ 的无偏估计量，求常数 c.

10101010（06，13 分） 设总体 X 的概率密度为 ( )
, 0 1

, 1 ,1 2
0,

x
f x x

θ
θ θ

< <⎧
⎪= − ≤ <⎨
⎪
⎩ 其它

,其中θ是未知参数

( ) 1 20 1 , , ,...... nX X Xθ< < 为来自总体的随机样本,记 N 为样本值 1 2, ,...... nX X X 中小于 1

的个数,求:
(Ⅰ) θ 的矩估计;
(Ⅱ) θ 的最大似然估计.
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第八章 假设检验

第一节 基本概念

1、概念网络图

单正态总体的假设检验

两类错误

基本步骤

基本思想

假设检验的基本概念 →
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

2、重要公式和结论

基本思想 假设检验的统计思想是，概率很小的事件在一次试验中可以认为基本上是

不会发生的，即小概率原理。

为了检验一个假设 H0是否成立。我们先假定 H0是成立的。如果根据这个假

定导致了一个不合理的事件发生，那就表明原来的假定 H0是不正确的，我们拒

绝接受 H0；如果由此没有导出不合理的现象，则不能拒绝接受 H0，我们称 H0是

相容的。与 H0相对的假设称为备择假设，用 H1表示。

这里所说的小概率事件就是事件 }{ αRK ∈ ，其概率就是检验水平α，通

常我们取α=0.05，有时也取 0.01 或 0.10。

基本步骤 假设检验的基本步骤如下：

(i) 提出零假设 H0；

(ii) 选择统计量 K；

(iii) 对于检验水平α查表找分位数λ；

(iv) 由样本值 nxxx ,,, 21 ⋯ 计算统计量之值 K；

将 λ与
∧

K 进行比较，作出判断：当 )(|| λλ >>
∧∧
KK 或 时否定 H0，否则认为 H0

相容。

两类错误 第一类错误 当 H0为真时，而样本值却落入了否定域，按照我们规定的

检验法则，应当否定 H0。这时，我们把客观上 H0成立判为

H0为不成立（即否定了真实的假设），称这种错误为“以真

当假”的错误或第一类错误，记α为犯此类错误的概率，即

P{否定 H0|H0为真}=α；

此处的α恰好为检验水平。

第二类错误 当 H1为真时，而样本值却落入了相容域，按照我们规定的

检验法则，应当接受 H0。这时，我们把客观上 H0。不成立判

为 H0成立（即接受了不真实的假设），称这种错误为“以假

当真”的错误或第二类错误，记 β 为犯此类错误的概率，

即

P{接受 H0|H1为真}= β 。
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两类错误的关系 人们当然希望犯两类错误的概率同时都很小。但是，当

容量 n 一定时，α变小，则 β 变大；相反地， β 变小，则α
变大。取定α要想使 β 变小，则必须增加样本容量。

在实际使用时，通常人们只能控制犯第一类错误的概

率，即给定显著性水平α。α大小的选取应根据实际情况而

定。当我们宁可“以假为真”、而不愿“以真当假”时，则

应把α取得很小，如 0.01，甚至 0.001。反之，则应把α取

得大些。

单正态总体均值和方差的假设检验

条件 零假设 统计量
对应样本

函数分布
否定域

已知 2σ

00 : µµ =H

n
x

U
/0

0

σ

µ−
= N（0，1）

2
1

|| α
−

> uu

00 : µµ ≤H α−> 1uu

00 : µµ ≥H α−−< 1uu

未知
2σ

00 : µµ =H

nS
x

T
/

0µ−= )1( −nt

)1(||
2

1
−>

−
ntt α

00 : µµ ≤H )1(1 −> − ntt α

00 : µµ ≥H )1(1 −−< − ntt α

未知
2σ

22
0 : σσ =H

2
0

2)1(
σ

Snw −
= )1(2 −nκ

)1(

)1(

2

2
1

2

2

−>

−<

−
nw

nw

α

α

κ

κ 或

2
0

2
0 : σσ ≤H )1(2

1 −> − nw ακ

2
0

2
0 : σσ ≥H )1(2 −< nw ακ

例 8．1：用一仪器间接测量温度 5 次：1250，1265，1245，1260，1275（℃），而用另一种

精密仪器测得该温度为 1277℃（可看作真值），问用此仪器测量温度有无系统偏差（测量的

温度服从正态分布）？

第二节 重点考核点

单正态总体均值和方差的假设检验
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第三节 常见题型

1、单正态总体均值和方差的假设检验

例 8．2：食品厂用自动装罐机装罐头食品，每罐标准重量为 500g，每隔一定时间需要检验

机器的工作情况，现抽 10 罐，测得其重量（单位：g）：

495， 510， 505， 498， 503， 492， 502， 512， 497， 506。

假设重量 X 服从正态分布 ),( 2σµN ，试问机器工作是否正常（ 02.0=α ）？

例 8．3：用包装机包装某种洗衣粉，在正常情况下，每袋重量为 1000g，标准差σ 不能超

过 15g。假设每袋洗衣粉的净重服从正态分布。某天检验机器工作的情况，从已装好的袋中

随机抽取 10 袋，测得其净重（单位：g）为：1020， 1030， 968， 994， 1014，

998， 976， 982， 950， 1048。

问这天机器是否工作正常（ 05.0=α ）

例 8．4：设某次考试的考生成绩服从正态分布，从中随机地抽取 36 位考生的成绩，算得平

均成绩为 66.5分，标准差为 15 分，问在显著性水平 0.05 下，是否可以认为这次考试全体

考生的平均成绩为 70 分，并给出检验过程。

例 8．5：用机器包装某种饮料，已知每盒重量为 500 克，误差不超过 10 克。今抽查了 9 盒，

测得平均重量为 490 克，标准差为 16 克，问这台自动包装工作是否正常（显著性水平

05.0=α ）。

2、两类错误

例 8．6：总体 ),,(~ 2σµNX 有一个容量为 4 的简单随机样本 X1，X2，X3，X4。已知
2σ ＝

16，原假设 H0： µ＝5；H1： µ≠5，α＝0.05。

（1）算出 X 的拒绝域和接受域；

（2）若 µ＝6，计算第二类错误 β。

例 8．7：设总体 22 ),,(~ σσµNX 未知， nxx ,,1 ⋯ 为来自 X 的样本值，现对 µ进行假设

检验。若在显著性水平α =0.05 下拒绝了 00 : µµ =H ，则当显著性水平改为α =0.01 时，

下列结论正确的是

（A）必拒绝 H0。 （B）必接受 H0。

（C）第一类错误的概率变大。 （D）可能接受，也可能拒绝 H0.
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第四节 历年真题

数学一：

1（98，4 分） 设某次考试的考生成绩服从正态分布，从中随机地抽取 36 位考生的

成绩，算得平均成绩为 66.5 分，标准差为 15分。问在显著性水平 0.05下，是否可以认为

这次考试全体考生的平均成绩为 70 分？并给出检验过程。

[附表]：t分布表。 pntntP p =≤ )}()({

)(nt p p

n
0.95 0.975

35 1.6896 2.0301

36 1.6883 2.0281

数学三：

1（95，3 分） 设 nXX ,,1 ⋯ 是来自正态总体 ),( 2σµN 的简单随机样本，其中参数

2,σµ 未知。记

∑∑
==

−==
n

i
i

n

i
i XXQX

n
X

1

22

1

)(,1

则假设 tH 的0:0 =µ 检验使用的统计量 t 。
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