
摘要

数学公式图像让{别是个具有相当难度的前沿课题，许多处理方法都还在探索和尝试

中。为了小断改进各种处理方法，提高公式识别系统的整体性能，需要对公式识别的各个

阶段以及整体进行自动的测试和性能评估。然而有关性能评估的研究相当少，在本文开始

研究之前，尚没有对大规模图像进行性能评估的实验结果，这严重阻碍了数学公式识别研

究的进一步发展。

本文根据数学公式本身的二维特性，首次提出采用带边属性的三叉树结构来表示数学

公式的以别结果，并首次提出两科l基于树匹配算法(动态规划算法和BUTD算法)的公式

识别自动性能评估方法。其中基于BUTD算法的性能评估方法是目前唯一能够发现公式符

号切割、识别以及公式分析中产生的任意错误的评估方法。
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Abstract

The 1_ecognition of mathematical expression image iS a difficult subject Many recognition
methods are stjlI tentative In order to improve these methods and enhance the system

performance，it 1S necessary to evaluate the performance of the entire recognition system．but

also the pm。formance of each phase．However，the research on performance evaluation of

mathematical expression recognition is very scarce．Be：fore OUr work，thete is no report about

performance evaluation in a large variety of images，which has prevented the advance of

mathematical expression recognition，

Because of the two—dimensional formatting of mathematical expressions，a triplet．tree with

marked edge is presented to represent the analysis result of mathematical expressions．Two
automatic performance evaluation methods on the basis of tree matching are proposed，which are
based on dynamic programming algorithm and BUTD(Bottom-Up and Top—Down)algorithm，
respectively，BUTD is the only known method that can find any errors of symbol segmentation．

symbol recognition and expression analysis，

Key Words：MathematicaI Expression Image Recognition．Mathematical Expression Analysis
Automatic Pcrformance Evaluation



第一章引言

1．1数学公式图像识别的意义

数学是“唯一的国际科学语言”，不受种族、国家、文化和任何方言的限制，不同国

籍的科学人员都可以通过这种共通的符号沟通。这是因为“数学提供了一种有力的、简洁

的、准确无误的交流信息的手段”，正如《数学算数》一书中所说， “所有数学有用性的

理由都根源于数学可用作交流信息的有利手段这个事实”。数学大师华罗庚甚至认为可以

使用数形关系图作为与外星人交流的媒介。这是因为在宇宙中，计数的规则应该类似，自

然图形所具备的数形关系也是普遍的。魏晋时期的大数学家刘徽不使用任何数学符号和文

字，不进行任何运算，只用涂有颜色的“青朱出入图”就把勾股定理清晰地呈现在人们面

f狩。无怪乎华罗庚会如此感慨。

数学在“宇宙之大、粒子之微、火箭之速、化工之巧、地球之变、生物之谜、日用之

繁”等各方面都有重要贡献，而数学公式是数学语言的最主要表现形式，所以科技文献中

包含大量数学公式。这些文献被扫描仪扫描，作为图像数据保存入计算机，识别其中的数

学公式图像，就是为了获取公式中包含的信息，使信息的储存和使用变得容易，实现信息

更好的交流和共享。例如t研究人员要求能够轻易重用数学公式；数字图书馆要求能够以

便于编辑、便于查找的方式储存数学公式；远程教育要求能够以有效的方式在网络上传输

数学公式。现有的文档图像处理系统能够高速、准确的识别文档图像中的普通文本，但是

不能正确处理其中的数学公式。大多数情况下，数学公式的识别结果是一些毫无意义的符

号，如图卜1。
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(a)公式扫拙图像 (b)公式识别结果

图l—l：一般文档图像处理系统识别数学公式的结果

不能够正确识别数学公式图像会带来以下问题：

第一，验证与重用。如果研究人员想要验证或重用文档中的数学公式，就只能使用专

用的数学计算软件(例如Matlab或者Maple)，或者数学排版软件(例如TBx或者LATEx)，

按照各自的语法要求重新输入。这个输入过程既漫长又令人生厌，而且还要冒着引入新的



错误的风险。即便是使用新的可视化的公式输入软件(侈lJOlqScientific Workplace或者

Science Word)，输入速度也不可能加快很多。

第：，编辑与查找。以图像形式保存的数学公式，既无法编辑修改，也无法实现公式

的查找和检索。

第三，存储和传输。以图像形式保存的数学公式占据的空间远远大于以其他可编辑格

式保存占据的空间。这样既耗费了存储空间，又加大了传输量。

为什么目前的文档图像处理系统不能识别数学公式昵?除了数学公式与普通文本反映

的内容不同以外，排版结构上也存在很大差别。表1．1列举了两者在结构上的一+些区别。

数学公式 普通文本

符号间位置关系 二维(2-D) 一维(卜D)

字符集 英文字符、希腊字符、数字、 文本所属语言的字符集

运算符等

字号 变化频繁 同～段落内基本相同

(上／下标字号小)

风格 斜体居多 正体居多

基线 不对齐 行内对齐
(符号间二维关系)

(BASELINE)

符号问距 不均匀 均匀，字问距，行间距

符号出现频率 数学运算符号出现频繁 遵循一般文本的统计规律

袭1—1：数学公式与普通文本的差异

因此识别数学公式图像有着重要的现实意义。

1．2数学公式图像识别的基本步骤

I旮动数学公式图像识别的目的就是从包含有数学公式的扫描图像开始，定位其中的公

式，识别公式中的符号，然后根据符号的内容和相互间位置关系，对公式进行分析，并将

分析结果按照某种1格式保存，最终实现复用。如图l一2所示，数学公式泌别的基本步骤可

以分为数学公式定位、数学公式识别、数学公式分析以及数学公式分析结果的格式转换输
出。



无论是数学公式定位，数学公式符号识别还是数学公式分析，都需要对其性能进行有

效的评估，以便准确地定位系统中出现的各种错误。

1．3数学公式图像识别自动性能评估的必要性

现实生活中，我们到处都能见到形形色色的“排行榜”，这些“排行榜”实际上就是

对乖物某些方而的性能或功能的一个评价结果，不可否认“排行榜”对事物发展有着或多

或少的影响。同样，对于一个软件系统而言，在设计开发的整个过程中，在每个阶段都需

要对各个模块和各个功能进行测试和性能评估。有时候测试和性能评价工具的欠缺甚至成

为系统性能提高和改善的制约因素。因为通常设计开发者在对其中的某一个模块进,Ij=-T一

个很小的改动，往往就会影响系统性能的方方面面。他们需要花赞大量的时问来分析被修

改以后的系统的性能，而且有时即使花费了很多时间对系统性能的评估仍然不准确。因为

这些分析和评估只是在实验的基础上，对一个较小的样本集进行，而不可能对大的样本集

进行，因此这些分析的结果’一般只有理论上的价值，而没有实际的价值。

数学公式图像识别是一个具有相当难度的前沿课题，许多处理方法都还在探索利尝试

中。无论是公式的定位，公式符号的识别，还是公式的分析都需襄进行测试和性能评估。
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有关数学公式识别系统性能的评测问题至今尚无公认的标准，然而性能评估是非常重要

的。为了比较处理方法的优劣，就必须在大规模集合上进行测试。如果测试过程不能自动

进行，测试规模就只能很小。

数学公式行的二维结构决定了公式识别不仅包含符号识别，更重要的是对其结构的分

析，因此数学公式分析的性能评估显得尤为重要。同时，也』下因为二维结构，使数学公式

分析的性能评估变得更困难，不能像符号识别那样仅仅用符号的识别率就能衡量其性能。

虽然已经有很多数学公式分析的方法，然而这些方法分析得到的结果究竟如何，准的

方法效果好，准确性高，目前尚没有一个公认的评测标准。分析结果的好坏只能由人工评

判，所以目前几乎所有的方法都只是在几十甚至十几个公式集上进行测试，这严重阻碍了

数学公式识别研究的进一步发展。这就迫切需要开发出一个工具，使其对数学公式分析技

术进行自动的性能评估。只有这样，对它们的性能评估才可能在大样本集上进行，得出的

评估数值才真正具有实际意义。因此对这方面的研究也变得非常有价值了。

1。4本文的主要内容及结构

数学公式图像汉别的各个阶段都需要进行有效的测试和性能评估。目前出现的对手写

体数学公式识别的性能评估都存在有片面性，性能指标太过笼统以及测试规模小等缺点，

并不通用。而对于印刷体数学公式识别的性能评估，只有M．Okamoto等人在[11]中提出了

一种基于MathML格式比较的方法，但是他们的方法只能判断出分析结果是否诈确，并没

有指出错误的原因及修改的方法。由于公式本身的二维特点决定了公式关系用树表示是非

常恰当的，所以一般识别结果都采用有层次的树结构表示，因此本文提出了基于树匹配的

公式识别自动性能评估的方法。该方法不仅能够找出符号识别和分析中存在的错误，还能

指出错误的类型和原因，并以此指导识别方法的修改。作为核心，本文详细介绍了两种树

匹配算法：动态规划算法和BUTD(Bottom．Up and Top-Down，因为每一个树节点都采用

先自底向上然后自定向下的比较过程)算法。其中BUTD算法不仅能够评估公式分析的一陛

能，还能评估符号切割和识别的性能。最后我们给出了BUTD算法的实验结果。

第一章：概述了数学公式图像处理的意义和基本步骤，以及数学公式识别的自动性能

评估在数学公式处理中的地位。

第二章：给出性能评估的概念和系统性能评估的一般模型。概述公式识别的结果并提

l乜识别结果的三叉树表示，同时总结了当前公式识别性能评估的现状。就此本文提出一个

公式识别的自动性能评估模型和两种基于树匹配的性能评估算法：动态规划算法与BUTD
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算法。

第三章：给出基于动态规划的性能评估算法。由于我们使用带边属性的三叉树与一般

带标记的树结构有所不同，而且节点匹配的标准也不一样，因此本文将传统的动态规划匹

配算法进行了扩充和改进，即把传统的节点更改，节点插入和节点删除三种基本编辑操作

扩充为节点完全替代，节点内容修改，节点类型修改，节点插入，节点删除，边属性修改

六种基本编辑操作，以满足公式识别性能评估的特殊需要。对该算法进行了详细的描述利

分析，并给出一个实例。

第四章：给H_}基于BUTD的性能评估算法。动态规划算法由于受到节点的兄弟次序不

变和祖孙次序不变的约束，在记录错误的时候存在冗余，隐藏了某些错误的根本原因，因

此本文根据实际需要，将动态规划中的编辑操作和错误类型进一步扩充，使错误类型能够

直接反映出错误的本质原因，并提出新的匹配算法(BUTD)。详细介绍了该算法的流程，

同时给出相应的实例。最后从合理性和效率两个角度比较了BUTD算法和动态规划算法，

证明BUTD算法比动态规划算法更具优势。

第五章：给出了基于BUTD算法的自动性能评估的实验结果，并对结果进行了分析和

总结。



第二章数学公式图像识别的自动性能评估模型

2．1性能评估概述Ⅲ

所谓性能评估是指根据一定的基准数据来进行的测试比较。性能评估在比较几个相似

的复杂系统时非常重要。此外，当一个系统被修改或者被更新版本时，也需要对修改后的

系统的性能做出评估。在这种’隋况下，性能评估不仅要对整个系统进行，而且需要对系统

的各个模块来进行，这样才有机会发现系统中的薄弱环节，并且给出一个直接面向系统目

标的改进。

2．1．1性能评估的一般目标

性能评估基本上追求以下三个目标：

· 提高系统性能并对系统进行质量控制：

· 比较多个复杂系统；

· 评估系统的性能，即定义一个系统性能的绝对值。

性能评估的第一个目标是提高或者维护系统的性能。

性能评估的第二个目标是比较多个不同的系统。这在要从几个系统中选择一个最好的

系统去完成某项任务时，是非常关键的。

性能评估的第三个目标是进行性能评估，给出评价系统性能的一个绝对数值，这个数

值可以说l蝈系统的当前发展水平。它描述了在不同特征的输入数据情况下，实际系统和理

想系统之间的性能差距。

这些情况下，性能评估的执行都是基于系统比较。这种比较可以是两个系统之问的比

较，也可以是多个系统之问的比较。如果要评价系统性能的绝对值，可以用该系统与所谓

的理想系统进行比较。而所有这些比较的执行都使用参考数据或者基准(Ground Truth简

称GT)来作为比较的依据。

下面，我们给出一个基于上述目标的关于性能评估的更正规的描述。通常情况一F，一

个性能评估包含输入数据，一个或多个系统，一个评估函数和一个评价函数。
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⋯⋯一⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯一⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯一⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯。’’

输入数据 两个系统 评估函数 评价函数l

●--一-一一一一一-一一一一一●一一●一一一一__--_-_-_●--●●●_---___---一一_一一一一_一一一一一一_一一一●●-__-__--_一-

图2-1：两个系统的性能评估模型

’’’1一’一⋯⋯一一‘‘。。。⋯一一一一一⋯一‘。‘。。。。。。’’。-。。’。’’’’’’’’’’’一’一’一一一1
输入数据 一个系统 评估函数：

l匾亟画口鱼L[堕)笪L圃i
图2-2：一个系统的性能评估模型

图2．1和图2-2分别表示对两个系统和一个系统进行比较评估的模型，其中各模块说明

如下：

· 输入数据(InputData)的选择对于性能评估来说是非常重要的。输入数据对于系统处

理的般任务应该具有代表性。有的系统本身对它所要完成的任务描述就不清楚，但是对

于一个确定的算法不会出现这种情况。然而这里系统的概念是包含理想系统(见2．1．2节)

的，这个理想系统是存在于设计者的脑海里的。系统所给出的描述可能是系统的理想输出

或者是一种基准(GT)。从实际的角度考虑，这利，方法看上去很合理，因为性能评估通常

要求系统的输出满足或者达到一定的要求。

· 评估函数(Assessment Function)是性能评估的另一个重要部分。评估函数是根据系统

的输出而赋的一个值，这个值可以是基于系统的输出与对应输入的比较所得出的值，它定

量地反映了系统输出的质量。显然，不同的评估函数对于系统相同的输出会有一i同的结果。

而理想的评估函数总是能产生一个最优的值。评估函数对于某些系统是比较确定的，但是

对于数学公式处理系统或公式分析模块来说就不是很确定了，因此，评估函数的选择是一

个很重要的因素。

· 评价函数(Evaluation Function)用于比较几个不同系统的评估函数的值。这个函数绘

出的结果是几个系统中哪个好哪个坏，或者哪个更好一些。评价结果应当同时指出对输入

数据的分类情况。因此，输出结果就不应当是：“系统A比系统B好”，而是：“在输入有

字符粘连(Touching)的情况下，系统A比系统B好”。或者输出结果中可以包含假设的

测试过程。

如果输入数据、系统、评估函数和评价函数都确定了，则性能评估也就确定了。
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2．1．2理想系统与理想评估

在此，我们给出理想系统与理想评估的概念。

我们所说的性能评估都隐含着：每个实际系统Sys都对应一个理想系统／dSys。这个理

想系统以最优的方式解决了实际系统所要解决的问题。由于理想系统是实际系统所希望达

到的目标，实际系统就会试图将它的输出向基准靠近。对应于理想系统，也有一个理想的

评估。理想评估总是以期望的方式来评估系统的输出。如果系统的输出是理想输出，则评

估结果就应该是一个最优值，否则评估结果就应该差一些。由于实际应用中也许只提供了

有限的信息，使实际的评估含有不精确的因素，因此实际的评估只是理想评估值的一个近

似。理想评估是一个没有错误的评估，不同的目标应该由不同的评估来完成。

因此，理想系统和理想评估相对于实际系统和实际评估是一个没有错误情况的系统模

型和评估模型。我们的目标是要最优地近似这些理想模型。

2．1．3测试基准(Ground Truth)

这里所提到的测试基准就是前面所介绍的基准(Ground Truth简称GT)。在数学公式

识别系统中，基准代表系统的最优输出。在性能评估中我们也使用这个词来表示评估所依

赖的标准，为了定义基准，我们必须考虑这个最优是相对于一个什么参考标准而言的，即：

‘相对于什么最优?’。

例如在数学公式识别系统中，基准主要是为系统的输出定义的。对于数学公式处理系

统的输出，基准就是人对于数学公式图像的识别结果。因此，在这种情况下，是人决定什

么足最优。例如，图2—3所示，也许有人认为～t，‘a’，‘c’是同一行的关系，而有入则

认为一a’是‘1’t的上标，‘c’是‘a’的上标，遇到这种情况，就要考虑是‘相对谁最优?’。

当我们要确定一个系统某些内部模块输出的基准，这个最优输出就依赖于浚模块之后的其

它模块，所以基准可以在系统任何两个模块的接口之间定义。因此，在确定了输入数据，

评估函数和评价函数之后，性能评估也可以在系统的任意两个模块之间进行。如图2-4所

示。

总之，我们需要一个评估函数，这个评估函数可以出人来确定，也可以山系统的后续

模块确定。

不失一般性，我们可以认为评估函数是一个计算代价的函数。这个代价就是将系统的

输出修改成为最优输出所需要花费的代价。这就意味着评估函数的值总是大于或等于零。



而且系统的输出结果越好，代价值就越小。对于基准来说，该评价函数的值应该等于零。

这是一个一般意义上的定义，因为其它函数都可以很容易地转化为这种代价函数的形式。

-一----一_一一一一一一_一_一一一一一一一一一一‘

： 性能评估1
： 基准l

CaC
图2-3

性能评估N—l 性能评估N；

图2-4：基准可以在系统的各个地方定义

定义2．1：假设给定系统曲s和它的输入数据集合In。跏。是输入数据in(in∈胁)在基准

中的对应结果，系统Sys对应的理想系统是ldSys．理想的评估函数为ldAssa则：

IdSys(in)=gtl,，且IdAss(gti,。)=0

注：一个输入数掘可能对应多个基准。因为可能有几种结果都被认为是最优的。但是通常

出现这种情况时，我们就给出一些特殊规定或说明，从而选定这几种结果中的一种作为基

准。

2．2数学公式图像识别结果及其自动性能评估现状

2．2．1数学公式图像识别的结果

图像If．，的数学公式经过定位，符号识别和分析之后以某种格式保存即得到公式的识别

结果，因此数学公式识别的结果实际上等同于公式分析之后所得的结果。

数学公式分析就是在正确识别公式的每个符号，并且得到包含该符号的最小外接矩形

的Jig；illl上，分析符号之间的关系并进行组合，理解公式的含义，实现公式版式结构的恢复，

甚至表达式的自动计算，最后将分析结果用某种数据结构(一般是图或者树)表示出来。

根据最终分析目标的不同，数学公式分析分为两种层次ml：

(1)版式以别(Layout recognition)：版式识别要求分析结果足够恢复该公式的排版样式，

但是不需要理解整个公式的数学含义。版式识别结果可以使用LAT。x等排版语言输出。文

献电子化过程中，为了保证版面的一致，就需要识别数学公式的版式。

q



(2)语义识别(Semantic recognition)：语义识别要求确切理解整个数学公式的数学含

义，即明确表达式的计算顺序和函数的作用域。语义识别结果可以使用Matlab等数学计算

软件包的语言输出。实现数学公式的自动计算就需要识别公式的语义。

同一公式的版式识别和语义识别的结果并不相同，我们以公式(2-1)为例给出版式

识别结果与语义识别结果。图2—5是利用树结构表示的版式识别结果。图2-6是利用树结

构表示的语义识别结果。

由于语义识别的难度远大于版式识别的难度，因此目前绝大部分数学公式分析都是以

版式识别为目的。版式识别的分析方法大致可以分为两种：基于结构的分析方法和基于文

法的分析方法。

基于结构的分析方法就是直接根据各个符号的内容、大小、相对位置以及符号间的空

t3等结构信息判断出相邻符号的关系，生成符号组，合并子表达式，从而实现数学公式分

析的方法。这种分析方法既可以把握公式的整体结构，也可以把握局部符号之间的关系，

能够处理格式复杂，符号数目多的公式。结构分析可以较好的识别公式版式，但语义识别

的能力较差。

基于文法的分析方法是通过定义文法来分析数学公式的含义。这种方法具有很强的语

义识别能力，但是只能处理格式简单，类型单一，符号数目少的数学公式，根本不能满足

实际需要。

． 工3ln工+F (2一1)
I xdx

⋯7

LATEX结果输出：
＼[＼ln X+＼frac{x“3 J{Xint_a“bxdx}＼]
图2-5．版面识别结果

MatLab结果输出：

ln(x)+(x“3№uad(‘x1，a，b)
图2-6．语义识别结果

得到公式的分析结果之后，我们就可以视其为基准，基于它来评估整个识别系统的性
10



能。就目前来况，基于结构的分析方法居多，所以我们后面定义的11种公式关系只反欢了

结构信息，如果定义足够的关系，那么语义信息同样也是可以评估的。

2．2．2数学公式图像识别结果的表示

LATEx是一种科技排版软件，常用于数学文献的排版，而且LATex格式的源文件是人

可以阅读并理解的文本格式。因此可以将数学公式识别结果保存为LATEX格式。以下是数

学公式及相应的L“TBx表达式：

f m)如2毛w∥。，(Xi) ∽-)

、[

＼int一{ol“{＼inftyf¨f＼left(x'uight)dx

＼{lpprox{}',sum“{n)一(i=l JW一{i}CA{x一{i}}

fqeft(x—ih-ight)

＼】

无论用什么样的分析方法，公式本身的二维特点决定了公式关系用树表示是非常恰当

的，所以一般分析结果都采用有层次的树结构表示，另外我们很容易就能将L4TBx格式转

化为树结构。因此，我们提出用一种带边属性的三叉树来表示数学公式的分析结果，从这

种三叉树结构很容易就可以得到公式的版式结构，给人一种直观的感觉。

根撕人二件写、阅读公式的习惯，并参考L叶Ex语言表示数学公式的方法．我们将数学

公式划分成l 1种类型，即：多行表达式(Multiline Expression)．分式表达式(Fraction

Expression)，根式表达式(Radical Expression)，定界表达式(DelimiterExpression)，矩阵

表达式(Matrix Expression)，组表达式(GroupExpression)，堆叠表达式(StackExpression)，

帽子表达式(Hat Expression)，角标表达式(Script Expressiou)，普通表达式(Common

Expression)和基元表达式(Primary Expression)。图2—7至2一17给出了各种表达式的示

例。

(z+∥)(z～Y) = z2一xy+xy—Y2

=z2一Y2

JI



a2一b2

a+b

图2-8：分式表达式示例

(82／3+12／3)

图2-10：定界表达式示例

Xll X12

X21 X22

图2一12：矩阵表达式示例

图2—7：多行表达式示例

123

／——_—_^’——'
a+b+···+Y+z

图2一14：帽子表达式示例

z=20+3可

图2一16：普通表达式示例

乒2+Y2+2z可
图2—9：根式表达式示例

n

∑
i----1

图2一11：组表达式示例

图2—13：堆叠表达式示例

zY2

图2-15：角标表达式示例

Z

图2一17：基元表达式示例

任意类型的公式都可以用带边属性的三叉树表示，自然整个数学公式也可以表示成一

棵三叉树。树中每个节点代表一个数学符号或一个组元(如sin，log，min，1 im等)，节点

中给出了相应符号的识别结果，位置信息以及公式类型，并且每个节点至多有三个非空子

节点。每条边都有一个属性值，指出所连接的两个节点之间的关系，包括：同行(NEXT)，

上标(SUPERSCRIPT)，下标(SUBSCRIPT)，组表达式上标(LOP UPSCRIPT),组表达式下标

(LOI’DOWNSCRIPT)，分子(NUMERATOR)，分母(DENOMINATOR)，帽子(HAT)，堆叠(STACK)，

根式开方数(RADICALEXP)，根式被开方数(RADICALMAIN)，矩阵起始元素(MATRfXBEG[N)，

矩阵结束元素(MA’FRIXEND)。对于多行表达式，我们把每一行表达式看成一棵独立的三叉

树。这种结构类似于公式的版式结构，但是比版式结构包含更多的语义信息。如图2一18



所示为公式磐+等的三叉树熟

图2—18：公式∑口f+兰}的三叉树结构示例
l-I J

用带有边属性的三叉树表示数学公式的结构，会使某些公式类型“消失”，如定界表达

式(Delimiter Expression)，堆叠表达式(Stack Expression)．帽子表达式(caD

Expression)以及伯标表达式(Script Expression)，这些表达式类型信息将保存在相应

子表达式的边属性中，而不必在节点中记录。这种节点平衡的三叉树结构极大的方便了后

续的基于树匹配算法的性能评估工作。
’



2．2．3自动性能评估的现状

1968年，Anderson在他的博士论文11i中最早提出了数学公式的处理问题，在随后的三

十多年中，有关数学公式处理的各个方面都有或多或少的研究。由于早期的研究人员主要

致力于理论方面的研究，而没有实验结果，因此直到后来刊。提出如何评价一个数学公式处

理系统的性能问题。在2000年之前的文献中所提到的评估方法都是针对手写体数学公式

的，大致可以归为三类：

(1)注重于公式的结构，通过测试只给出两种结果，即『F确或不正确。

(2)只考虑符号的识别率。

(3)只对少数非常典型的公式进行评测，这些公式由少数固定人员书写，而且书写整洁。

这些手写体数学公式的评估方法都具有片面性，性能指标太过笼统以及测试规模小等

缺点，并不通用。Kam—Fai Chan等在[12]中也提到了在线手写体数学公式处理系统的性能

评估问题，他们综合了前人的方法，将错误类型分成两种：公式中符号的识别错误和公式

本身结构的错误，给出了两种错误率的计算公式，即错误个数除以总数，但是也仅仅是如

此而已，并没有说明如何找到那些错误，也未提出有效的评测步骤和过程。

对于印刷体数学公式识别的性能评估，至今只有M．Okamoto等人在[11]中提出了一种

基于MathML格式比较的方法。他们将公式的标准分析结果和实际的分析结果都用

MathML格式表示，在此基础上进行比较．检查那些典型公式结构(如角标，分式，根式，

极限，矩阵等)的分析是否正确。首先，对应的两个公式结构的图像坐标一致时，才会比

较两者的结构类型是否相符台，因此将子表达式图像的左上角和右下角坐标作为标记(tags)

加l入到MathML格式中，如图2—19所示。其次，用正确或错误表示公式结构比较的结果，

即如果对应的两个公式结构类型一致，就认为分析是J下确的，否则认为是错误的。考虑到

尽管整个公式结构可能不完全相同，但是其中某些予表达式结构类型也许是一致的，所以

他们用一利·予结构方法来比较两个子结构。主要步骤如下：

1．从标准分析结果中找每个子表达式最内部的标记：

2．如果这个标记(比如<mfmc rect=”43，11．87．187”>)在实际分析结果中存在，则

检查标记内部子表达式的结构类型是否相同。如果不相同，则记录该子表达式结构类型错

误。

4



图2一19：公式结构的MathML表示
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图2-20：公式结构的比较示例

以图2—20所示的公式分析结果为例，首先，对于标准分析结果中的标记<mfrac-rect：

“43，Il，87,187”>，在实际分析结果中也检测到了，因此比较标记中两个子表达式类型

由标记中“mfrac”知道，它们具有相同的类型，都为分式，所以这个子表达式分析正确。
15



其次，同理可知标ig<msubsup rect=“152，24，189，56”>中的子表达式分析结果也是正确的

再次，由于标准分析结果中的标记<msubsup rect=“1，1，209，210”>在实际分析结果巾不存

在，凼此认为该标记中的角标(subsup)结构类型分析错误。

对于简单的非常典型的公式结构，M Okamoto的方法效果比较好，但是对于复杂一点

的结构，其比较结果不甚理想，因此该方法没有很好的通用性。此外，他们只是判断出分

析结果是否正确，并没有指出错误的原因，这=；_ili满足我们评估的宗旨即为系统的设计开发

者指出问题所在和改进方向。

基于目前的实际情况，实现数学公式识别的自动性能评估不仅是必要的而且是艰巨的。

2．3数学公式图像识别的自动性能评估模型

2．3．1自动性能评估模型

为了提高整个公式处理系统的性能，或者比较各种公式处理方法的效果，需要在大规

模集合上进行测试，因此我们需要构建一个自动性能评估系统来定量地评估公式结果，当

然这是相当困难的。

从2．1的讨论，我们知道为了对数学公式识别系统进行性能评估，我们需要有一个衡

量性能的尺度，还需要一些基准数据，以及一个实用的算法来比较公式分析的结果与基准

数据，从而得出性能评估的结果数据。对这些结果数据迸行统计以后，将最终结果反馈给

设计开发者，可以帮助他们很快地知道公式分析算法的效果。这些统计结果之中包括对错

误的分类，对错误严重程度的估算，以及对这些错误可能产生的原因的分析。基于上述考

虑，我们提出了图2—2l所示的自动性能评估模型，这实际上是将数学公式识别系统与一

个理想系统进行比较。。

下面，对性能评估模型中主要部分作一个简要说明：

· 基准数据是评估实际识别结果的一个参考标准。在我们的自动性能评估系统中，摹准

数据是每个数学公式的正确的三叉树结构。我们构造一个标准的数据库。用来存放各个数

学公式的『F确的三叉树格式文件。

· 公式识别的结果数据是系统实际识别所得的结果。

·

格式转换模块用于将实际的分析结果转换为带边属性的三叉树结构，该模块可以内嵌

于公式识别系统中，也可以独立运作。

‘

转换结果数掘是将实际的识别结果通过格式转换所得，是实际识别结果的三叉树结构。



． 性能评估算法是自动性能评估系统的核心。一个有效而实用的性能评估算法是真正做

到自动进行性能评估的关键，否则就只能纸上谈兵。有关性能评估算法参见2．3．2小节。

· 性能评估的结采是各种错误的描述文件和统计数字文件a

． 性能评估结果的表示工具是性能评估结果的表现形式，我们采用图形，表格，文术棚

结合的表示方式。

图2—2l：数学公式识别系统的自动性能评估模型

凡是能将实际以别结果通过格式转换模块转化为带边属性的三叉树结构的公式识别系

统，都可P／J]]我们基于该模型构建的自动性能评估系统来评测系统的性能。

2．3．2性能评估算法概述

根据2．3 l的自动性能评估模型，我们设计了两个基于树匹配的算法来实现上述的评估

方法a一一是经过扩充的动态规划算法，二是BUTD(Bottom．Up and Top—Down)算法。要

构建这样一个自动性能评估系统，关键的有两点： -

a．定义性能指标，即从哪些方面来衡量谚!别结采的好坏。掇据上述描述，对公式识别结梁

的评估·最终是将实际分析得到结果与基准数据进行比较，因此我们采用编辑距离表示
17



两棵树之间的差异，用该距离中出现的各种编辑操作的个数来定景描述相应的分析错

误，并且给出各种统计结果。具体的编辑操作将根据所使用的树匹配算法而定，见3．1

小节。

b．设计出有效的树匹配算法。彦算法在时间效率上应该是比较快的，否则性能评估占去太

多的时间会给人一种本末倒置的感觉。

在动态规划算法中，我们定义了节点完全替代，节点内容修改，节点类型修改，节点

插入，节点删除，边属性修改六种基本编辑操作，而在BUTD算法中我们定义了节点内容

修改，节点类型修改，节点插入，节点删除，节点分裂，节点合并，节点转移和边属性修

改八种基本编辑操作，用这些编辑操作的数目和比例来评估公式识别方法的性能。其中的

节点内容修改反映了公式符号识别的性能，其它操作则主要反映了公式分析和符号切割的

性能。两种树匹配算法的输入与输出分别为：

· 算法的输入

按照自动性能评估模型，算法的输入应该是待比较的公式实际分析结果的转换结果与

相应的基准数据，即公式的三叉树。

· 算法的输出

输出是比较后的结果描述文件和性能评估的统计数字文件。结果描述文件中包括对正

确情况的描述和对错误情况的描述，错误情况根掘不同的编辑操作错误进行归类描述。而

性能评估的统计数字文件则包含了公式分析的各种错误类型的数目和它们在整个错误中

所占的比例以及各种公式类型的分析错误率。

在后续两章我们会给出两种算法的详细描述及相应的实例。



第三章基于动态规划算法的自动性能评估

3-1预备知识

由于我们的自动性能评估系统主要通过树匹配算法实现性能评估，因此先介绍有关树

及树匹配的相关基础知识。

3．1．1树的遍历

本文所涉及到的树都是指带标记的有序树，即树中每个节点都有一个标‘i,E(1abel)，甚至

可能有某些附加的信息(这种信息被称作节点的内容)，并且如果该节点有子节点，则子

节点之间从左至右的顺序是固定的。这里所提到的从左到右的顺序是指按照某种方式对树

进行遍历，得到所有节点的一个排序，每个节点在排序中的相对位置。所谓遍历就是将树

中每个节点都访问一遍，通常有先根遍历，后根遍历几种方式等。先根遍历就是先访问根

结点，再访问它的子节点；反之，先访问子节点再访问根节点则称之为后根遍历。

由于本文后面介绍的两个算法都采用后根遍历，所以在此举例说明。与一般树中的节

点有所不同，我,figfi^．1每个节点代表一种表达式类型，节点本身的结构比较复杂，而且对各

种表达式处理也有差异，因此整个遍历过程相对复杂。但是基本的思路仍然与一般的后根

遍历相同，只是每次访问到某个节点时，必须先判断它的表达式类型，再确定下一步的遍

n k，，3

历方向。如图3-l所示为公式∑以，+芝}的后根遍历的结果，其中每个节点右侧的(i)表
i=1 j

示该节点在后根遍历排序中的序号。

3．1．2树的距离度量

早在1979年i．c．Tai就在[9]提出了有关树与树之间的比较(或者称之为匹配)问题。

至今，已经出现许多解决树匹配的方法，其中大多数都采用动态规划来实现，而动态规划

的方法实际上是字符串匹配算法的～个推广。当然，也有一些其他的方法。例如【lO】中将

树匹配问题看作一个最优化问题，提出一个简单的递归的圈溯算法，但是该算法的运行时

问是指数级的，相较于动念规划算法它的速度要慢。

无睑用什么方法解决树匹配问题，首先都必须定义树之间的距离度量，用以定量地描

述出两棵树之间到底相差多少，这是前提条件。得益于字符串匹配问题的解决思路，树之
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图3-1：公式2产n。+竺_二后根遍历结果
百‘ 3

间的距离也可以用编辑距离表示。因此树之间的匹配转化为对两棵树进行比较并且找出一

个基本编辑操作(如捅入，删除，替代等)的序列，该序列满足以下两个条件：

(1)按照该序列进行操作能够将一棵树转化成另～棵树；

(2)在满足(1)的所有基本编辑操作序列中，该序列的操作代价最小。 ．

除了编辑距离之外，诸如对齐距离、独立子树距离、Top．Down距离以及Bottom—UD

距离等等都可以用来表示树之间的距离度量。事实上，这些距离度量都是在编辑距离的基



础上附加一些限制条件得来的。本文采用编辑距离来度量树之间的距离，将在后面详细介

绍。

3．1．3编辑操作与编辑距离

对于一般的带标记的有序树，我们通常考虑三种基本的编辑操作：节点的替代(change

或relabel)，删除(delete)和插入(insert)。节点替代是指改变一个节点u的标记；节点删

除是指将一个节点13从树中删除，并且使13的子节点变成u的父节点的子节点；节点插入

与删除操作正好相反，插入一个新节点13使之成为已有节点u’的子节点，则u’的某砦

子节点(可能为空)将成为u的子节点。

按照[9][10]，可以用(a，b)表示一个编辑操作，符号A表示空节点，则(a，b)≠

(A，A)，a或者为A或者是树丁I中某个节点的标记，b或者为空或者是树疋中某个节点的

标记。当a和b都不为A时，我们称a—b是一个替代操作；当a≠人而b=A时．我们称a

—b是一个删除操作：当a=A而b≠A时，我们称a—b是一个插入操作。图3—2显示了

各利-操作的结果。

卅噘
图3—2：三种操作(a)替代(b)删除(c)插入

定义E为一个编辑操作序列el⋯．，ek，则从A到B的E一派生为一个树的序列A。，¨．，

Ak，其中．A=Ao，B：Ak，Ai．I通过ei转变为Ai(1≤i≤k)。定义函数y(a—b)为编辑操

作a—b的代价函数·取值为非负实数。不同的节点可以赋给它不同的代价函数值(简称代

价值)，例如，对于树中那些较高的节点可以赋给它们较大的代价值，而对于那些较低的

节点可以赋给它们较小的代价值。y是一个距离度量，即满足以下条件：

(1)．，，(a—b)≥O：y(a—a)=0：

(2)．r(a—b)=r(b—a)：

(3)． r(a—c)≤，，(a—b)十r(b—c)．

在此，可以将，，由编辑操作的代价扩展到编辑操作序列的代价。令

擎r．．Lhrgr：、、／袜∽bR刚Q



y(E)=∑掣y(e1)'
其中，I EI表示编辑操作序列E的长度，即E中编辑操作的个数。则树兀与树瓦之间的

距离定义为：

8(T1，T2)=rain{y(E)『E是将丁I转变为疋的编辑操作序列}

由y的定义可以证明占也是一个距离度量。

3．1．4映射

为了计算占(^，五)，我们考虑从一到五的映射。所谓映射就是对作用于71和五的每个

节点的编辑操作的～个图形化表示，或者理解成一种描述树之问如何通过编辑操作相互转

变的工具。假设我们已经知道每棵树的相关信息，用ni】表示树丁的第i个节点。则可以

定义一个三元组(肘，7：，兀)，称之为从五到兀的映射，其中^f是任意整数对(f，』)的集合．

满足：

1．1≤，≤4万8，l≤v，≤I五I：I兀l和I五1分别表示树7：和兀的节点数

2．对于肘中的任意整数对(il，J，)和(f2，J2)，有

(a)i／=i2当且仅当jl=止(一对一)：

(b)Tl[il]是TIF2]的祖先当且仅当乃[『』]是乃哦】的祖先(保持父子或祖孙次序不变)；

(c)乃【f』】在乃【纠左边当且仅当Tz[h]在乃脆】左边(保持兄弟或左右次序不变)。

图3-3显示了上述的2(b)和2(c)两条映射规则。

k．公≮△筮iiiii△
无效映射 有效映射

无效映射 有效映射
’

圈3-3映射规则：a．祖孙次序不变：b，兄弟次序不变

根据映射(M，兀，五)的定义可以得出：对于任一节点乃【f】-如果不存在整数对(f，J)
22



EM，则意味着该节点从^中删除了；否则表示该节点被另一节点乃Df】所替代了：对于任

一节点T2U]，如果不存在整数对(i，J)∈M，则该节点是新插入正的。其中替代又分成两

种：一致替代(对应节点的标记没有改变)和非一致替代(对应节点的标记发生改变)。

由此可以把^和五中的所有节点分成三部分：第一部分称为替代节点(山于一致替代

相当于没有发生变化，代价为0，因此我们只考虑非一致替代)，用s表示；第二部分称为

删除节点，用口表示；第三部分称为插入竹点，用，表示。在不会引起歧意的情况下，我

们用肘代替三元组(M，7i，五)。则映射M的代价值等于l s I P+I D I r+I川q，其中

P，r，q分别是替代，删除，插入操作的代价值。

通过映射我们很容易就能看出树Z和树五是如何相互转变的并且计算出相应转变过程

的代价。如图3-4所示．7：中的节点乃【l】，7"1171．乃【8】，T119]，乃[10】与五中的节点T2[I]，

7315】，／'2[6】，1"2【7】，T2【8】相对应，即由虚线连接的两个节点存在替代关系，而节点乃[2】，

n【3]，Tj[4]，Ⅲ5】，7"／[61从正中删除了，同时，在五中插入节点7"2[2】，T213]，T214]。这

罩的节点nf】指的是按先根遍历次序为i的节点。用确，啦分别表示矗和兀的节点数，则

删除节点数为n—l M I-10．5=5；插入节点数为他．1 M l=8—5=3：非～致替代节点数

为0。因此该映射M的代价值为5r+3q。若假设各种编辑操作的代价值均为l，则村的代

价值为8。

图3-4；映射

映射与编辑操作序列之间的关系为：给定一个编辑操作序列E，则存在～个从7：到正

的映射M使得r(M)≤y(E)：反之，对于任意的映射M，存在～个编辑操作序列E使

得y(")=y(E)。因此，从刃到五的编辑距离

占(7i，五)=rain{)／(M)IM是从六到不的映射}。



3．2动态规划算法

字符串是树的一个非常重要的特例，许多有关字符串的问题都能用动态规划算法来很

好的解决。因此很自然地就会尝试用动态规划来实现树之间的匹配，而且已经有很多文献

涉及这个问题。虽然他们所提到的树与我们的树之间存在一些差异，例如节点本身结构比

较复杂，并且还涉及到边的顺序和属性等，但是一些概念仍然适用。在动态规划算法中我

们会将树的匹配推广到森林的匹配，但是前面所提到的编辑距离和映射同样有效。

3．2．1概念与符号定义

首先我们要解释节点匹配的概念。设公式E的标准分解树是乃，分析得到的分解树是

乃，对任意的两个节点乃【f】和乃啊，存在以下几种情况：

(1)州f]和乃嗍的外接矩形框的坐标值不一致．其中外接矩形框是指节点对应的子表达式

图像的外接矩形框，这种情况下，我们不会对两个节点作进一步的比较。

(2)Tl[i]和乃阴的外接矩形框的坐标值一致，此时我们将比较两个节点的类型及识别结果，

根据比较结果的不同又可以分成三种情况：

a．71m]和T2Ij]的节点类型不一致，则无需比较两者的识别结果；

b．TI[妇和孔L门的节点类型一致，而识别结果不同：

c．Tl[il_j}lJ乃们的节点类型和识别结果都一致。

我们称(1)和(2)a两种情况为节点不匹配，(2)b为半匹配，(2)c为完全匹配。在后文

巾所提到匹配指的就是后两种情况。

考虑到实际应用中，我们的树结构与一般带标记的有序树不太一样，因此对三种基本

编辑操作进行扩充。我们定义六种基本编辑操作：

1．节点完全替代，Change(Tt，F／I，n2)：用节点n2代替树乃的节点nI，即上文的情况(1)。

2．节点类型修改，Type(TI，n，tl，r2)：修改树乃中节点，I的类型tI为t2，即上文的情况(2)a。

3．节点内容修改，Content(／'1，n，Cl，c2)：修改树乃中节点n的内容cl为c2，即上文的情况(2)b。

4．节点插入，Insert(乃，nl，m，n2)：在树乃的节点nI的第小个子节点位置插入节点／．12,原来

nl的第m个子节点变为n2的子节点。孩节点只出现在乃中，乃中的所有节点与它都满足

上文的情况(1)。

5-节点删除，Delete(Tt，n朋)：删除树Tt的节点H的第州个子节点，节点n的笫月z个子节

点的予节点变为，l的]--l。f,Miv，即乃中的所有节点与该节点都满足上文的情况(1)。



6．边属性修改，Edge(乃㈣，n2，e)：修改树乃中连接节点，ll和n2的边的属性为e。指某条边

两端的节点都相匹配，而边的属性发生变化，这通常是由于表达式类型的误判导致的，因

此在最后的输出阶段我们会把这种错误归类到表达式类型替代中。

对于节点完全替代操作，我们认为这两个节点不匹配，无需再比较它们的类型和内容，

即这两个节点之间不存在任何关系的错误，但在后面介绍的动态规划算法中会遇上这种情

况，因此我们考虑这种操作，并且赋予该操作较高的代价值。我们把后五种基本操作看作

相应的五种错误类型，同时赋予各种基本操作同样的代价值，即单位代价值1。由定义可

知五种错误类型是彼此不重叠的。

根据操作对象的不同，上述五种操作可以分为两类：节点编辑操作和边编辑操作，分别

用a—b和El—E2表示。就节点编辑操作而言，与3．2．2中的定义相吻合，只是将节点的

修改扩充为1和2两种情况，因此对于3．2．2中的各种定义都适用。此外，对于给定的两

棵树乃和孔，我们认为两者之间的边属性错误数是定值，而且与边编辑操作的顺序无关，

可以通过扫描所有的边得到这个值。定义函数r(a—b)为编辑操作a—b的代价函数，c(E1

一E2)为编辑操作Ej--E2的代价函数，取值都为非负实数。令c为所有边编辑操作的代价

和，占为一个节点编辑操作序列P，，⋯，ek。则有y(昱)=yi9=l吲以P．)，得到乃和乃的距

离为：

J(五，五)=min(y(E)lF是将五转变为五的编辑操作序列J+c。

因此，求乃和砭之间距离的关键是找到一个代价最小的节点编辑操作序列。后文的动

态规划算法主要就是用来求最小节点编辑操作序列的。下面对算法中涉及到的术语和符号

作一说明。

我们采用后根遍历的序号来标识树中的每个节点，则有如下定义：

定义1 令兀f】为树中第i个节点-f(f)是以7Ifl为根的予树的最左边叶子节点的序号。当

丌司为叶子节点时，f(f)=i。用p(f)表示Hf】的父节点，定义po(f)=i，P龟)：p(f)，

pZ(i)=pp。(f))⋯，令anc(i)=f矿(f)|0≤雁n目的深度}。
定义2 T[i·棚是由第i至第J个节点构成的有序子森林，如图3-5。当l：)=，时，研￡胡=移。

用如坩盯(f)表示玎1～f】，r憎P(f)表示n“玑f】，s妇(D表示子树f愆e(f)的节点数。
定义3

f习forestdist(Tt[i'．．f】，乃(，i棚)表示乃fr，订和乃【，’．埘之间的距离．简记为向肥Jfdbf(f，．．f，

／’·∞。用forestdist(i·D表示乃【1．．力和死【l卅之间的距离。用treedist(i，D表示子树

乃【，(mfJ和疋【fo)√】之间的距离。



3．2．2动态规划算法描述

我们将用动态规划算法求解树T1和T2A,i'aJ的最4、节点编辑操作序列，然后加上边编辑

操作，即可得到Tt和死的距离，同时给出各种编辑操作的个数。在介绍具体的算法之前，

先给出三个与[13】中类似的引理，其中编辑操作力吲一疋叫包括节点类型修改和节点内容

修改两种。

引理1令anc(i)=∥(i)lo≤k≤研l】的深度}，则有

(1)forestdist(O，D)=0；

(2)forestdist(Ti[f(f1)．．f】，口)=forestdist(Ti[1(il)⋯i l】，g)+y(rl【f】—}A)；

(3)forestdist(O，T2[1qO．棚)=forestdist(O，T2[tq,)．．j-l】)+“A_乃阴)；

其中，il eanc(i)，Jl∈Ⅱnco)

证明：(1)T1和瓦都为空，则无需任何编辑操作，因而距离得0；

(2)乃为空，显然71l要转变为疋，需要进行I n1次删除操作；

(3)n为空，要得到乃，n需要进行I死1次插入操作。

这个引理实际上是n和乃之间距离的边界条件。

引理2令il∈anc(i)，jl∈anc(j)，则有

forestdist(1(iI)．．i—l，l(j1)．．J)十以五【f】-÷A)

forestdist(1(il)．．f，t(j1)√一1)+r(A--÷瓦【曲

+forestdist(1(i)一i—1．f(n．J)

十r(Tdi】--)L【力)

证明：考虑姒)≤f≤fl和螂I)q≤≯l的情况，可以通过构造如rest(tUl)．．f)和forest(1(j1)．J)之

问的最小代价映射来计算forestdist(1(it)．．f，fm)．J)。对于rl嗍和乃D1。在映射图中存在三种

情况：

(1)映射M中没有虚线连接Tl[i1，则TI[i]被删除，(i，^)∈肘，因此

forestdist(1(i1)⋯i f(『1)．J)=forestdist(1(i1)⋯i l，f(『1)．D+Y(L【i】—·^)；

(2)映射M中没有虚线连接n啪，则乃啊被插入，(A，j)eM，因此

forestdist(1(il)⋯i f∞)．D=forestdist(1(iO⋯i酊I)．．j-1)+y(^一乃[f】)；

(3)映射M中有一虚线连接n嗍和乃们，贝JJ(ij)∈M，因为假设(f，t)和(^。7)都属于M，如果

f(f1)≤^≤f(f)一1，则i在h右边，由映射规则2(c)知道k必定也在，右边，但这种情形在

forest(tqO．J)中是不可能出现的。同理，如果i是h的祖先．则由映射规则2(b)知道k必定
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也是，的祖先，这也是不可能的。所以，h=i，由对称性，I巧，所以(iI『)∈肘。

由映射规则2(b)，以r1【f1为根的子树中任意节点只能与以死阴为根的予树中的节点互

相映射。因此

yorestdist(1(il)⋯i砌1)．J)=forestdist(1(iO一∽一l，f(，1)．．f∽一1)

+forestdist(1(i)一i l，f(，)．√一1)+y(n[f】—’／'2【『】)。

图3．5显示了这种情况。

图3-5：引理2中第三种映射情况示例

tO)，J乙11)

引理3令j，∈anc(i)，j，∈ancU)。则有

(1)当f(f)=l(il)并且tq)=tqO时，有

{yorestdist(1(il)．．i—l，t(jI)．．，)十y瓴溺-÷A)

forestdist(1(iI)．．i,l(jI)．．J)=min{yorestdist(1(il)．．f，l(j1)．．，一1)+r(A．÷瓦【J】)

lforestdist(1(iI)．．f一1，f(^)．．J一1)+r(Tjjfl—÷疋[j1)

(2)当￡(f)≠砸1)或者tq)≠tqO时，有

forestdist(1(iI)⋯i f(^)．．，)=min

forestdist(1(iI)．．i—l，f(五)．．』)+y(t【f】—÷A)

forestdist(1(iI)．．i,t(j1)．√一1)+r(n_÷T2[j])

forestdist(1(it)．2(i)一l，f(^)．』(，)一1)

+treedist(i，J)

证明：(1)当f(f)=l(il)和tq)=tql)时，由引理2，

forestdist(1(iO．．f(i)一1，彤I)．．tg)一1)=forestdist(O，0)=0，(1)得证。

(2)由于我们所求的距离应该是最小代价映射的代价值，有

forestdist(1(il)．．i，彤1)，J)≤forestdist(1(il)．．z(0一I，f∞)一fU)一1)+treedist(it『)，因为该不等式

右边是forest(1(it)．．f)到：orestqqo．J)的映射的特殊情况，因此可能是子最有的。同理，

treedist(ij)<一forestdist(1(i)一i l，f∞．一1)+Y(TdO—Td／])。由引理2和这两个不等式，可以

知道用treedist(ij)代替forestdist(1(i)一hl，f∞．，1)+r(五【f】一疋【f】)是正确的，因此(2)得证。

图3-6给出了这种情况。

”
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f(f)=I(il)和f伪=lqO时

⋯T，il～l(i)，．．，警＼／岁。川D
f(f)≠l(il)ns戈，(，)籼U1)时 一。

图3—6：引理3两种情况图示

由引理3可以得出以下三点：

(1)距离公式表明可以用动态规划算法来求解：

(2)引理第二种情况表明，求解treedist(iI，j1)的前提是必须已经求得几乎所有的treedist(i，D，

其中f是以il为根的子树的节点，j是以Jl为根的子树的节点，因此可以用自底向上的

过程实现。

(3)引理第一种情况表明，当i和J分别处在¨)到i-和z仃1)至lJjl的路径上时，无需专门计

算treedist(i，力，因为这些子树的距离可以从计算treedist(il，J1)的过程中直接获得。

在此，还需要为树71定义一个集合LR keyroots；

LR_keyroots(7)={纠不存在≈’使f@)=t(k’))。

对于集合LR keyroots(T)，若k属于LR_keyroots(T)，则k或者是树71的根节点，或者

满足f(D≠f(t’)，例如k有一个左兄弟节点。直观上看，集合“Lt印mD抽(乃是那些需要单

独计算距离的子树的根节点。如图3-7所示，LR_keyroots(T1)=f3，5，6}，LR_keyroots(T2)=

f2，5，6}。

’企e
l
图3．7：树rl和死
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算法详细描述如下：

(1)输入：树71l和T2，即表示公式正确结构的三叉树与实际分析所得的三叉树。

(2)后根遍历树Tl和丁2，同时通过函数f(D和LR—keyroots(T)分男q计算l(i)和集合

LR—keyroots，将结果保存在数组f】，f2’LR—keyrootsl和LR_keyroots2中。

(3)树匹配过程，主要循环为：

FOR i’：=1 to II LR_keyroots(Ti)l|

FORj’：=l to lI LR_keyroots(T2)]l

i=LR_keyrootsl【i’】；

』=LR_keyroots2[j’】；

计算treedist(ij)；

用动态规划算法计算treedist(id3，其中子森林之间的距离保存在一个临时数组中，直到

求得相应的子树距离，释放该临时数组，子树距离保存在数组treedist中。

treedist(ij)计算过程：

forestdist(O，g)=O；

FORil：=l(iltoi

Torestdist(乃【f(f)一id，D)=forestdist(Tl[1(i)．．i—l】，0)+T(Tl[il卜+A)；

FORjI：=，o)toy

forestdist(O，T2[1q)．Jl】)=forestdist(O，T2[tq)．JI-l】)+T(A—÷乃【，I】)；

FORij：=f(f)toi

FORjl：=f∽toj

IF(1(il)=砸)&&琊0=109)

forestdist(1(i)一il，fU)．．j1)=rain{

forestdist(1(i)．．il—l，tq)．J1)+Y(Tl[il】一人)，

forestdist(1(i)一il，lq)．．jl-1)+y(^一乃睛】)，

forestdist(1(i)⋯it l，劬．小1)+Y(Tl[il]-．-T2[il】)}；
记录最小距离对应的编辑操作；

treedist(it#t)=forestdist(1(i)⋯il螂)矗)；
记录子树之间的编辑操作序列：

ELSE

forestdist(1(i)～il，tq)．函)=rain{
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forestdist(1(i)⋯il 1，f(J：)．J1)+Y(乃[fl】—’人)，
归restdist(1(i)Ⅲi，}(『)．舅一1)+Y(A一『2【『1】)，

fo,restdist(1(i)．．1(il)一l，f∽一W1)一1)+treedist(九j1)

记录最小距离对应的编辑操作；

(4)根据数组treedist求得各种节点编辑操作数。

(5)扫描所有的边，计算边编辑操作数。

(6)输出结果。

3．2．3动态规划算法的分析

根据3．2．2的算法描述，在空间上主要用到两个数组：一个是保存最后计算结果的数

组treedist，另一个是计算treedist(ij)时所需的犒时数组。这两个数组的空间需求分别是

D(1I兀”Jl疋II)。在时间上，可以将主要过程分成两部分：计算节点编辑操作的时间和计
算边编辑操作的时间。

1．先看计算边编辑操作的时间：

由于只需要扫描71，中每条边，与7’，中相应的边进行比较，因此这个时间是线性的。

2．计算节点编辑操作的时间分析如下：

首先，后根遍历同时利用函数f(7)和LR_keyroots(：D分别计算f(f)和集合LR keyroots，

这都是线性时间复杂度的。

其次，在树匹配过程中，每～次用动态规划算法计算treedist(ij)所需时间为

(f-“f)+1)+(，-f(，)+1)，即以f为根的子树的节点数与以，为根的子树的节点数之积，分别用sizel：i)

和size(j)表示，则计算treedist(ij)所需时间等于size(i)xsizeU)。总共调用动态规划算法若

干次·令m=i[1LR_keyroots(TO[[，n=[[LR_keyroots(T2)[[，则整个树匹配所需时间为

∑∑size(i)x size(j)
芦l j=l

可以进一步分析该时间复杂度的上限：

(I)令leaves(7)为树71所有叶子节点的集合，则有0LR妇y聊估(n 8≤Ulem椰(Dlf。

我们很容易就可以证明这个不等式。根据集合LR一妇ymo船(砷的定义可知对于任意的f，f

∈LR_keyroots(T)，必然有f(f)≠f(『)a f(f)表示的正是i的最左叶子节点．因此，

LR～＆掣mDfj(7)中每个节点都与一个最左叶子节点唯一对应，而每个叶子结点至多是

2一R_keyroots(T)一个节点的最左叶子节点，所以0LR—teyrDDfs(7)0≤《{e口ves(了)f|成立。
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(2)因为并非所有子树之间的距离都需要计算的，所以每个节点需要参加距离计算的次

数小于它的深度。令n“Ⅲ(i)为节点i参与计算的次数，则

num(i)=0 anc(i)f3 LR_keyroots(T)JI

定义n。，(73：max{Ⅷm(f))，战n表示树T的深度，103=|jleaves(r)Ii，由定义以及(1)

可知num(i)≤min(d(73，f(n)，因此hum(T)<一min(d(T)，f(乃)。

，。 归0

(3)等式∑size(j)=∑删埘(J)成立，因为左边表示所有需要专门计算距离的

子树的节点数之和，相当于每个节点的计算次数之和。

山(1)，(2)和(3)可以得到

∑∑size(i)x size(j)
i=1 j=l

=∑size(i)x∑size(j)
i=1 i=1

：型⋯∽×型⋯∽
i=l 1=1

≤fIr,ll×lhll×num(瓦)×num(T2)
≤I|正0×lhllxIlli．<d(t)，f(正))xmin(d(疋)，z(疋))

由于前处理和后处理部分都只需线性时间，综上所述，该算法的时间复杂度为

D(J阿lf×JI疋II×min(d(互)，l(T。))x rrfin(d(T2)，f(疋)))。

3．3基于动态规划算法的自动性能评估实例

动态规划算法是解决树匹配问题的经典算法，在此我们以公式口一“2 73的版式结构分析

为例来说明该算法。图3-8是该公式的正确版式结构表达树，假设我们的系统对该公式的

结构分析结果如图3-9，即分析结果成为公式e1213的版式结构表达树。

令rI和疋分别表示公式的标准三叉树和实际结构分析所得的三叉树，输入Tl和丁2，

各步骤主要计算结果如下：



图3-8：标准版式识别结果 图3．9：错误版式识别结果

(1)LR_keyroots(T1)={3,6)；

LR—keyroots(T2)={5，61；

(2)计算各个fmBd坛f(il，)时，相应的临时数组如陀sfd妇f(z(讥i，f(，)．棚和最后所得的treedist

数组的结果由以下各表给出：

forestdist(1(3)⋯3 f(5)．．5) forestdist(1(3)⋯3 j(6)一6)

【 a 3 4 5
l D O l 2 3

l 3 I O l 2

I D l 2 3 4 5 6
l D 0 l 2 3 4 5 6

I 3 l l 2 2 3 4 5

forestdist(1(6)．．6，f(5)一5) forestdist(1(6)⋯6 z(6)”6)

0 3 4 5

0 O l 2 3

l 1 l 2 3

2 2 2 2 3

3 3 2 3 4

4 4 3 2 3

5 5 4 3 2

6 6 5 4 3

D l 2 3 4 5 6

彩 O l 2 3 4 5 6

l l O l 2 3 4 5

2 2 l 0 l 2 3 4

3 3 2 l O l 2 3

4 4 3 2 l 2 3 4

5 5 4 3 2 3 4 4

6 6 5 4 3 4 5 4

疋中的后根遍历序号

r。中的后根遍历序号

(3)根据f即ed细(f√)求得TI和T2之间的节点编辑距离为treedist(6，6)=4，节点编辑操



作序列为：删除n中第5个节点o，删除n中第4个节点⑥，在乃中插入第4

个节点④，在疋中插入第5个节点o。

(4)扫描所有的边，得到边④一>②的属性值由SUPERSCRIPT变为NEXT，即存在

一个上标表达式分析错误。



第四章基于BUTD算法的自动性能评估

4．1动态规划算法存在的实际问题

尽管动态规划算法对于我们的树匹配问题已经能够给出相应的距离，并且具有较好的

时间复杂度，但是我们知道只有保证兄弟次序不变和祖孙次序不变的条件下才能得出3．2．2

中引理3的距离公式，也因此刁’能使用动态规划算法来计算距离。

然而有时候不遵循这种条件约束反而更合理，我们仍然以公式e113的版式识别为例来

说明这一问题。按照3．3动态规划算法，记录的错误共有5个，即先删除节点O和④，

然后插入节点④和o，最后修改边⑥一>②的属性值。如果我们在这里记录一个子树①一

③从根结点@转移到④的错误，代替两个删除和两个插入错误。是不是更合理一些呢?

答案是肯定的。但是转移根结点这样一种操作必然会打破祖孙次序不变的约束，而动态规

划算法也就无能为力。

此外，作为系统输入的三叉树中每个节点应该代表一个有意义的数学符号或一个组元

(如sin，log，min，lim等)，即由多部分组成的符号如“≤”等以及组元“sin”等作为一

个整体应该占据一个节点。如果出现将节点拆分的情形．如图4一l(a)所示，将“sin”拆

分成“S”，“i，，，“n”三个节点，则动态规划算法将记录四个错误：删除节点n。，分别插

入节点n2．哟，n4。。同理，对于多个节点被合并成一个节点的情况，如图4一l(b)所示，

动态规划算法将记录三个错误：删除节点n，和地，然后插入节点n3。实际上，前者是由于

字符分割错误或分析过程中语义理解上的不足引起的，将语义上单一的符号划分成版式上

的多个字符，而后者完全是由于字符分割错误造成的，为此。我们可以分别定义节点分裂

操作和节点合并操作来表示这两种错误，这样只需记录一个错误即可。

因此，基于以上实际情况的考虑，我们又提出了另～种树匹配算法：BUTD算法。

④
n2 行， n4

(a)组元节点拆分示意图



。旬—O
nI n2 n3

(b)节点合并示意图

图4一l：节点拆分与合并

4．2 BUTD算法

4．2．1 BUTD算法概述

BWFD是Bottom—Up andTop．Down的缩写，因为在我们的树比较过程中采用了先自底向

上，然后自顶向下的传递过程。该算法可以在最差时间复杂度为O铆2)的情况下完成距离的

计算。首先给出相关概念的定义如下：

(1)．距离度量

我们仍然用编辑距离来表示两棵树之间的差异，定义TJk种基本编辑操作，对应着八

种错误类型。在此我们不再考虑节点完全替代操作，除了定义节点内容修改，节点类型修

改，节点插入，节点删除，边属性修改之外，增加了节点分裂操作，节点合并操作和节点

转移操作，定义如下：

· 节点类型修改，耐pe(乃，H，tl，f2)：修改树乃中节点n的类型’I为t2。

· 节点内容修改，Content(Tt，n，CI，C2)：修改树T，中节点n的内容Cl为C2。

· 节点插入，Insert(／'2，nl,m，n2)：在树乃的节点n1的第m个子节点位置插入节点，12，原

来g／i的第m个子节点变为n2的子节点。

· 节点删除，Delete(Tt，n，m)：删除树乃的节点n的第m个子节点，节点n的第m个子

节点的子节点变为n的子节点。

· 节点分裂，Split(Ti，n，nl⋯nk)：指树乃中的节点n分裂为k个节点nl⋯nk。

· 节点合并，Merge((TI川l⋯nk，H)：指将树乃中k个节点KI．．-?Ik合并为一个节点n。

·

节点转移，Move(Ti，m，n，o,p，q)：即树乃中节点P的第m个子节点D，变成节点q的第

，!个子节点。

’

边属性修改，Edge(T／，I'／1，1"12，F)：修改树乃中连接节点，lI和n2的边的属性为P。

我们赋予八种基本编辑操作的代价值都为单位值1，则两棵树T1和乃之间的距离为：



占(丁I，T1)=min{r(E)IE是将丁l转变为乃的编辑操作序列J

(2)．节点的唯一Ⅲ

由于数学公式中相同的符号可能会出现多次，为了使’girl相互区别，给树中每个节点

分配一个唯一的序号，称之为节点的D。这个D可以通过很多种方式获得，例如对树进

行先根遍历或后根遍历．得到所有节点的一个排序，将节点在该排序中的序号作为它的

ID即可。在实际运用中，我们采用后根遍历的序号作为节点的Ⅲ。

(3)．节点的权重值

由于树中每个节点并非都是同等重要的，有些节点的改变会对其他节点产生重要的影

响，例如某个节点发生类型修改错误，则可能会导致其所连接的边属性的修改，而另一些

节点的改变则可能只影响它本身。我们认为任何一个节点都比它的子节点重要，为了区分

这些节点地位的不同，赋予每个节点一个权重值。对树中的每个节点1"1，定义它的权重值

weight(n)=l+sum(weight(children))，即任意节点的权重值等于它所有子节点的权重之和加

l。为了便于计算，我们选择以及f)为根的子树的节点数作为节点玎f)的权重值。在我们的

BUTD算法中，首先需要计算树中所有节点的权重值，在树匹配过程中，每次都取当前权

重值最大的节点加入队列中进行比较，因此最开始队列中必然只有根节点。

基于上述定义，BUTD算法的主要匹配过程为：给定树n和乃．首先分别对乃和死

进行后根遍历，赋予每个节点一个唯一的D，同时计算每个节点的权重值；然后从rl中

选择权重值最大的节点n开始比较，如果在乃中找到与之相匹配的节点m，则比较它们

的父节点，若也匹配，则继续比较父节点的其他子节点及所连接的各条边，否则从丁。中

选择下一个权重值最大的节点开始比较，并记录相应的错误类型。对于每个节点都通过自

底向上然后自项向下这样一个比较过程，并且只比较一次。

4．2．2 BUTD算法的详细描述

对于输入的两棵树n和疋，该算法主要步骤：

【．后根遍历树n和乃，赋给每个节点一个唯一的m，即后根遍历序号，同时计算每个节

点的权重。将遍历的结果分别存在数组Arrayl和Array2中，

2．比较两棵树，同时记录各利，分析错误，节点合并错误和节点分裂错误在该过程中并不

记录，而是在后处理中分别对记录节点删除和插入错误的数组进行分析与归并得到。具体

的比较流程如图4—2所示：



图4—2：BUTD算法流程图

其中一些符号定义如下：

CI：从Arrayl中选择权重值最大的尚未比较过的节点n，。

C2：从Array2中选择与“1具有相同ID的节点／"t2。



C3：扫描Array2，查找节点／／2,或者与n1的外接矩形框各坐标值相同，或者在nI的外接

矩形框内部，或者包含n．的外接矩形框。

W1：记录一个节点内容修改错误，并将节点nt和／／2标记为已比较过。

W2：记录一个节点类型修改错误，并将节点n。和／／2标记为已比较过。

W3：将Array2中那些尚未参加比较的节点标记为已比较过，并且分别记录节点插入错误。

W4：记录一个节点删除错误，并将节点H，标记为已比较过。

W5：记录～个节点移动错误，并将节点n，和H2标记为已比较过。

W6：记录一个节点分裂错误，并将节点n．和n2标记为已比较过。

w7：记录一个节点合并错误，并将节点n。和／／2标记为已比较过。

W8：记录一个边属性修改错误，并将边标记为已比较过。

P：取nI和／／2的父节点Pl和P2。

E：取P2尚未比较过的边e2。

e1和P2：边pl_÷nl和pl_÷以2。

T：边属性修改条件，即边所连接的两个节点都分别匹配，而边的属性发生变化。

Ts：节点分裂条件，即节点n2在节点／／l的图像外接矩形框内。

TM：节点合并条件，即节点nI在节点n2的图像外接矩形框内。

比较过程描述如下：

stepl：从Arrayl中选择权重值最大的尚未比较过的节点nI，若存在转step2，否则转step8；

step2：从Array2中选择与／／I的m一致的节点n2，若／／l和H2的图像外接矩形框一致，转

step4，否则转step3：

step3：从Array2中搜索节点／'12，若存在n2与nI的外接矩形框一致的，则转step4；若n2

在节点／／1的外接矩形框内，则将nI标记为已比较过，并记录一个节点分裂错误，

转stepI：若／'／I在节点nz的外接矩形框内，则将nl标记为已比较过，并记录一个节

点合并错误，转stepI；若不存在n2满足前面三个条件，则将nI标记为已比较过，

并记录一个节点删除错误．转stepI：

step4：比较n-和／'12的公式类型，若一致则转step5，否则将n，和／'／2标记为已比较过，并记

录～个节点类型修改错误。转stepI：

setp5：比较n-和n2的识别结果，若一致则转step6，否则将九。和／12标记为已比较过。并记

录一个节点内容修改错误，转stepl：

step6：驭nI和”2的父节点PI和以，若Pl≠A同时p2≠：A，转step7．否则记录一个节点转
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移错误，转stepl：

step7：比较P。和p2的各条边，记录相应的错误类型，转stepi：

step8：结束比较。

3．将各种错误按八种编辑操作错误进行归类，并记录每种错误类型的数目以及所占的比

例，同时统计各种公式类型的分析错误数目和错误率。将性能评估结果写入相应的结果文

件中。

4．2．3 BUTD算法的分析

我"阆订表示两棵树的节点数之和，分析BUTD算法的时间和空间复杂度。

整个算法的时间包括：

I．后根遍历两棵树同时计算权重值，所需的时间和空间都是线性的；

2．选择当前权重值最大的节点加入优先级队列，最差情况是没有任何节点相匹配，因此所

有节点都会加入到队列中，时间复杂度为n'log(n)．空间复杂度仍然为线性的；

3．比较过程中，最好情况是两棵树完全一致．所需时间等于每个节点和每条边分别比较一

次，HO(n／2+n／2—1)=n—1次比较；平均情况下相当于每个节点有，艉次的外接矩形框比

较和一次内容比较。每条边有一次比较，因此时间复杂度为O(n2)；最差情况是每个节点有

n次外接矩形框比较，因此时间复杂度为O(n2)。

综上所述，在最佳情况下BUTD算法的对间复杂度为n*log(n)，在平均和最差情况下时间

复杂度都为O(n2)，空间复杂度是线性的。由于一般的数学公式。其总的符号数相对来说是

挺小的，即H不会特别大(在测试中，最大的n为280)，因此即使是O(n2)的时间复杂度

也是完全可以接受的。

4．3基于BUTD算法的自动性能评估实例

如图4-4所示，我们给出利用BUTD算法比较公式结构分析结果的例子。4-4(a)是测试

的数学公式，4-4(b)是该公式的标准结构树，4．-4(c)是系统实际分析结果。应用BUTD算法

比较之后，得到各种编辑操作错误，我们将这些错误标识在标准结构树中。如图4-4(d)所

示。我们同时将各种错误类型的个数和变化情况记录在一个错误信息文件中，如图4-4(e)

所示。由文件记录可知，该公式分析共有3个错误：两个节点内容修改错误(“＼widehat”

变为‘‘__’’，“＼widehat”变为“、overline”)和一个节点类型修改错误(帽子表达式变为角标表
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达式)，分别对应着4-4(d)中的N1，N2和Tl。

√4—、—，—～

1一z=一可

(a)测试公式

(b)标准分析结果：＼[＼widehat{1一x}=＼widehat{一y J＼】

堡
(c)实际分析结果：＼【l一一一{x}=＼overline{y}＼]

l兰f一1㈤P眦
1÷lAT k
l l吁巡——堂坦F盟《掣虹——日刻

(d)错误示意图

(e)错误结果描述文件

图4—4：基于BuTD匹配算法的公式分析性能评估示例
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4．4动态规划算法与BUTD算法的比较

在数学公式分析阶段，我们提出了基于结构的反复分解的分析方法。由于每个公式经

过分析之后都表示成一r棵分解树，因此我们构造了一个基于树匹配的自动性能评估系统，

以便自动评测这种分析方法的效果。

在我们的自动性能评估系统中，关键是要找到一种既合理又有效的树匹配算法。对于

前文给出的两种树匹配算法，可以从合理性和效率两个方面进行比较。

首先，从合理性看，动态规划算法和BUTD算法都采用编辑距离来表示两棵树之间的

差异，用该距离中出现的各种编辑操作个数来定量描述相应的分析错误。理论和实践都证

明这种编辑距离表示方法是完全可行的。动态规划算法定义了节点完全替代，节点内容修

改，节点类型修改，节点插入，节点删除，边属性修改六种基本编辑操作，其中后五种操

作对应着五种错误类型。该算法能有效地计算出两棵树之间的最短距离，并给出此距离对

应的操作序列，由于我们赋予节点完全替代操作很商的代价值，因此实际上该操作不会出

现在最短距离操作序列中。针对4．1小节中提出的数学公式图像处理的一些实际问题，我

们定义了节点内容修改，节点类型修改，节点插入，节点删除，节点分裂，节点合并，节

点转移，边属性修改八种基本编辑操作，并给出了基于这些编辑操作的BUTD算法。楣较

于动态规划算法，BUTD算法既全面反映了各种错误类型。又准确地指出了错误的本质原

因。显然更符合我们的实际情况。

其次，从算法效率上看．根据3．2．3和4．2．3的分析。动态规划算法的时间和空问复

杂度分别为D(Jk8×l瓦0×IIlin似(互)，f(王))×nlin(d(互)，f(疋)))和ocllr。0tjj乃1)，

BUTD算法的空间复杂度是线性的，在最佳情况下时间复杂度为n+如g(，1)，在平均和最差

情况下的时间复杂度为O(n2)。通过对大量数学公式的观察，发现一个特点：公式结构树中

节点的个数不是很大，但是树的高度相对比较高。因此BUTD算法在时间和空问上都优于

动态规划算法，尤其当我们的公式结构分析结果比较好时，这种优势更明显。

因此，无论从算法的合理性还是效率来看，BUTD算法都比动态规划算法好。



第五章实验结果与结论

5．1系统实现环境与测试数据准备

我们的自动性能评估系统在vc6．0环境中开发，运行环境是赛扬850。

测试数据是选自LAlrEX手册和IEEE论文的144个数学公式。我们建立一个标准数据

库存放这些数学公式的标准三叉树。

5．2实验结果及分析

出于BUTD比动态规划算法更好，因此我们将给出基于BUTD算法的自动性能评估系

统的实验结果。

如2．3．2所述，系统的输入带有边属性的三叉树结构。144个数学公式的标准三叉树结

构中总共包含4566个节点(其中最长的公式含有140个节点，最短的公式含有3个节点)，

4786个数学符号，4405条边。其中所包含的11种公式类型的数目统计结果如表5．1所示。

公式类型 一般表达式 多杼表达式 分式表达式 根式表达式

数目 60l 14 157 34

公式类型 定界表达式 矩阵表达式 组表达式 角标表达式

数目 230 15 70 559

公式类型 堆叠表达式 帽子表达式 基元表达式 总数

数目 3 25 3056 4764

表5一l

用基于BUTD算法的自动性能评估系统对公式分析结果进行测试之后，可以给出八种

编辑操作错误的数目，并且根据错误信息记录进行自动分析，统计出各种公式类型的错误

情况。

下面我们给出144个数学公式丽次结构分析结果的测试结果．为方便说明，将第一次

分析结果简记为d版，第二次分析结果简记为声版，其中芦版是根据n版的测试结果改进

了公式分析方法之后所得的结果。

首先，通过对盘版的测试，得到每个公式的错误信息报告，进行如下分析：

i·节点修改错误共有130个，这类错误反映了符号识别的准确率。若用(A，B)表示将符

号A识成B，则仅版中实际出现的错误情况主要有(=，j)，(o，o)，(『，I)，(e，c)还有一
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些希腊字符被识错，如∞，w)，(Ⅱ，a)等。

2．节点类型错误共有50个，主要集中在组表达式，帽子表达式和矩阵表达式，具体分布

见表5—2，例如，组表达式被分析为一般表达式，则分别称组表达式和一般表达式为正确

公式类型和错误公式类型。

正确公式类型 错误公式类型 错误数目

组表达式 角标表达式 3

组表达式 一般表达式 17

帽子表达式 角标表达式 10

帽子表达式 一般表达式 4

帽子表达式 多行表达式 4

角标表达式

矩阵表达式 多行表达式 9

一般表达式

堆叠表达式 帽子表达式 2

定界表达式 一般表达式 l

表5—2

其中组表达式分析错误主要是由表达式中的大操作符(如吖”)的识别错误引起的。

帽子表达式分析错误主要是因为把“帽子”识成一般的符号所致。矩阵表达式比较特殊，

通常一个矩阵因为被分割为多个子表达式而导致错误，即矩阵表达式类型会分析成多个不

同表达式类型。

3．节点删除错误共3个，这是由于分析过程中丢失某些节点产生的。

4．节点插入错误共2个．都是由于图像中的噪音被当成了数学符号。

5．节点转移错误共51个，大致可以分为两类：一是某些角标表达式中的上标前移，这种

情况属于角标表达式分析成了一般表达式；二是符号“⋯”及“，’’被移到下标位置，属

于一般表达式分析成了角标表达式，这主要是因为这类符号尺寸小，位置偏低，容易与下

标混淆。

6·节点分裂错误共65个，可以分为两类：一是组元如“sin”，“max’’等被分裂为多个字

符，二种是由多个连通体构成的符号如“i，，'“s”，“”等被分裂为多个符号。这类错误

是由于语义理解不足和字符分割错误造成的。由于在实际的分析结果中节点分裂直接导致
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节点类型由基元表达式变为一股表达式，帽子表达式，堆叠表达式及分式表达式等，因此

在后面的各种公式类型分析错误统计中将节点分裂错误归为基元表达式分析错误。

7．节点合并错误共5个，该错误是因为相邻两个字符之间的涮距比较小而被切割为一个

字符所致。例如d版中的一个错误是操作符“∑”与前后的符号进行合并，是一般表达式

转化为组表达式。

8．边属性修改主要发生在NEXT和SUBSCRIPT以及NEXT和SUPERSCRIPT之问，其

实质是JE／T标与同行关系即角标表达式与～般表达式之间的混淆，因此可以将这种错误归

因于角标表达式与一般表达式的分析错误。在分析结果中实际出现了72个边属性修改错

误，可以分为四类：①将上标判断为同行关系；②将同行关系判断为上标：③将下标判断

为同行关系：④将同行关系判断为下标。各种边属性修改错误见表5-3。

I 错误类别 ① ② ③ ④ 1

l 错误数目 6 l 33 32 I
表5-3

基于上述分析，我们对公式分析方法进行了多次改进，然后对144个数学公式进行分

析得到∥版，通过对卢版的测试得到各种编辑操作错误如下：

1．节点修改错误共64个，主要有(O，O)．(e，c)，及一些希腊字符的识别错误。

2．节点类型错误共20个。具体分布情况见表5-4。

正确公式类型 错误公式类型 错误数目

帽子表达式 角标表达式 10

帽子表达式 一般表达式 3

帽子表达式 多行表达式 2

堆叠表达式 帽子表达式 2

定界表达式 一般表达式 1

多行表达式 一般表达式 1

一般表达式 多行表达式 l

表5--4

可以看出组表达式和矩阵表达式的处理已经得到改进，但是出现了个别多行表达式与

一般表达式之间的分析错误。

3．节点删除错误菇3个，这是由于分析过程中丢失某些节点产生的。
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4．节点插入错误共2个，都是由于图像中的噪音被当成了数学符号

5．节点转移错误没有发生。

6．节点分裂错误共18个，都是由多个连通体构成的符号被分裂为多个符号的情况。

7．节点合并错误共2个，角标表达式被合并成了根式表达式。

8．边属性修改共5个，其中3个是同行判为下标，2个是上标判为同行a

由以上结果可咀看出口版与a版相比主要存在以下区别：

(I)节点内容修改错误减少了一半，其中的=，|)和(f，I)已经得到校『F。

定义符号的识别率=(正确识别的符号数，符号总数)+100％t则a版的识别率为97．28％

口版的识别率为98．66％。

(2)节点类型修改错误也减少了一半，其中组表达式和矩阵表达式的分析也不再出错。

(3)节点转移错误不再出现。

(4)a版中的组元节点分裂错误已经得到有效的解决。

(5)边属性修改错误大幅度下降。

从表5．5可以更清楚的看出这些差别。

错误类型 错误数目

Ⅱ版 口版

节点内容修改 130 64

节点类型修改 50 20

节点删除 3 3

节点插入 2 2

节点分裂 65 18

节点合并 5 2

节点转移 5l O

边属性修改 72 5

总数 378 114

表5—5

表5-6是我们将除了节点内容修改，节点删除和节点插入错误之外的五种错误按各种

公式类型的分析错误进行归类得到的统计结果。



公式类型 总数 d版 口版

错误数目 准确率 错误数目 准确率

一般表达式 601 7l 88．19％ 4 99'33％

多行表达式 14 O 100％ 1 92．85％

分式表达式 157 0 100％ 0 loo％

根式表达式 34 0 100％ 0 100％

定界表达式 230 l 99．57 l 99．57％

矩阵表达式 15 9 40％ 0 loo％

组表达式 70 22 68．57％ 0 100％

角标表达式 559 55 90．16％ 4 99．28％

堆叠表达式 3 2 33．33％ 2 33．33％

帽子表达式 25 18 28％ 15 40％

基元表达式 3056 65 97．87％ 18 99．41％

表5—6

此外，我们的自动性能评估系统还迸一步统计了表5．7的数据，其中完全正确的公式

是指没有发生任何编辑操作错误的公式，结构分析正确的公式是指那些最多只包含节点内

容修改错误的公式。

完全．哐确的公式 结构分析正确的公式

公式总数 a版 口版 戗舨 口版

数目 正确率 数目 正确率 数目 正确率 数目 正确率

144 29 20．14％ 94 65．28％ 48 33．33％ 120 83．33％

表5．7

表5-6和表5—7的统计数据表明改进后的公式结构分析方法在性能上有了很大的提高。

5．3错误示例

为了对各种错误类型有个直观的概念，下面按公式类型给出测试过程中出现的部分错

误示例。由于某些公式比较长，因此只截取其中分析错误的部分子表达式，或者只给出公

式本身而不显示其分析结果。

(1)～般表达式分析错误通常是边属性由同行判断为上标或下标所致，其中以图5．1

所示的错误为主。另外，在卢版中出现了将一般表达式分析成多行表达式的错误，如图5-2



所示的公式。

u(z，Y)
(a)测试子表达式

!”}_堂’(}粤。卜一j一．可÷地虹一?!_|
(b)标准分析结果

阶掣(，甄魍—一歼吐；『}
＼SUBSCmPT

{
t
囝

(c)实际分析结果

图5-1：一般表达式分析为角标表达式示例

器+雾=。昌‰=去Jf；筹如一点Jf簇c，出
∑ ∑

(a)测试公式：一般表达式

I器+丽O"U=o葺％=去歹；鬻如一击歹蒹uds
I∑ ￡
l

(b)实际分析结果：多行表达式

图5—2：一般表达式分析为多行表达式示例

(2)定界表达式分析错误如图5-3所示，定界符“”被分裂，使基元表达式成了定
界表达式，而整个定界表达式成了一般表达式。

^(4，召卜m。∈a^xrab∈i8n II n～b

(a)测试公式

(b)定界表达式部分标准分析结果



基元表达式成定界表达式

(c)实际分析结果

图5-3：定界表达式分析为一般表达式示例

(3)矩阵表达式分析错误在n版中出现，如图5-4所示。

I X11 012

l X21 X22

可

(a)测试公式

1
角

标

表

达

式

I

Z

／

多行表达式

定界表达式

(b)实际分析结果

图5—4：矩阵表达式分析错误示例

(4)组表达式分析错误主要分为两类，一是分析为角标表达式．二是因为将大操作符“J”

识成“I”而分析成一般表达式，如图5—5和图5-6所示所示。

P(c,I岛)一H P(Gt(n)I岛∞))
竹

(a)测试公式

一号ⅡP叩} ‘=叫Ⅱ卜P-
I一、一} ＼
孤+ 粗j

(b)组表达式标准分析结果 (c)实际分析结果

图5-5：组表达式分析为角标表达式

Z。。，(z)dz≈Z．“．WiCxt，(茁；)
t=J

(a)测试公式



f酣
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LOf，su日sc瑚Pl

随

(b)组表达式标准分析结果 (c)实际分析结果

图5-6：组表达式分析为一般表达式

(5)角标表达式分析错误基本上都是边属性由上标或下标判断为同行所致，

如图5—7。

耽：一半+吾怕(u—u)耽2一T+互V3(u—u)
(a)测试公式

l绑半＆——q=卜
’
＼8uBscR。PT

l
嘲

(b)角标表达式标准分析结果 (c)实际分析结果

图5—7：角标表达式分析为一般表达式

(6)堆叠表达式与帽子表达式形状有些类似，所以容易被当作帽子表达式分析，如图5-8

包含了堆叠表达式与一般表达式的分析错误。

A二B三C
(a)测试公式

(b)公式标准分析结果
49
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(c)实际分析结果

图5_8：堆叠表达式分析为帽子表达式示例

(7)帽子表达式错误主要分为两类，一是被分析为角标表达式(如图4-4所示)，二是被

分析为多行表达式，如图5-9所示。

123

，。———_^-——弋
a+b+···+Y+z
、--___—_—--—、—-____——_-_一

Q卢吖

(a)测试公式 (b)实际分析结果：成了三行表达式

图5·9：帽子表达式分析为多行表达式

(8)基元表达式分析错误是由节点分裂或节点合并产生的，图5．3就是基元表达式分析错

误的～个实际例子。此外，基元表达式还被分析为一般表达式，帽子表达式，堆叠表达式

等等。如图5-10所示，“=”被分裂为“一”和“=”两部分。使基元表达式成了帽子表达

式，这是字符切割时所造成的错误。

鱼 。
一===
b b
(a)测试公式

一f一／窿
M

l一，；一，
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(b)公式标准分析结果 (c)实际分析结果

图5-10：基元表达式分析成帽子表达式

5．4结论

。_4

HAT

J

匦

基于BUTD算法的自动性能评估系统不仅能够给出公式分析结果的错误类型，还能判

断出错误的原因是属于符号切割．符号识别还是结构分析问题．从而指导设计人员对相应

处理阶段的方法进行改进，使整个系统不断完善，这种辅助作用从上述的实验结果即可见

一斑。

虽然八种基本编辑操作已经能够比较准确地描述各种错误类型，但是实际的分析结果

总会出现意想不到的情况，以至于就算是我们人本身也未必能非常精确地判断某些错误类

型。如图5一11所示，其中子表达式口!，中的“i”被分裂为“．”和“kimath”两部分，同时

“．”与其后的“，”被合并成一个符号“h'ceil”。同样的，子表达式6：，中的‘0”也被分裂

为两部分“．”和“＼jmath”，同时“．”与其后的“，”被合并成一个符号“、I'ceil”。对于这

种由符号切割引起的错误，从编辑操作的角度来看，我们可以认为存在节点分裂与节点合

并错误．但是从公式类型的角度就很难说清楚是哪种表达式变成了哪种表达式。

m?，a苒1，骘，咯1)zijz,i+1j4-l=o，i=1⋯2⋯m一1，j=1⋯2⋯他一1
(a)测试公式



(b)节点合并与分裂

图5-1i：节点合并与分裂错误示例

因此，对于少数类似的错误类型，还需更精确地唯一表示每一种错误情况。但是从找

出错误原因以便改进系统性能的角度来说，BUTD算法完全能够满足要求。
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