悼“讨论微积分的活动”
论文第04篇：贝克莱悖论与点态连续性概念及有关问题

讨论微积分的11篇论文
第04篇
（本文发表在《高等数学研究》2013年第5期上，以原文为准）
贝克莱悖论与点态连续性概念及有关问题
徐利治

（大连理工大学 数学科学院，辽宁 大连 116024）
摘　要：贝克莱类型的悖论可由函数的点态连续性概念及正则化赋值所澄清．微分学基础与极限理论无可质疑．微积分的模式真理性有别于量子物理学的物理学真理性．
关键词：微积分；极限；形式悖论；点态连续性；模式真理性
中图分类号：O172.2　　　　　　　 文献标识码：A

文章编号：1008-1399(2013)05-0033-03
最近看到《高等数学研究》2012年第4、5、6期上，有关讨论“微分之谜”的三篇文章
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，引起我的好奇和兴趣，特撰此文，供感兴趣者参考．
1  从贝克莱悖论说起
数学史告诉我们，17世纪60年代至80年代，牛顿与莱布
收稿日期：2013-03-01；修改日期：2013-05-20
作者简介：徐利治（1920），男，江苏张家港人，教授，从事计算数学、组合数学及数学方法论研究．Email：xulizhi63@hotmail.com
尼茨不约而同地发明了微积分学．早期的微积分学被牛顿称之为“流数术”．按流数术的算法，一个可微分函数yf (x)的导数
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其中左端差商
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的算法中，必须假定Δx≠0，差商的除法完成

后，接着又令Δx0，才能获得
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当年，牛顿以运动学为背景，利用流数术界定并计算瞬时速度及曲线的切线斜率时，常把上述统一算法的结果称之为“终极比”(Ultimate ratio)，这表明牛顿的心目中是有“变量趋限”的直觉思想的．但当时作为变量数学的微分学还处于萌芽时期（幼儿时期），还想不到采用抽象层次较高的极限思想及其运作方式来表述所论对象，以致在粗略而浓缩的算法中出现了
“Δx≠0与Δx0”

的形式矛盾．
    18世纪著名的英国主教贝克莱正是抓住了上述形式矛盾．在他于1734年出版的《分析学家》(Analyst)一书中，对微分学导数概念及其算法的“不合逻辑性”进行了一系列质难，其后，人们就把“Δx≠0与Δx0”（也即“dx≠0和dx0”）的形式矛盾称之为“贝克莱悖论”．
确实，在常量数学中，每个量都是一意确定的，假如在同一个代数等式中相继出现“Δx≠0与Δx0”，则就成为荒谬的式子了．贝克莱头脑中根本没有变量概念，仍以代数学的观点看待含有变量的算式，从而提出了上述悖论，自然是不必奇怪的事情了．事实上正因为牛顿的流数术算法中，未能明确宣示变量观点，致使贝克莱基于常量数学的传统理念，对流数术进行全面攻击，还把“流数”（即导数）讥之为“消逝量的鬼魂”．看来这真是一种带有必然性的“数学历史现象”，这一现象也说明人类对“变量数学”的理性建模要经历艰辛过程．
同样不必奇怪的一个现象是，有了极限论之后，居然还出现了一个“现代型的贝克莱悖论”，这就是文[1]与文[3]中再三论述的一种“悖论”．文[1，3]甚至试图以此来颠覆极限理论．但正如文[2]短评所指出，文[1]的论据是不成立的．其实文[3]的答辩也是无用的，此点且容后文细说．
“原始的贝克莱悖论”中，“Δx≠0”是直接由于Δx作为除数(分母)之故，而“现代型贝克莱悖论”中观察到“Δx≠0”的条件蕴含于极限过程“Δx→0”之中，仅从这一点来看，后者似乎要比前者高出一个层次．
事实上，只要明确了函数的“点态连续性”概念和“正则化赋值”定义，即可看出无论是原始的或现代的贝克莱悖论，其实都不是真正的悖论，它们恰好体现了变量极限过程的本质．下一节将阐明这一数学真理．

2  贝克莱悖论不是悖论
正如人们所知，有了极限论（即建立在实数连续统的极限理论）实变函数就有了在一点处的“跃距”概念和“点态连续性”概念．如设函数yf (x)在x0处有左右侧极限
f (0)和f (0)（可按εδ语言加以定义，此处从略），即
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这里可以假设f (0)原先并无定义，而左右极限之差
d| f (0)f (0)|
便称为紧接0点处的“跃距”．对xOy坐标平面上的曲线
yf (x)
而言，其几何意义是十分明显的．如果补充定义
f (0)
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[ f (0)f (0)]，

也即把0点左右侧的极限均值作为 f 在x 0处的赋值，则就称 f 在0点处获得正则化(normalization)．
    特别地，如果
f (0)f (0)α，

则可记


[image: image9.wmf]0

lim

®

x

f (x)α，

此时“跃距”为0，可称之为“点态连续性条件”．
再给出正则化赋值的结果

f (0)
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即可见函数（及曲线）已获得在x 0处的“连续性表征”．很明显，正是根据函数极限的存在性所导致的“点态连续性条件”以及“正则化”（连续化）赋值手段而得出了上式，故上式自然具有无可质疑的逻辑合理性．
现在，作为简例取

f (x)
[image: image12.wmf]m
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（m为正整数），
并设函数在x0点处原无定义．易知函数在0点处的极限为0，故由“连续性表征式”立得
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这其中当然已经用到了点态连续性条件与连续化赋值手段．特别地，令m1，将自变量x改记为Δx，则就得到了文[1，3]中称之为“悖论”根源的合理等式（又称“蛇足”）
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再返回到使用极限手续计算可微函数的导数的整个过程（文献[1，3]中曾以yx2为例列出了极限算式）只需认识到差商极限的存在性已蕴含了函数点态连续性条件并保证了正则化（连续化）赋值的合理性，则就不致于会把极限等式中先后出现的

“Δx≠0与Δx0”
的合理现象看成为悖论了．
    最后要说明的是，虽然文[1，3]中的思辨性论述（即把极限过程中的变量“Δx≠0”与过程完成后对正则化极限赋值时取定的常数“Δx0”混为一谈），根本不可能构成对极限论的真正冲击，但是贝克莱型悖论的重复出现，至少表明在大学微积分（或数学分析）的教学中，有必要花一定时间，或在教材中用一定篇幅，来讲述或讨论悖论出现的历史必然性及其在极限论观点下得以消除的理论根据．
3  略谈微积分的模式真理性

文[1]首段就说到极限理论存在“三大错误”，这里我只想指出其中第3条所谓“与物理实践不相符合”的说法是有相当道理的，并由此联想到微积分的“模式真理性”概念确实有别于物理学真理观．
    20世纪50年代，有一位学物理的青年教师朋友对我说，按照量子论，有普朗克（Planck）的最短时间单位和最小长度单位，即
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由此他曾提出疑问，按照微分学界定的牛顿瞬时速度概念
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是否并无实际意义？的确，小于tp的时间并不存在，故时间变量Δt→0的过程自然是不可能实现的．由此类推，因为小于lp长度的线段也不存在，所以物理世界中并不存在数学上所说的光滑曲线和光滑曲面，当然用导数计算切线斜率的过程也是不切实际的．可是另一方面我们又知道，将微积分学及其发展起来的诸分支学科应用于解决各类高端科技问题时，却往往显示出“不可思议的有效性”，这又怎样解释呢？

    后来接受了科学反映论，弄清楚数学是研究抽象模式的科学，才让我开始悟通了上述疑问的合理答案．
    如所知，科学反映论的一个重要观点是，一般正常人发育健全的头脑，简称“人脑”，往往具有以“抽象概念形式”反映事物间实在关系的本能．人脑机制的这种本能及其局限性，又决定了理性思维产生的抽象概念必然具有“单相性”（分离性与一意性）、“简单性”（理想性）与逻辑合理性（可演绎性）．所以一般说来，抽象概念形式往往只能是简略地、定向地反映事物实在关系的特定方面或某些被分离出来的共性特征，因此其逻辑合理性当然不可能等同于实在关系所蕴含的现实真理性．
    因为微积分学是处理变量变化过程与计算方法的理想化模式，它是抽象过程的产物，所以即可用上述观点来说明其特征与功能．
⑴正是为了寻求具有简单性与统一性的有关变量变化过程的表述与计算方法，才不得不在基础性的极限论中引入

“x→0与x→
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等理想性的抽象概念．反过来不妨设想一下，假如只许可使用物理世界中存在的量子单位如Δttp与Δxlp等数量来处理“变化率问题”，情况将变得如何偏狭而烦琐．
⑵显而易见，正是因为Δt0与Δx0是对Δttp与Δxlp的高精度逼近与近似，所以在含有量子单位的物理问题计算中，如果代之以Δt→0与Δx→0等极限过程，实际上就是对物理计算过程的高精度近似，由此类推，即可理解为什么微积分应用于力学、物理学及技术科学等实际问题的分析计算时，能有“不可思议的有效性”了．
⑶极限理论的引入不只是使微积分有了严谨合理的逻辑基础，从而具备了数学的模式真理性，而且使众多的变量算法，获得了统一的简单形式，成为可操作的数学工具．
⑷虽然微积分的模式真理性往往能以高精度的近似性来反映物理世界的现实真理性，但前者毕竟具有本质上的局限性．例如，维尔斯特拉斯(Weierstrass)提供的“连续而处处不可微函数”的例子以及后来出现的众多例子，其构造都不存在于物理世界中．它们只是理想化地存在于合理的逻辑框架中．事实上，数学中的一切概念都具有“理想化”性质，只是由于和事物的实在关系存在某种或隐或显的“对应关系”，或高精度近似关系时，才获得应用的可能性．

4  结束语
多年前，我曾闻知，读过《分析学家》著作的后人们已经早有评论，认为该著作中并未发现有任何形式逻辑上的差错，只是其观点与结论未能反映导数算法所蕴含的变量极限过程的概念本质．这一现象有其客观原因．我想，类似的评论也适用于文[1，3]．再者，有关数学模式论，已有不少文献．20年前郑毓信和我合作的著作[4]中，曾详细地讨论了“模式真理性”问题．最后要说的是，多年来《高等数学研究》编辑部一直寄赠刊物给我，以至在我现今93岁时，还能有机会从读刊兴趣中，引发出写作此文的动机，特在此谨向该刊编辑部诸同志致以诚挚的感谢．
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On Berkeley′s Paradox, Point-wise

Continuity Concept and

Related Questious
XU Lizhi（Hsu.L.C）
 (School of mathematical Science, Dalian University of Technology, Dalian 116024, PRC)

Abstract：The reasonable fact that Δx≠0 and Δx0 occuring, re-
spectively, within and after the limit process of Δx→0 for getting the derivative
[image: image24.wmf]f

¢

(x), does not create any riddle or paradox as descriled in somepapers. Also remarked is the of conceptual diference the truth mathematics and that of physics.

Key words：diferential calculus；Berkeley′s paradox；pointwist continuity；pattern truth of mathematics

师教民说明如下：①本文的关键词出了汉英不符合的错误．②本文第2，4页的“及曲线”应为“即曲线”或“及其曲线”．
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