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摘 要

生物数学中以生物动力系统为基础的研究近年来得到了长足的发展，其中以微分方

程为模型的研究工作主要集中在连续动力系统和脉冲动力系统上。数学模型在研究过程

中不断演化以期更能真实地反映客观事实，其中连续生物动力系统是过去几十年的研究

方向，在人们发现很多影响生态系统的因素因为时间、季节或者早晚的不同而不同时，

便将自治系统改进为非自治(时变)系统以使模型更为真实。与此同时人们又发现自然

界许多生命现象以及人类的一些行为如动物的季节性生育、人类的放养捕捞等用连续系

统无法精确描述，而脉冲微分方程可以相对较为真实的刻画这些相对短暂的现象和行为，

这使得脉冲微分方程的研究和应用得到了越来越多学者的关注。本文研究的基于不同应

用背景的三个生态模型分别属于上述的时变和脉冲微分方程。

周期性是自然界和人类社会中普遍存在的现象，在周期性的环境因素或是人为外力

以及系统自身内在因素的作用下这些系统都将呈现出一定的周期性。本文系统的研究了

所给出的脉冲生态模型和时变生态模型的解的周期性、渐近性，并结合数值模拟的手段

探讨了在这些模型中可能存在的复杂性。本文主要内容可概括如下：

第二章以农业生产中的害虫综合治理为应用背景，对原有的基于状态依赖脉冲微分

方程的害虫控制模型进行了改进，增加了原系统中害虫发展的密度制约项，使得模型能

更为客观地反映实际情况，但系统也因此变的较为复杂，由原来的可求解方程变为不可

求解方程。本文在无法求得显式解的情况下利用构造脉冲半动力系统的不变集以及

Brouwer不动点定理得到了改进后模型在几种情况下的阶一周期解(一周期内仅有一次

脉冲)的存在性定理，并利用数值分析的方法讨论了阶一周期解的吸引性以及系统的无

脉冲正向不变集合。本章最后简单讨论了此模型在农业生产中对害虫综合治理的生物意

义。

第三章考虑了一类具有非线性传染力函数的传染病模型，其中人口出生率和死亡率

相同并且患病者病愈后可自然获得免疫但一段时间后免疫力也会自然丧失。模型中我们

还考虑了为控制疾病的流行而采取的人工免疫接种的因素。本章研究了连续免疫接种方

式和脉冲免疫接种方式对流行病的控制作用，对连续免疫接种方式的系统给出了其再生

数。另外还讨论了脉冲控制的三种脉冲接种方式即比例型、常数型和第二型常数脉冲，

分析研究了这三个系统的边界周期解(疾病消除周期解)的局部稳定性和全局吸引性，

进而得到全局稳定性的条件，以此探讨脉冲免疫对疾病控制所起的作用。另外，本章在

理论分析较为困难的日U提下利用数值模拟的手段发现脉冲使原无受迫系统的周期解变得
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十分复杂，在流行病不能被根除而成为地方病时，出现了拟周期解、混沌和多周期解等

较为复杂的现象。

第四章讨论了两个两种群非自治(时变)的阶段结构种群生态学模型，阶段结构模

型在可更新资源的管理和利用方面有着较好的应用。非自治的系统假设影响系统发展的

各种因素会因季节、时间的变化而呈现周期或非周期的变化，从而使模型更加符合实际。

本章研究的第一个模型是非自治两种群竞争阶段结构模型，其中一个种群与另一个种群

的成年个体之间是对食物、空间等资源竞争的关系。我们研究了它的有界性、持续生存

性、周期解的存在性和渐近稳定性。第二个模型是带有消化时滞的非自治两种群捕食阶

段结构模型，其中食饵种群分为幼年个体和成年个体两部分，捕食者种群只能捕食食饵

种群的幼年个体，对这个模型我们研究了它的有界性、持续生存性、周期解的存在性。

关键词：状态依赖脉冲微分方程；传染病脉冲免疫接种模型：时变种群动力学阶段结构

模型；周期解；持续生存；全局渐近稳定
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Periodic and Asymptotic Properties of Solutions of Impulsive and

Nonautonomous Mathematical Biological Models

Abstract

The need for describing more actual natural system impels the evolution of mathematical

biological models．In recent years，the researches in mathematical biology which modeled by

normal differential equations are mainly concentrated on two branches：1)continuous biological

dynamical systems；2、impulsive semi-dynamical systems．The discussions of continuous

biological dynamical systems were main research direction in the past decades；autonomous

systems were modified into nonautonomous since people found the factors which affect the

systems can he various with the time or the subrogation of the four seasons．People also find

recently that continuous biological dynamical systems can not represent some natoral

phenomena and conlrol behavior ofhuman accurately；impulsive semi-dynamical systems then

turn out to he the hotspot ofmathematical biology because the relatively instantaneous behavior

mentioned above can be described well in impulsive differential equations．Our three models in

this paper which have different applicative background respectively are of these two kinds of

differential system．

Since periodicity exists in nature and human society generally，it has also existed in these

three models because of the effect of periodic environment and manual behavior．This

dissertation discussed the given impulsive or nonautonomous mathematical biological models

and studied the existence and globally asymptotic behavior of periodic solutions of these

models．Moreover，the possible complexity of impulsive differential equations is discussed

numerically by using software such as Maple or Matlab．The result of this dissertation can he
summarized as following：

Chapter two modified a state-dependent impulsive differential equations which has a

background ofpest control in agriculture by adding term ofdensity dependence to make it more

actual，and,also more difficult．The system became into the one which has notexplicit solutions

by this modification．Then we researched the existence ofperiodic solution oforder one ofthis
modified model by using theories of invariant set of impulsive semi—dynamical system and

Brouwer’S fixed point．Moreover，the atlracfion of periodic solution of order one and positive

invariant ofsystem has be discussed numerically．
Chapter three considered an epidemic dynamics model with nonlinear infection rate．in

which birth rate equals to death rote and the infectious individuals will get immunity naturally

III
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after recovery but wiU also lose it after a period of time．We alSO considered the factor of

manual vaccination contr01．T11is paper analyzed the effect of continuous vaccination control

and pulsive vaccination control ofthis system，and gave the reproductive number ofthe system
with continuous vaccination as well as the system ofpulsive vaccination．Three types ofpulsive
vaccinations are analyzed in this paper including proportional type，constant type and the

second type of constant vaccination．The local stability and globally asymptotic behavior of

borderperiodic solution(epidemic-eliminationSOlution)ofthesethreetypesofvaccinationhave
been researched．On the other hand if the epidemic iS turn out to be endemic．we studied

numerically the influences of impulsive vaccination on the periodic oscillation of the system

which is without impulsion and found phenomenon ofclmos in this case。

In chapter four，we considered two two—species nonautonomous models with stage

structtire．，nle models of population dynamics with stage structure Can be applied well in

management and usage ofrenewable resource．Nonautonomous system iS more actual because

it assumes that all the factories which affect the advance ofsystem call be various with the time

or the subrogation of four seasons．The first model considered in this chapter is a two．species
nonautonomous competitive model with stage structure，in which one species competes with the

mature individuals of anthor species．We studied the boundedness，permanence，existence and

globally asymptotic stability of periodic solution of this model．nle second model we

considered is a two-species nonautonomous predator-prey model with stage structure and delay,
in which predator species prey Oil only immature individuals of prey species．We studied the

boundedness，perlllanerlce，existence ofperiodic solution ofthis model．

Key Words：State-dependent impulsive differential equations；Epidemic dynamics with

pulsive vaccination；Nonautonomous population dynamical stage-structured system；

Periodic solution；Permanence；Globally asymptotically stable
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第一章71言及预备知识踟uation Chapter l Section

第一章引言及预备知识Equation Chapter 1 Section 1

过去几十年生态学在连续动力系统的研究结果已经相当丰富。在连续动力系统中总

是假设被描述的生命现象是连续发生的，比如动物的生育、死亡，或者是在两个相对独

立的环境中的迁移过程，还有人类对可更新自然资源的管理和利用方面如对一些人工养

殖的动物的放养和收获，以及在传染病控制方面实施的人工接种免疫等行为，都在数学

模型里被描述为连续发生的。一般来说，这些动物的生理行为以及人类的干扰行为虽然

本身不是连续的，而是离散的，但如果它们发生的时间在所处的生态系统的发展过程中

分布比较平均，则看作是连续行为有一定的合理性并且有利于人们对数学模型的分析和

研究。

但近年来，人们发现许多生物现象的发生以及人类对一些生命现象的优化控制并非

是一个简单的连续的过程所能准确描述的，不能简单的用微分方程或差分方程来处理。

例如在进行鱼类池塘养殖的过程中，放养鱼苗和收获都是按一定时间间隔定期地进行。

自然界中有些物种如梅花鹿、骆驼、蝙蝠等并不是一年四季都进行繁殖，而是集中在一

个季节中的某个时间段进行生育。有些动物的迁移活动也不是连续进行的，如一些鱼类

的季节性洄游，候鸟的迁徙，一些食草动物的季节性的迁移。以及在流行病控制中使用

人工接种免疫的方法也不是连续的，而是在一些离散的固定的时刻进行的。这些行为发

生的时间相对于整个生态系统的发展过程来说比较短暂，可以近似的看成瞬时行为。但

是这些近似瞬时的行为却会导致物种数量的突变，如投放鱼苗后，小鱼的数量剧增，而

在收获后，大鱼的数量又明显下降。如果用连续系统描述这些行为，则会丢失大量的信

息，而脉冲微分方程则为研究这种在一个阶段是连续发展而在一些时间点上有脉冲式的

瞬时行为的生态模型提供了有利的工具，它能恰当的描述连续与脉冲效应结合的自然现

象。

脉冲微分方程是在连续的微分方程的基础上发展起来的。从理论上来说，连续的常

微分方程是它的一种特殊情况，因此关于它的理论更加丰富。脉冲微分方程的理论尤其

是稳定性理论在近三十年的研究中得到了不断的完善，已经形成了一个比较完整的初形

【1 1】【lo】【39】[9】[64】，在理论上可以说已经是一个比较完整的学科。这些理论包括解的全

局存在性和唯一性，解对初值的连续依赖性、比较原则、稳定性定理等等。关于解初值

连续性文献【8][72】给出了进一步的结论。文献[58]最早研究了脉冲微分方程的稳定性原

则，之后[68】[65】的基础上有了比较完善的脉冲微分方程的稳定性的定义，利用[40]中相

类似的方法脉冲微分方程的稳定性原则也得到推广。[32][31][30]幂tJ用Lyapunov方法进一

2
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步推广稳定性原则，【7】引入了一种分段连续的Lyapunov函数来研究稳定性。

[64】【3】[6]【67】[66]研究了周期解和几乎周期解的存在性问题。文献[88][93][86][5】则对时滞

脉冲的微分方程进行了研究。

但是脉冲微分方程的定性理论尤其是状态依赖的脉冲微分方程的定性理论还处在起

步阶段，另外脉冲在从理论转入应用还有一定的困难。尽管如此，脉冲微分方程的应用

已经慢慢得到学者的重视，也出现了许多相应的论文，包括脉冲种群动力学的研究【12】

【52]【81】【76】【79】【80】【5l】[50】【91】[53]，脉冲优化控制的研究【59][90】[4】，脉冲微生物模型的

研究[25】，脉冲化学治疗的研究[38】[60】，以及脉冲污染方面的研究[46】等等。本文第二章

和第三章就以农业中害虫治理和传染病的控制为背景，建立了相应的带脉冲效应的动力

系统并研究它们的解的周期性及渐近性质。

本章给出一些有关脉冲动力系统和本文所要用到的一些相关的基础知识。

§1．1脉冲半动力系统

本节介绍脉冲微分方程的一些拓扑抽象概念，下面先介绍半动力系统的定义。

定义I．I．1139]在一个三元组(x，万，R+)中，假设石是度量空间，R+是非负实数集

合，如果万：XxR+斗X是一个连续函数并且满足

(i) 对所有的x∈X有石(工，0)=x，

(ii)对所有的z∈肖和r，j∈碡+，有7r(x(x，ns)=x(x，，+J)，

我们称三元组(石，71"，R+)是一个半动力系统。

有时我们把(J，石，R+)简记为(X，；rg)，如果把R+换成豫，则三元组(z，石，R)就是

称为一个动力系统。

对任意的x∈X，由以(f)=x(x，，)定义的函数以：R+_x显然连续，我们称以是

过x的轨线。集合

C+(x)={，r(x，，)I，∈R+}

称为过x的正轨道。我们令

C+(x，，)={刀(x，r)『0≤，<，}。

对任意J的子集M我们定义

。^彳+(x)=C+(功NM一{x}币口．^彳一(x)=G(功NM—x}，
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冥中

G(x)=U{G(x，f)It∈R+}，G(x，f)={Yl，『(y，f)=x)

是X在，∈R+时的可达集合。最后我们令M(x)=M+(x)UM一(x)。

下面我们给出脉冲半动力系统的定义。

定义1．1．2139]如果(Z，厅)是一个半动力系统，M是Z的一个非空子集，函数

I：M专石连续并且满足

(i) 没有点x∈石是吖o。的极限点，

(ii) {fIG(x，r)n时=≯}是R+的一个闭子集，

则我们称(x，71：，M，，)为一个脉冲半动力系统。

在本文中我们记Ⅳ=比蚴，对任意的X乍彳，记l(x)=x+。

引理1．1．1139】令(Z，石，M，，)是一个脉冲半动力系统，则对任意的x∈Ⅳ，存在正

实数墨使得0<墨≤oo且对0<t<5，，i=1，2，⋯，有

(i)x(x，f)区M，且如果M+(x)≠庐，则有x(x，。1)∈M，

(ii) G(x，t)NM=矿，且如果M一(Ⅳ)≠庐，贝1JG(x，s2)NM≠庐．

我们称jl为x的无脉冲时间，定义函数中：x_R+-{o}，o(x)是x的无脉冲时间。

定义1．1．3139]设(z，万，M，I)是一个脉冲半动力系统，x∈x．过z的轨线我们定义

为函数蟊：豫+][O，s)斗Ⅳ(J有可能是∞)，这里元我们按如下方法选取：设X=X0，

如果M+(Xo)=≯，则露(f)=以(f)，r∈豫+。如果吖+(xo)≠≯，那么由引理1．1．1可知存

在一个正数30∈R+使得：r(xo，So)=x1∈M且：t(Xo，，)仨M，0<，(％。我们在[0,sO】上定

义丸如下：

纷影x善‰
为了完成蟊的定义我们继续在对点实施刚才的过程。于是，要么M+(寸)=矿，我们就

可以定义露0)=万(寸，，一Jo)，，->so，s。o。，要么有M+(对)≠妒，这说明类似前边的^

存在，我们定义

瓣黪卜‰L兰”l，
其中x2=万(x÷，墨)。这个过程要么在有限次后结束，此时有某个H使得M+(《)=≯，要

4
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么无限次地进行下去，此时M+(对)≠庐，胛=1，2，⋯。于是我们得到了一个x中的有限

或无限点列{％}，相应于每个％存在一个实数‰和脉冲值‘使得万(砖，Sn)=Xn“。露的

定义域显然是【o，s)=∑Is．_1’晶)。这样就完成了轨线蟊的定义a

我们称上述定义中的{Xn}为z的脉冲点序列。

定义1．1．4139]一个轨线瓦如果存在正数m≥1和k≥1，这里k是最小的使得
re+k-1

‘=《+t和，=∑墨成立的正数，则我们称轨线以是阶k的卜周期解。

§1．2脉；中微分方程的基本定理

设Q是R一的开子集，D=R+×Q．假设对每一个．i}--1，2，⋯，rk∈c【Q，(o，00)】，

rk(x)<‰l(x)，并且对任意的x∈Q有2翌，：}(x)=o。，定义％@=o，并假设．i}总是从1
到∞，称＆：t=咏(z)为曲面。

考虑下面的脉冲微分方程初值问题：

鲁_，(m㈣(n
Ax=厶(功，t=％(砷， (1．2．1)

x(咭)=X0，to≥0，

其中厂：DjR”，厶：Q—}R”．

定义1．2．1[39】函数x(to，to+日)一科，to≥0，a>0，如果满足如下条件：

(i) x(咭)=Xo和(，，z0))∈D对任意的t∈[to，to+口)成立，

(ii)x(0是连续可微的，导数为x70)=f(t，x(f))，t∈【to，to+a)，f≠咯(x(f))，

伍i) 如果t∈[to，to+口)，t=％(zO))，贝lJx(t+)=x(f)+厶(x(r))，且在这样的f时刻

我们总假设x(O是左连续的，而且存在占>0使得当f<s<万时，S≠rj(x(s))，

则我们称x(O是系统(1．2．1)的一个解。

解的存在性定理：

定理1．2．1139】假设

(i) f：D斗R”在，≠％(x)(庐1⋯2．．)处连续，且对任意的(，，x)∈D，存在一个
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满足局部Lipschitz条件的函数￡，使得在以工)的一个很小的邻域有

lf(s，y)l≤l(s)

(ii) 对任意的k，如果^=rk(x1)，则存在一个占>0使得对任意的0<t一^<J和

卜一X1l<占，有f≠rk(x)，

则对每一个(fo，xo)D，存在一个满足系统(1．2．1)的初值的解x【f0，珀+口】斗科，

这里口>0．

稳定性定义：

定义1．2．2139]设Xo(t)=x(t，to，Yo)是系统(1．2．1)的一个定义在f≥to的解，并假设

Xo(t)与曲面&：r2tax)相遇的时刻为缸，tk<tk+1，2-+im。tk 2 00，则系统(1．2．1)的解

Xo(t)被称为是：

(i) 稳定的，如果对任意的占>0，叩>0，to∈戚+，存在J=6(to，s，r1)>0使得

I：co一％|<占蕴含着Ix(t)-xo(t)I<占对任意，≥f0和It-t々I>叩成立，这里
x(t)=x(t，to，X0)是任意一个定义在t≥to的系统(1．2t1)的解；

(ii) 一致稳定的，如果在(i)中艿与to无关；

(iii) 吸引的，如果对任意的占>0，叩>0，to∈豫+，存在ao=晶(to)>0和一个

T=T(to，占，刁)>o使{!导{Xo一如I<晶蕴含着Ix(f)一‰(f)J<占对任意的f≥％+丁

和|f—tk『>r／成立；

(iv) 一致吸引的，如果在(iii)中岛和丁与to无关；

(v) 渐近稳定的，如果(i)和(iii)成立；

(、，i) 一致渐近稳定的，如果(ii)和(iv)成立。

下面是关于脉冲微分方程不等式的定理：

定理1．2．2139】假设：

(i) 序列{k}满足o≤珀<t1<t2<⋯，恕tk 2 oO，

(ii) m∈PCI【R+，豫】，1im(0在屯左连续，k=1，2，⋯，

(iii) 对t=1，2，⋯，当，≥to时有

Im7(r)≤p(t)m(t)+90)，t≠tt，

【聊(咭)≤以埘(t)+％， r=t，
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其中p，g∈c啤+，R】，吨≥o和％都是常数，

则有

m(t)≤ 砒，。兀<tk<t破exp㈨帕)+。礼骡，细㈦圳k
+』：1-I以×eXp№(仃)叫q(s)as，t>to．
。J<“<，

、 7

本文涉及到以下两类脉冲非分方程

1)固定时刻的脉冲微分方程：

』鲁=几n拇"-l，2，⋯
IAx=厶(，)， r=tk，k=1，2，⋯

其中工∈碡”，f∈R+，厂：豫+×Q—}璃4，

氏空间，R+是非负实数集，

2)状态依赖的自治脉冲微分方程：

垮dx(n删眠
IAx=，(x)，x∈M，

厶：Q斗Q，Q是对的开子集，R”是肛维欧

(1．2．3)

其中X∈碡8，g：Q-->R”，J：Q专Q，Mc科且满足定义1．1．2中的条件(i)。

由定义1．I．2系统(1．2．2)和(1．2．3)都是脉冲半动力系统。设妒(，)(，∈R+)是方程

(1．2．2)的一个解。且脉冲时刻为{％)，并有

0<Tl<T2<⋯<％<⋯，jim Z"k=∞㈣
和

￡={工∈醒”}工=妒(f)，f∈豫+}．
定义1．23173】系统(1．2．2)的解≯(f)是

(i) 轨道稳定的，如果对每一个s>0，0>0和to∈琏+，lto一％1>占，存在艿>0

使得当xo∈Q，X0诺百(≯(‰)，口)U否(妒(t)，印，；6等式p(xo，工)<占隐含着对

任意的r∈J+(‘o，Xo)，有p(x(t，to，xo)，三)<纠或立，这里，+(to，粕)表示解的最

大存在区间。

(ii) 轨道吸引的，如果对每一个s>0，0>o和，0∈R+，fto一靠I>0，存在五和仃
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使得p(xo，￡)<丑，且当X0∈n，XO仨夙庐(靠)，曰)U百(≯(t)，臼)和f≥to+ty，

t∈J+(‘o，X0)，to+盯∈J+(to，XO)时有p(x(t，to，Xo)，L)<占成立。

(iii) 轨道渐近稳定的，如果它是轨道稳定的和轨道吸引的。

定义1．2．4173】系统(1．2．2)的解矽(f)具有渐近相图的性质：如果对任意的r／>0和

to∈R+，满足h—Tkl>，7，存在兄>0，且对任意的X0∈科，满足l工。一妒(龟)I<五和存在

常数c∈R，对任意的p>0，存在盯>I cI，使得to+仃∈J+(to，X0)，且对任意t≥to+盯，

t∈J+(to，XO)，Ito—I"kl>r／有

lx(f+c，fo，：Co)一矿(f)I<P．

§1．3齐次线性周期脉冲微分方程的Floquet理论

对于齐次线性正周期脉冲微分方程：

』鲁刊(f)刈‰k风 (13．1)

【缸=取x， r=17k，k∈Z，

我们假设有下面的条件：

条件1．3．h彳(·)∈PC(R，c“”)，A(t+丁)=4(f)O∈R)；

身}件1．3．2：玩∈C““，det(E+魄)≠0，rk<rt十1(≈∈z)；

条件133：存在g∈N使得屏+9=反，靠+口=％+丁，七∈z：

定理1．3．119]如果条件1．3．1、条件1．3，2、条件1．3．3成立，则每一个(1,3．1)的基

解矩阵都可以表示为如下形式：

x(t)=妒O)P7。O∈R) (1．3．2)

这里人E C⋯是常值矩阵，矩阵庐(·)∈PCI(R，C“”)是非奇异和p周期的。

注释13．1：由定理1．3．1和条件1．3．3可知Floquet表达式(1．3．2)中的妒(f)是一个

Lyapunov矩阵，也即满足：

(i) 矿(·)∈PCI(豫，C“”)，

(ii) ≯(f)和鱼磐在R有界，

(iii){。．。fldet庐(‘)l刈．
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定义1．3．1：在定理1．3．1的证明过程用来构造A的矩阵M满足x(t+丁)=X(t)M，

(t∈1R)，A=；h肼，我们称之为系统(1．3．1)相应于x(o的单值矩阵(Monodromy

matrix)，它的特征根朋，⋯，以称之为系统(1．3．1)的Floquet乘子(Multipliers)。

注释1．3．2：可以证明系统(1．3．1)所有的单值矩阵都相似且有相同的特征根。

注释13．3：可以选取(1．3．1)的任一个基解矩阵地f)并按公式：

M=X(to+丁)J。1(岛)

计算单值矩阵，如果x(o+)=E，则我们可以取M=z(r)．

定理1．3．219]如果条件1．3．1、条件1-3．2和条件1．3．3成立，则L周期的线性脉冲方

程(1．3．1)是：

(i) 稳定的，当且仅当所有(1．3．1)的乘子Pj(J2l，⋯，H)满足不等式J竹l≤1，并

且hl=l的那些特征根竹重数都为1；

(ii)渐近稳定的，当且仅当所有(1．3．1)的乘子一(．，=1，⋯，胛)满足f竹I<1；

(iii) 不稳定的，如果有某些／=1，⋯，行使得I—I>1．

§1．4一类特殊函数的定义和其性质

定义 1．4．1[17】LambertW函数 w：[一{，∞)斗豫被定义为实值函数

f：Y_ye’=x的反函数，wo。有两个分支，我们定义w(o，曲为主分支，它满足

w(0，x)≥一1，另一个分之我们记为W(一l，功，W(一l，x)s—l(见图1．4．1)。

我们很容易得出LambentW函数的下列性质：

W(x)ew(’)=X。

它的导数满足

x(1+W(工))wX工)=W(x)，

这里x≠0且x≠一：I，在零点的极限如下：

Jli_raow(o，x)=0，

等W(一l，z)=--00，
更多关于LambertW函数的内容参见文献[17】。

9
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§1．5本文用到的一些定理

图1．4．1

nrouwer不动点定理：

定理1．5．1(Brouwer)[29]任意一个从碾一中的有界闭凸集到其自身的连续映射都至

少有一个不动点。

下面定理是关于如下的一般形式的泛涵微分方程：

ic(t)=F(t，‘)， (1．5．1)

这里x(，)∈科，F(f，一)是酞×c”【一f，o】上的实连续泛涵，F(t，_)关于r是珊·周期的，

并且关于xt满足局部Lipschitz条件。对任意的中∈c”卜f，0】，记

x(f，0，O)=x(x1(，，0，①)，x2(t，0，庐)，⋯，h(f，0，巾))是方程(1．5．1)的具有初值‰=巾的解。
定理1．5．21100】如果存在正的常数m和M使得：

m<liminfxi(f，0，o)≤limsupxj(r，0，中)<M，Vi=1，2，⋯，疗r— f—m

对任意的中∈c：[一f，0】，则系统(1．5．1)必有功一周期解。

定理1．53【13】如果fo，+o。】上的非负函数f可积且在[o’+。D】上一致连续，则有

limf(t)=0．
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第二章害虫治理的状态依赖脉冲微分方程

§2．1生物背景及模型的建立

害虫治理方法的研究在农业生产中是非常有应用价值和意义的，在过去的二十年间

人们不断研究对有害昆虫和节肢动物的控制，而这种控制也因为人类活动或气候变迁而

变得更加复杂。在单一的控制策略指导下，喷洒杀虫剂即化学控制是作为控制害虫数量

的主要方法，但其弊端在于会对环境产生污染以及耗费大量的人力物力，另外喷洒杀虫

剂或其他的一些农药也会杀伤大量有益动物如害虫的天敌，这样不仅没有达到预期的害

虫治理效果，反而产生了不小的负面影响【22][87]，文献[69]还就此提出了一种被称为半

化学的害虫控制方法。治理害虫的另一种方法是生物防治，利用人工培养天敌，再定期

的或害虫数量到达一定的危害水平时将其投放。生物防治有其悠久的历史，同时因为它

能避免化学药剂对环境产生的污染问题而倍受人们的关注，许多学者对生物控制进行了

研究和讨论[1 8]【24】[56】[26】。

考虑到化学控制的快速性和生物控制的无污染性，人们提出了综合害虫治理

(Integrated pest management oi"IPM)的方法来替代过去单一的化学防治措旌，即将化学

控制与生物控制结合起来，利用所有适当的方法和技术以尽可能互相配合的方式，将害

虫控制在经济危害的水平以下。PM有很长的历史，定义也较多[62】【63】，Bartlett于1956

年在【15】最早提出了综合防治(Integratedpest contr01)，Stem等在[77]中作了进一步的阐

述，还有学者将此概念提倡到全方位大系统途径(Total systems approach)[45】。

[PM被证实是比任何一种单一的方法(如化学控制，生物控制)都更加有效

f44】[42】[43】。为了更进一步的深入发展口M，一些学者利用数学模型从理论上进行更深

层次的探讨。如果将天敌的投放和化学药剂的喷洒看作是一种瞬时行为，这种瞬间行为

导致了害虫数量和天敌数量的不连续性。天敌的投放和化学药剂的喷洒时间不是定期的，

而是根据害虫的数量，如果害虫的数量达到了一定危害值的时候，即瞬时的投放天敌和

喷洒药荆。这个数量我们称之为经济临界值(Economic Threshold or ET)[77]【44】-42】【43]。

基于此想法，唐在文献[99]首先将状态依赖的自治脉冲微分方程(1．2．3)应用在综合害虫

治理中，构造了如下状态依赖的自治脉冲微分方程来描述口M策略：
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量=x(d一砂)I

岁：y(“一d)J『X<X1,

A．X=--px} x：而，
缈2q J

x(O+)=瞄<Xl，y(0+)=瞄，

(2．1．1)

这里x表示害虫的密度，Y表示天敌的密度，Xl是经济临界值，系数口，b，C，矾P，盯

均为正数。虽然脉冲微分方程的稳定性理论已经有了很深入的发展，但其定性理论特别

是这种状态依赖的脉冲微分方程的定性理论还处在发展阶段。研究此类模型的定性性质

如周期解的存在性等还是有一定的困难。但由于系统(2．1．1)的特殊性，它的显示解可以

求出，系统可以转化为等价的差分方程，利用此方法，唐【99】得出了系统(2．1．1)的阶一

周期解的存在性和稳定性以及阶二周期解的存在性等问题。

系统(2．1．1)在描述两个脉冲点之间的连续过程时采用了没有密度之约项的两种群

捕食Lotka-Volterra模型。密度制约项表示随着种群数量的增加，个体平均生存空间的

减少而使得整个种群的增长速度变慢，当种群数量不断增大到接近系统容纳量的时候，

种群的增长速度将会变得很慢甚至是停滞的状态。这是符合自然界中实际的情况的，因

此我们将模型(2．1．1)改进为在脉冲点之间的连续阶段具有密度制约因素，以使模型更能

真实反映实际情况。但由于有关状态依赖的脉冲微分方程的定性理论还处在起步阶段，

具有一定的难度，我们首先只在害虫的发展中加上密度制约项，改进后的方程如下：

；=：xy(。a甜--一rxJ--，印’)x<而，
△r=一pxl (2．1．2)

Ay：g}X=X1,
。

x(O+)=对<xl，y(O+)=蝣，

系统(2．1．2)是本章所要研究的模型，它在系统(2．1．1)的基础上增加了一个密度制约

项，这将使得系统由原来的可求解的方程变为不可求解的方程，因此在【99】中使用的基

于求出显示解的分析方法在对系统(2．1．2)的研究中将不能使用，这使得对系统(2．1．2)

的研究变得非常困难。受Pomcara—Bendixson环域定理【34]的启发，我们将利用微分方程

比较原理和Brouwer不动点定理【29】解决系统(2．1．2)的阶～周期解存在性等问题，并采

用数值模拟的方法讨论周期解的吸引性。

12
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§2．2平面自治脉冲微分方程阶一周期解的存扭I生定理

本节首先考虑一个较一般形式的平面自治脉冲微分方程：

i=尸(x，Y)1
，：Q(五y)f
Ax=／6x，y)1
缈：12(x,y)f

(x，_y)芒M，

(x，y)∈M，

其中(x，Y)∈R2，尸，9 Ii，12是从碾2到R的映射，McR2是脉冲状态集，我们还给出

以下假设：

条件2．2．1地"和鲰力在R2关于五Y连续；
条件2．2．2 McRz是一条直线，h(x，Y)和h(x，Y)在瓞2是关于葛Y的线性函数。

对任一点S(x，，)∈M，我们定义，：R2一R2如下：

，(S)皇S+=(x+，y+)∈政2，

，=X-I-11(x，y)，Y+=Y+如@，y)，

很显然^，=托旧在条件2．2．2的前提下也是R2中的一条直线或是直线的一部分，另外为

了使系统(2．2．1)满足定义1．1．2中的条件(i)我们始终假设Ⅳn时=妒，这样系统(2．2．1)

就是一个脉冲半动力系统。下面定理将给出系统(2．2．1)存在由定义1．1．4定义的阶一周

期解的充分条件。

定理2．2．1如果系统(2．2．1)满足条件2．2．1和条件2．2．2，并且存在一个有界的单

连通闭区域D c R2满足下列条件：

(i) D没有奇点，D的边界OD由三部分：厶，如和厶组成，

(ii) 厶=DnM是一条线段，除了在端点外它不和系统(2．2．1)任一条轨线相切，

(iii) 12 C7_I(M)是一条线段，满足1(1．1)c／．2，

(iv) 从如U岛上的点出发的系统(2．2．1)的轨线都将进入区域D的内部，

则在区域D内必存在一个系统(2．2．1)的阶一周期解(见图2．2．1)。

证明：首先我们要证明每一个从线段如上的点s出发的系统(221)的轨线都将与

线段厶相交，即c+(s)n厶≠矿，这里c+(s)是从s出发的正半轨。

如果上面陈述不成立，则由定理条件可得C+(S)亡int(D)，这里hat(D)表示区域D

的内部。于是此正半轨的∞一极限集Q(C+(S))应满足Q(C+(S))c D，同时由定理条件知
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Q(c+(S))中无系统(2．2．1)的奇点。再根据Poincar6一B锄dixson定S!g[34]，∞-极限集

n(c+(S))必是一闭轨，但是二维自治系统的闭轨一定会包含奇点，这与定理条件中区域

D是单连通的并且内部无奇点相矛盾。

另外，我们还可以指出从线段岛上的点s出发的系统(2．2．1)的轨线不可能在线段

厶的端点与之相交。否则，这条轨线将区域D分隔成两个区域，而其中一定有一个区域

是不含有除端点之外的线段厶上的点。进入到这个区域的轨线将不可能再出来，于是和

前面的讨论类似，利用平面自治动力系统的性质我们很容易得出这个区域一定含有奇点，

这同样与定理中的条件矛盾。

下面我们定义一个后继函数，：岛-÷如，对每一个s∈岛，f(S)=l(S+)∈上2，其

中∥定义为线段厶和从s出发的系统(2，2，1)的轨线的交点。

接下来我们证明函数厂在三2上是连续的，也就是说，我们要证明对给定的So∈岛，

满足对任意的占>0，存在占>0，当S∈域So，8)N三2时，有／(s)∈B(f(So)，占)，取So，匹)

表示品的以J为半径的开邻域。

ies；为系统(2．2．I)从So出发的轨线与厶的交点，由前述知蕊不是厶的端点，且

有Jr(岛)=，(《)。因为映射J：M寸Ⅳ连续，所以对任意给定的s>0存在4>0，当

S’∈8(So，4)n厶时，有厂(s)=，(∥)∈B(f(So)，占)．

设直线厨的方程为佩+砂+c=O，则平行于盯的直线族为：

A(x，y)皇ax"+by=C，

由定理条件(ii)可知，直线肘不会在《处与系统(2．2．1)的轨线相切，也就是说二元函数

2(x，y)沿系统轨线的导数不为零，我们有：

氛>0’或者，钒<0’
不失一般性，我们假设警k>o．因为百d2=舐+砂=dp(x，_y)+6Q(x，y)在胄2中关于x

和y连续，所以必存在嘎>o，如<磊，使得当s∈占(蕊，岛)时，等b>o，这意味着在
曰(蕊，龟)里，所有的轨线都将从平行直线族五(tY)=C的同一侧穿越到另一侧。

我们在线段厶上《的两侧分别选取点研和$，S∈厶，爰￡厶，g，霹∈B(《，如)，

然后我们继续在口(《，岛)里按如下方法选取四个点A1，A2，马，B2：Al和昌在同一条

14
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经过西的轨线上，它们分别在研的两侧，A2和岛在同一条经过$的轨线上，它们分别

在g的两侧，4和鸣在平行直线族五(x，Y)=C的同一条直线上，马和毋在平行直线族

五(x，y)=C的同一条直线上。

线段AzA2、BIB2、AI和岛之间的轨线、4和吃之间的轨线构成一个曲边平行四

边形，我们称由曲边平行四边形围成的开区域为流闸，记为。ji酉i石。特别的，根据

这个流闸的选取方法我们可以使得。石百历夏c占(S，如)。在。A—1B,B—2A2中每条轨线与
平行直线族丑(五Y)=C中的每条直线都有且仅有一个交点，特别地，与直线厶有且仅有

一个交点。因为。A—181B—2A2是个开集，蒜是它的内点，所以存在如>0，如<岛，使得
占(懿，以)c。4马岛4．

设石(，，to，so)是过点&的系统(2．2．1)的解轨线，，r(to，t0，So)=So，岛=x(T，to，So)，

而且对给定的S c上2，令S皇疗(r，70，s)．根据微分方程解对初值的连续性可知，对前面

提到的岛>0，存在占>0，使得当s∈B(So，5)N岛时，有曩∈B(So，岛)，此时点蚕一定

在流闸a互瓣中，轨线石o，to，s)必与直线厶相交，设交点为s+∈a石丽，所以
必有z(s’)∈B(f(So)，s)，综上，我们即证明了函数，是连续的。由不动点定理1．5．1可

知函数，在如上必有不动点，而这个不动点就对应着系统的阶一周期解。●

X

图2．2．1：定理示意图
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注释2．2．1上面定理中的区域D显然也是系统(2．2．1)的一个不变集。

我们可将此定理条件减弱，得到如下定理。

定理2．2．2如果系统(2．2．1)满足条件2．2．1和条件2．2．2，并且存在一个有界的单

连通闭区域D c R2满足下列条件：

(v) D没有奇点，D的边界为aD，(D—OD)nM=妒

(vi) 厶=aDnM是一条线段，除了在端点外它不和系统(2．2．1)任一条轨线相

切，且有』(厶)cD，

州i) 从aD一厶上的点出发的系统(2．2．1)的轨线都将进入区域D的内部，

则在区域D内必存在一个系统(2．2．1)的阶一周期解。

证明：首先我们可以用与定理2．2．1中相同的方法证明从，(厶)上的点出发的轨线必

然要与线段厶相交。下面我们再证明这个交点不可能是厶的端点。

假设有一点S∈，(厶)，从Jsr出发的轨线万(O，．sr，f)与厶相交于厶的端点，

石(O，S，0)=S，我们证明必然存在t<0使得万(0，S，f)∈0D，如若不然，则S的负半轨将

包含在区域D内，利用Poincar6-Bendixson定理[34]，我们可以证明这将与区域D不含

奇点相矛盾。于是从点S出发的轨线疗(O，S，r)将区域D分为两部分，其中必有一部分使

得轨线不能越出，这又与条件矛盾。所以从』(厶)上的点出发的轨线不可能与线段上1相交

于厶的端点。

下面我们定义一个后继函数f：I(L1)斗I(h)，对每一个S∈，(厶)，

f(S)=i(s+)∈』(厶)，其中S‘定义为线段厶和从S出发的系统(2．2．1)的轨线的交点。

利用与定理2．2，1相同的方法我们可以证明函数／是连续的，再利用不动点定理即可证明

本定理。■

§2．3治理害虫的状态依j葶{JI永、中微分方程的解的周新|生

本节考虑系统(2．1．2)的阶一周期解的存在性等问题，其中的系数a，6，c，反P，

q和r同模型(2．1．1)中一样均为正数。

我们给出～些假设：

条件2．3．1 d—rxI>0；

条件2．3．2 XI>一d；
C
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条件2．3．3 p<1；

偎z亚弧*2+是系统(2．1．2)的正不变集，另外由于此模型的生物背景，故我们只在酞：

中讨论。由文献[95】可知如果模型(2．1．2)没有脉冲，则在条件2．3．1和条件2．3．2成立的

情况下具有唯一的全局渐近稳定的正平衡点，所以系统(2．1．2)的每一条正初值的轨线要

么经过至多有限次的脉冲后收敛到这个正平衡点，要么则有无穷多次脉冲。

我们引入如下两个比较系统：

{：：￡黑’ 矧)I岁=y陋一d)， 怕1u

和

砂)
(2．3_2)

我们指出，系统(2．1．2)、(2．3．1)和(2．3．2)都有一个正平衡点，我们分别记为：D(x’，Y+)，

01(工+，y；)和D2(工‘，Y2+)，其中x‘=形，Y+=百ca-rd，片=％，Y2‘=孚，在条件2．3．1
和条件2．3．2的前提下我们还可以得到：0<五<y+<订．

对于比较系统(2．3．1)和(2．3．2)，我们很容易可以计算出它们的解在相空间中都是

一系列闭轨并且分别具有如下解析式：

“(z，Y)皇by+饿一alny—dlnx+K”=c1。

K(x，y)皇by+cx—aIlny—dlnx+皑=呸，

其中Ⅱl=口一rxI，巧o=口111兰+dh望一口一d，Vo=a1Inia+dind一卿一d，cl≥o，

c2≥0，K(x，y)和砭(x，y)都是正定的函数。

引理2．3．1如果条件2．3．1和条件2．3．2成立，则在区域瓞：n{(x，y)Ix<要}中，系

统(2．1．2)的所有轨线都将由内侧向外侧穿越闭曲线族嵋(‘Y)=C1中的每条闭曲线，而

由外侧向内侧穿越闭曲线族屹(x，y)=C2中的每条闭曲线，在区域

豫；n{(BY)Iid<x<X1}情况则相反，即轨线由外侧向内侧穿越闭曲线族K(x，y)=c1中
的每条闭曲线，而由内侧向外侧穿越闭曲线族％(x，y)=c2中的每条闭曲线。

证明：我们沿着系统(2．1．2)的轨线对K(x，y)和％(工，y)求导：

∞
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乎一H㈠)，
警一”而，(z一9
所以当o<x<：时，尝>0，当x>id时，尝c0；当o<x<；时，等c0，当罢<x<X1
时，≥，0，由此很容易得到引理中的结论。一
引理2．3·2如果条件2．3．1成立，且有一>0和1≠id，则直线x=一将与闭曲线族

E(x，力=C1和V2(x，y)=c2中的唯一一条闭曲线相切，切点分别为(而，y：)(xl，正)．

证明：对方程K(工，_y)=C1两边关于Y求导：

害=多(刊(南]，
当且仅当)，=并=；，x≠：时，岳=o成立，也就是说直线x=墨与闭曲线族K(薯力=cI
中过点瓴，并)的唯一的一条曲线相切，(Xl，并)同时也是切点。

类似的，我们可对对方程K(石，y)=cz两边关于Y求导：

万d瞰“X～dL(t歹lI—a)，
当且仅当y=Y2。=軎，x≠；时，骞=o成立，与前面类似，可得到直线x=而与闭曲线
族吒(z，y)=c2中过点(善l，_y；)的唯一的一条曲线相切，切点为(而，正)。_

引理2．3．3如果x>0，x≠id，则闭曲线族K(x，力=cl中过点(x，订)的曲线将与

x=；交于两点，这两点的J，坐标分别是：

一詈w(o，一言e8)和一詈w(一z，一言e“)，
其中

口：一1一一CX+曼f1一lIl要1+lIl并+生lnx．
口 a＼ C， 口

证明：设交点是(罢，y)，贝JIA(x，并)和(；，y)在闭曲线族K(x，y)=c1中的同一条曲
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幻彳+“一alny；一dlnx=by+d—alny—dlIl旦，

也即：

by—allay=byi+CX—d+dlnd—d h1订一dlIlx，

进一步可化为：

一by+hy：一1一盥+旦f1_lIl旦1+haYl’+dlnl：口，
a a a L C， a

‘

两边取以e为底的幂可得：

一b ye。by：一堡∥．

由LambertW函数的性质可知：

y=一詈w(。，一言e。)，或者，-y=一詈w(一·，一言e。]，
y有意义仅当一：矿LambertW函数的定义域里，即要满足一ib P4>一：，而这个不等式

我们可以化为等一lnd>l，很容易判定它总成立。这样我们就得到了两个交点的y坐标，
另#I-由kbertW函数的性质还可以得到：

一詈w(。，一言e8)<Yt+，一詈w(一t，一：b e。]>订，
引理证毕。一

引理2．3．4如果x>0，x≠詈，则闭曲线族％(x，y)=c2中过点(E以)的曲线将与

x=苦交于两点，这两点的y坐标分别是：

一詈w(。，一鲁e，]和一詈w(一，，一鲁e卢]，
其中

∥；土(d一哦一“)+lny2‘+dInx-旦lIl生．

此引理的证明与引理2．3．3类似。

引理2．3．5如果XO>0给定，Yo<Yt’且足够小，则直线x=x0与闭曲线族

K(为y)=cI中过点(罢，如)的曲线必相交于两点，如果记为(‰，岛(％))和(嘞，％(帕))，这

19
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里啊(Yo)<吃(Yo)，则处有：

％l-’ira0+b(yo)=0， 蛐1．ira0十吃‰)=+。．

证明：(Xo，^)和(芸，蜘)在闭曲线族K(x，y)=c1中的同一条上，则有

勿勺+d一口ln蜘一dlIl要=6向+cb一“1n府一dln‰，
即：

一b_h+ln^：一皇蜘一生+三‰+1nYo+dind_一dln知，
口 a a a d C a

印f边取以e为底的幂可得：

b．一b_h b y
一一he 4=一一e7．

其中

c b d d d d

，2一X0一--Yo一=+InYo+-In'-一"-InXO，
a a 口 a c a

当蜘一ore，y一一。，所以当％足够小的时候有一：P7>一：，LambertW函数有意义，
此时上面关于h的方程有两个根：

岛c蜘，=一詈w(。，一言e7]，％c蜘，=一詈w(一·，一言e7]，
在由LambertW函数的性质我们得到。

帕li．m0+h(yo)=0， 帕li_+m0+h2(yo)2佃_

和引理2．3．5类似，我们有；

引理2．3．6 如果XO>0给定， Yo<Y2’且足够小，则直线工=X0与闭曲线族

吒(x，y)=c2中过点(罢，肋)的曲线必相交于两点，如果记为(‰，岛(帕))和(两，吃(如))，
这里hdyo)<如(Yo)，则还有：

帕l卅im岛锄)=0，z骧岛‰)=栅．

定理2．3·1如果条件2．3．1、条件2．3．2和条件2．3．3成立，并且g>；一；(1一p)_，
那么如果系统(2．1．2)在R：有阶一周期解，则这个阶一周期解是唯一的。

证明：首先我们分析系统(2．1．2)的向量场，它有两条等倾线工=墨和口一／"X—by=O，这
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两条等倾线将平面上的正锥R：分为四个区域：

．S皇R；n{(x，y)I cx-d>0，口一rx—by<0}，

．是皇R；nf(‘y)I cx-d<0，口一蹦一by<0}，

．％皇R；n{(x，_y)Icx-d<0，口一髓一印>0}，

＆皇R：n{(x，y)I cx-d>0，a-rx—by>0}，

这里S(i=1,2，3，4)在条件2．3．1和条件2,3．2下都不为空。

我们很容易看出如果没有脉冲的作用，系统(2．1．2)的从Sl中的点出发的轨线都将

进入区域岛，类似的，从品中的点出发的轨线都将进入区域墨，从昌中的点出发的轨

线都将进入区域＆，最后从岛出发的轨线又都将回到S。

现在假设系统(2．1．2)有两个阶一周期解乃(句，t)-和X2(Z2，f)，ZI(xt，“)和z2(一，菇)

是这两个解的脉冲点，不失一般性，我们设站>菇，于是我们可以由上面的向量场分析

断定毛和Z2一定在线段酉上，这里点A是(xi，o)，D1=(硝，Y2+)，记z÷=I(Z1)，
霞=I(z2)，则从彳和君出发的轨线要到达zI和z2必然会在区域是或昌相交，这与系

统的自治性矛盾，故不可能有两个阶一周期解。■

当而>；时，闭曲线族％(ty)=c2中过点D1(xl，y；)的曲线将与直线x—id交于两

点，其中在直线．y=y：下方的交点我们记为D2(芸，y2)，利用引理2．3，4我们可以计算出：

y：皇一詈w(。，一b目。exp(、1q cd一印-cx。)+lny2‘+詈h一一言tn鲁])
0<Y2<y；<订，

点D2必在闭曲线族巧(x，Y)=CI中的某条曲线上，由上面的不等式可知这条曲线必与直

线工=id交于两点，记其中在直线y=少：上方的交点为岛=(萼，如)，这里岛很容易可以
计算出：

Y2皇-bW(‘一》{n]>订，
这里如与脉冲系数B g无关。

闭曲线族％(‘y)=CI中经过点D2(苦，娩)的闭曲线在直线x=id的左侧有一条垂直
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切线，由引理2．3．2我们不妨设切点为E(xE，订)，其中XE可按如下方法计算：因为E

和D2在同一条巧(工，Y)=cl中的曲线，我们有

byj+CXE—alnyl‘一dlnxE=易_+d—alny2～dina-，

即

一iC Xs地h=考(并叻)_1+扣北-ln并m詈，
于是可解得

妇=一罟w(。，一詈exp(言cy：一耽，一t+d(1ny-In并，+h罢)]，
上式的LambertW函数若要有意义，则下面的不等式一定要成立：

一dexp(b(Y；一娩)一，+詈(，nM—k一)+h詈)>一i1，
此不等式可化简为：

詈一昙h詈一言耽+詈hy：<o，
很容易验证这个不等式当其中参数都为正的情况下始终成立，因此也就保ktY xE的存在

性。

当h<1(1一p)≤芸时，闭曲线族巧(x，力=cI中经过D2的曲线和直线x=(1一p)而
会有两个交点，我们记其中在直线y=一上方的为岛((1-p)x1，乃)，我们声明乃是存在
的，事实上由引理2．3．5我们可计算出

乃皇一詈w(一·，一号e7)，
其中

叩=C。O-p)x。一言此一鲁+h耽+詈h鲁一d。ln((1-p)而)，
要使乃有意义，则必须一：矿>一；，而这个不等式我们可以验证它是和而(1一p)>h等
价的。

下面我们给出几个系统(2．1．2)的阶一周期解的存在定理。

定理2．3．2如果条件2．3．1、条件2．3．2、条件2．3．3成立，并且下面的条件满足
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h<而(1一p)<d．，

g>Y3，

则系统(2．1．2)在瓞：中有一个唯一的阶一周期解。

证明：我们要构造一个包含阶一周期解的区域。点Dl和D2已经在前面定义过，因

为而(1-P)>XE，按前面也可以定义出D3。

现在我们在直线x=萼上选取点D5(苦，Ys)，满足o<的<儿，而且我们可以选取足
够4xl拘Y5使得下面的5条成立：

a)闭曲线族吃(z，y)=c2中通过D5的曲线与直线z=(1一p)xl交于两点，记上方的

那个交点为D4=(_(1一p)，雎)；
b)闭曲线族巧(x，y)=ci中过D5的曲线和直线X=X1交于两点，记下方的交点为

D6=(X1，％)；

c)记酉瓦为区域R；n{(薯y)fx>罢，_y<Yl+}中点Dl和D2之间巧(五y)=c2的曲

线段，瓦瓦为区域爬；nf(墨y)lz>罢，y<Yl’}中点D5和D6之间K(工，_y)=cl的曲线段，
酉瓦与瓦瓦不相交；

d)记豆荔为区域R；n{(墨y)lx<昌中点D2和马之间K(x，y)=c1的曲线段，

瓦瓦为区域R：n{(z，y)lx>id}中点D4和D5之间眨(x，y)=c2的曲线段，瓦瓦与
反摩不相交；

e)Y4>五十g，

事实上，a)，b)，e)可以由引理2．3．5和引理2．3．6直接得到。由引理2．3．5 Y5可以取

得足够小使得Y6<Y2，又因为K(x，y)=c1和％(x，y)=c2中的曲线在区域

《nf(x，y)I工>id，y<并}中是单调递增的，所以此时c)也成立。最后我们说明d)也
可以成立，否则，这两段弧就至少有一个交点(xo，Yo)，我们假设瓦葛的方程是：

by+cx—alny—dlnx=c,o，三涵的方程是：by+cx—qlny—dlnx=四，所以我们有：



第二章害虫治理的状态依赖脉冲微分方程

fbyo+CX0一alnyo—dInxo=co，

i砜+CX0一qInYo—dlnxo=掣，

可得：

rxlInYo=四一Clo， (2．3-3)

我们注意到当弘斗0时，有四一十o。，而co相对固定，由此当Y5_0时，Yo-->+oo，

但这不可能，因为Clo相对固定，扎有上界，所以当儿充分小的时候，可以使(2．3．3)不成

立，这样d)也就可以成立了。

这样我们构造了一个区域，它是由弧五蕊、弧五画、线段zi瓦、zi瓦、弧z甄
和线段D6马围成的闭的单连嗵的区域。

最后，因为q>Y3，进而我们得到不等式：

y6+q>y3，

再联系不等式儿>Y：+g，我们可以断定线段D6马中的点经过脉冲后都将在线段D3D4

中。至此，我们构造的这个区域完全满足定理2．2．1中的条件，所以此时系统(2．1．2)存

在一个阶一周期解，再由定理2．3．1可知这个阶一周期解也是唯一的，如图2．3．1。■

y

X

图2-3．1：定理图示

定理2．3．3如果条件2．3．1、条件2．3．2、条件2．3．3成立，并且还有：
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XI(1-p)≤XE，

则系统(2．1．2)在《中存在阶～周期解。

图2．3．2：定理图不

证明：从定理2．3．3的证明过程中我们知道，当而(1一P)<XE时，闭曲线族

Vz(x，y)=C2中过D2的曲线与直线z=(1一P)Xi不相交，所以我们须重新选择点Dl、D2

和D3以构造我们所需的区域。

我们取D3’=((1一P)xl，_)，D2’=(芸，耽’)，其中D2’表示闭曲线族巧(工，y)=C1中
过D3’的曲线和直线x=罢下方的交点，Y2’<Yl+，由引理2．3．3有：

Y；6--bWlo，-引，
兄=一-一兰捌a+罟(·一h詈]+h一十生ak((t—p)t)，口＼ C，

、 ’

Y2’<Y2，

此时，％(x，y)2 c2中过D2’的曲线必与直线x=而交于两点，我们记在直线y=Y2+下方

的交点为Dl’=Xl,乃’1，由引理2．3．6我们可以得到：
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“皇一詈w[。，一言exp(云而一鲁必一言+，n必+鲁h詈一署一n_]]．
与定理2．3．3中的D4，D5，D6的选取类似，我们可以选取点D4’((1一P)Xl，“)，

D5’(了d，蜡)、D6’(xl，“)使得构造出如图2．3，2的单连通区域纠珥叫磁删或。

我们记闭曲线族V2(x，y)=C2中通过D；的曲线与直线z=(1一p)xl下方的那个交点

为斜=(毛(1-P)，一)，由引理2．3．6知可以选取点D5’的纵坐标巧足够小使得蚝+g>“

和叫+g<一同时成立，可知此时线段Z溺经过脉冲后都将在线段Zi可内，也在区域
纠逆q磁毯珑中，根据定理2．2．2，故区域叫珥巧磁D；联中存在阶一周期解。■

当(1一p)而>：d时，情况与前面的都不同，我们将作如下讨论。我们按照定理2．3．2

中的方法选取点马和D2，岛=(导，多2)也如前面所定义，但D3我们重新选取为巨，它
为线族眨(工，y)=C2中过点龟的曲线与直线x=_(1一p)上方的交点，这里我们声明历

是存在的，事实上闭曲线族吒(x，Y)=c2中过点D2的曲线和直线z=Xl(1一P)会相交，我

们记这条曲线和石=罢上方的交点为垦(芸，Y2)，我们可解得

允=一詈w(一·，一言耽e一：儿]，

死—一詈w(一·，一鲁耽e音n]，
由LambertW函数很容易验证死<允，也就是说闭曲线族％(x，y)=G中过点岛的曲线

在过D2的曲线的外测，所以历是一定存在的。由引理2．3．5可计算出它的纵坐标为

萨詈w卜言唧∞刊而一耠扣如+群一言In(1-p)x1]]．
定理2．3．4如果条件2．3．1、条件2．3．2、条件2．3．3成立，并且下面的条件满足

而(1一p)>d。，

g>两，

则系统(2．1．2)在R：中有一个唯一的阶一周期解(见图2．3．3)。

证明过程与定理2．3．2的类似。这里不在赘述。
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x(1)dm
(桃

图2．3_3

§2．4系统的不变集和周期解的渐近性的数值分析

从上一节的讨论我们知道系统(2．1．2)在一定条件下可以存在阶一周期解，使得系统

可以周期性的持续发展。但因为无法求出其阶一周期解的显示表达式，因此我们暂时无

法对周期解的稳定性和吸引性作进一步的理论证明。本节将采用数值模拟的方法来描述

在不同情况下所存在的阶一周期解的轨道吸引性以及无脉冲的系统不变集。

一————～～～～～～
A

2

●

O
——————L～～～～～1= —

Dt

一一一／／—————
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首先我们来讨论系统的无脉冲不变集，我们先计算系统轨线与脉冲状态集X=。l相

切的切点，在(2．1．2)中令a一麒一by=0，它与x=X1的交点即为切点，可计算出它正是

上一节多定义的点q，我们记这条在Dl处与x=zl相切的的轨线在系统(2．1．2)所对应

的连续系统中的解为，r(xo，Yo，，)，，r(xo，Yo，0)=(xo，Yo)，设万(粕，Yo，t1)=Dl，我们定义

t2=sup{tIf<tl,zt(xo，Yo，f)=(xl，^)}，这里h是任意正数，则我们记点A=zc(xo，Yo，t2)，

并记由曲线弧；r(xo，Yo，r)，O∈[t2，q1)和直线X=石l所围成的开区域为Q，如图2．4．1。由

系统(2．1．2)的向量场分析我们可知由Q内任意一点出发的系统(2．1．2)的轨线都不可

能与直线X=x1相交并将一直停留在此区域内，因此Q是系统的～个正不变集。而初值

不在Q内的轨线则至少要与直线X=工】相交一次，也就是说至少有一次脉冲。

啪

11十^·、
啪

帅

a1：渐近阶一周期解相图

b)：“O的时fBq序Nm c)：H0的时间序列图

注：本图所选取的系统参数为a=15，b=l 5，f_4Jak8,xJ-2 5，r=0 5；p=o 5，旷7'初值为j(o)--2，“0户4

图2．4t2：(1-p)x，瓴时的阶一周期解

下面我们按照上一节的三个阶一周期解的存在定理的条件分三种情况对于取定的参
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数值来数值模拟系统(2．1．2)的解轨线。

首先我们取定a=15，b=1．5，c=4，d=-8，Xl--2．5，r=O．5；p=O．5，f7，并从初值邶)_2，“0)=4
开始绘制轨线相图和时间序列，见图2．4．2，此时可计算出托=1．37，(1-p)xt<xE，根据定

理2．3．3可知此时系统总存在阶一周期解，而且由图2．4．2a可以看出这个解渐近于一个阶

一周期解，此阶一周期解是轨道吸引的，并由时间序列图2．4．2b和图2．4．2c我们可以看

出∽和y(O最后都渐近到以大约0．32为周期的函数。

～啪(’+^
曲 、

a)：渐近阶一周期解相图

”：叫O的时l司序列图 c)：At)的时间序列图

注：本图所选取的系统参数为a=15，6=1．5，c电蠲，而--2．5，F吼5；旷田3，q=7，初值为《0产2，y(O)=13

图2．4-3：XE<(1-p)x，<d／c时的阶一周期解

另外，由定理2．3．3的证明过程可知其中包含阶一周期解的区域是一个吸引子，在结

合图2．4．2，我们可以很容易的发现当初值落在区域Q内，则轨线一直停留在这个区域内，

不会发生脉冲。当初值不在此区域内时(注：由于生物背景我们只讨论x(O)<而的情形)，

解轨线最终渐近到一个阶一周期解，其周期大约为O．32。

第二种情况是-rE<(1-p)x／<d／c时，这时我们取定参数为a=15，b=1．5，c--4，d=-8，XI-2．5，
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r=O．5；p=O．3，q=13，并从初值x(O产2，“O产7开始绘制解的相图，见图2．4．3，因为此时

有q=13>y3=12．6，根据定理2．3．2，此时系统有唯一的阶一周期解，由图上我们可以看出，

绘制的解轨线渐近于这个阶一周期解，说明此时这个阶一周期解是轨道吸引的。如果初

值落在区域Q内，则轨线一直停留在这个区域内，不会发生脉冲。如果初值在Q之外，

则将进入到定理2．3．2的证明中所定义的吸引子区域中，由时间序列图2．4．3b和图

2．4．3c，解将最终渐近于周期大约为0．39的周期解。

第三种情况是(1-p)xl>d／c，见图2．4．4，此时解将最终渐近于周期大约为0．41的阶一

周期解。

Ik画1

l t

b)：缸O的时间序列图 c)：“0的时间序列图

注：本图所选取的系统参数为a,=15，b=l 5，c=4，a=8,xl--2．5，间5：J两l，^初值为艄。y(o)=13
图2．4．4：(1-p)xl>d／c时的阶一周期解

§2．5生物结论及意义

本章研究了一个用于害虫控制的状态脉冲微分方程，其中杀虫剂的喷洒和天敌的投
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放是当害虫数量达到一定的危害值时进行的，目的是要研究此控制方法对害虫的影响。

由前面的理论和数值的结论可以看出，当初值不同时，所进行的控制也不同，对于

在系统无脉冲不变集内的初值，我们无需进行人工控制即可使害虫数量保持低于经济危

害值的水平。而对于不在此不变集内的初值的情况，杀虫剂喷洒量和天敌投放量满足一

定条件时，控制将被最终稳定到一个阶一周期解，也就是说一个周期内一次脉冲最终控

制害虫数量，这说明此时系统的可持续发展；或者出现另一种情况，即第一次脉冲后的

值落入系统无脉冲不变集内，此后害虫数量将一直低于经济危害值的水平而无需再进行

人工控制。

从上一节的数值分析可以看出，当杀虫剂喷洒量和天敌投放量在几种不同情下，阶

一周期解的周期各不相同，因此我们根据所耕种的农作物的生长周期的不同而采取不同

的控制策略，使得控制周期和生长周期保持同步，使害虫控制得效果得到最好的体现。

基于状态依赖的控制策略，需要在实际应用中详细观测和记录害虫和天敌的数量，

以便决定如何及何时喷洒杀虫剂投放天敌。从我们的理论和数值研究结果表明阶一周期

解是存在的并可以通过数值方法计算出其周期，这样当我们知道害虫和天敌的初值时，

便可以预测到其周期性，而不需要反复测量害虫数量，节省了大量人力物力。
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第三章具有非线性传染力和免疫接种的传染病模型

§3．1模型的背景

传染病的防治是关系到人类健康的和国计民生的重大问题。传染病历来就对人类有

着极大的危害，如历史上的麻疹、黑死病等等，人类与传染病的斗争一直未停息，2003

年在世界范围爆发的SARS传染病也同样给人类带来了巨大的损失。传染病模型就是利

用数学的方法对疾病进行研究，预测疾病的发展趋势，为控制疾病的蔓延提供指导性的

策略。近几十年，利用微分方程对传染病进行的研究得到不断完善，模型也不断细化、

改进。文献[98】就近几十年的传染病动力学的建模思想、国内外研究成果进行了系统的整

理

在流行动力学中我们通常将所有的人分为如下三类：易感类(可能被传染的个体)、

染病类(已被感染的人群)、移出类(病愈恢复或者在有死亡率时包括因病死亡的人)。

下面是一个具有出生率和死亡率的较一般的SIRS传染病模型[94】

害一IH(I固郴郴删Ⅳ)，
坐dt=1H(，，s)一(6+V)J， (3．1．1)

警=州m池
这里S表示，时刻易感人群的数量，，表示染病者的数量。R表示移出者(恢复者)的数

量，R类里的人因为病愈而获得自然免疫力，其中川Z固是非线性传染力函数，它是和L

s有关的函数，b是三种人群的自然死亡率，Ⅸ聊是和Ⅳ有关的出生率，Ⅳ是总人口，即

胆斛，+足，并且在这个模型里我们假设所有的新生婴儿都是易感者。v是移出率，1是得

病后获得免疫力的人失去免疫力的概率，所有的系数均为正数。

将方程组(3．1．1)的两端相加可得：

idN=B(Ⅳ)一6Ⅳ，
为了简化模型(3．1．1)及使它更具体化，我们假设模型(3．1．1)有一个正平衡点为Ⅳ0，它

是唯一的和全局渐近稳定的，满足B(Ⅳ0)=bNo。此假设意为总人口最终将趋于一个定数

Ⅳ0，因此我们可以将讨论局限在三维空间中的平面S+I+R=No上，由此方程组(3．1．1)简化
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为

警一IH(邶)_bS郴+6Ⅳ0
d出i=册(』，s)一(6+V)，， (3．1．2)

警=订一(m)R，
因为传染力函数麒Z Is)形式太一般，因此没有太多关于模型(3．1．2)的结论。很多学者

研究了传染力函数觑Z|S)是关于s的线性函数的模型，而还有一些学者研究H(L JS)为更

特殊形式的模型(3．1．2)，如J圆9，。或或]KS吒．"I—q，见【49】[48]。之后【94】【101】提出了更具体的

传染力函数H(Z 8)=KIS，㈣IH(I，s)=K12S，而非通常的双线性发生率。此时
方程变为：

鲁一K12s—bS郴+6Ⅳo
坐dt=K12S_(6+V)，， (3．1．3)

警=v，一(6+^)足
另外再作如下的无量纲变换

f筹纠(No-l-R)。
悟r(，一鲁]，

(3．1．4)

这个模型在条件棚>4(1+矗)成立时有三个平衡点：o(o，0)，墨(，1，R1)，最(如，R2)，
其中

^，：=—aNo—+_、／(面aNo丽)2-4一a(h+1)，^<厶，
R1．2=h／I，2．

系统(3．1．4)有着较为复杂的动力学性质，文献[49】通过数值模拟的方法发现系统

(3．1．4)可能存在两个极限环，之后汪[101】证明了系统(3．1．4)在一定条件下存在两个极
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限环和同宿轨(分界线环)，祥见F面的定理。又l司为零点总是稳定的，所以根据初值

的不同流行病有可能被消除或成为地方病。

定理3．1．1[t01]假设硼>4(1+h)，则

(i) 如果；≤1+兰研，那么最是稳定的，系统(3．1．4)没有极限环；

(ii) 如果；≤1+旦棚，那么最是不稳定的，系统(3．1．4)没有极限环；

(fii) 如果0<h≤2且0<一霉《1，那么最是稳定的，系统(3．1．4)有一个分支出

的不稳定极限环：

㈤ 如果胁2，霹<i丽3r ，且o<一耳《1，那么芝是稳定的，系统(3．1．4)有
一个分支出的不稳定极限环；

’ ，，

(v) 如果^>2，E<j币i酉，R0<耳《1，那么B是不稳定的，系统(3·1·4)

有一个分支出的稳定极限环；

_) 如果√；Ⅳ0>2(；+1)，那么一定存在口+使得当口=口‘时系统(3．1．4)有一个
分界线环；

(vii) 如果h>2，那么一定存在a，r，和％使得系统(3．1．4)有两个极限环，

其中

霉=1-；一胡，

厶是曲线厶：V(t，R)=u(，】，M)上00，坐标的最大值，Ⅵ￡R)定义如下：

u(邶)=In／+古一譬n掣肌字·nR．
本章将讨论在模型(3．1．3)和(3．1．4)的基础上增加不同方式的免疫接种包括连续

接种和脉冲接种，并讨论其对流行病所产生的作用。

§3．2连续免疫接种模型

我们首先在(3，I．3)的基础上增加连续免疫接种，方程变为：
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嬲
出

dI

dt

dR

dt

=一K12S—bS+rlR+bNo—pS

=K12S一(6+v)，

=vI一(6+1)R+ps，

(3．2．1)

具甲usPsl是摄柙比例。我11]令：口2b+1，∥2b+V，并利用S+I+R=No可将(3．2．1)

化为：

伊一等：，叩梦埘No 1^ (3．2．2)
11=K／2S一∥，

、 。

系统(3．2．2)显然有一个正不变集Q皇{(s，驯s>o，I>0，S+I<_No}，这是因为

掣LM一筇叫吨
根据生物意义我们将在区域Q内进行我们的讨论。

下面我们讨论系统(3-22)的平衡点，显然L(口er+Npo，。]是它的一个边界平衡点，当
(aXNo)2>4Kfl(fi+∥)(口+p)

时，系统还有两个正平衡点(S，^)，(岛，厶)：

‰2彘一：=—aKNo—_+√(01tKN0鬲)2_4百Kfl(r一]+f1)(a"+p)，
方程(3．2．2)的右端函数在平侧。-鼎(百a芊N万o，o)处的J0cabi锄矩阵为

(一譬们；)，
显然．(、。a’．N，o，o)为稳定结点。而在平衡点(岛，如)处我们也很容易计算出方程(3．2．2)的右
端函数的Joeabian矩阵为

f一明一(口+p)_2∥一，1]
＼、 Ⅺ{ ；B )

进u步J-计算可知它有两个异号实特征根，所以(岛，12)为系统的鞍点，故至少有一个特解
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我们定义系统的再生数：

钟： !竺盟匕
，

‘4Kfl(rl+∥)(口+p)

于是我们根据上面的讨论有下面的定理：

定理3．2．1当Ro<1时，系统(3．2．2)从不变集Q出发的解最终都将趋于平衡点

(等，o)，即此时疾病消除：当砰>l时，从不变集Q出发的解并不都将趋于(等，o)，
部分解将趋于平衡点(＆，厶)，也即此时疾病将成为地方流行病。

证明：当群<1时，此时系统(3．2．2)除了(等，o)之外没有正平衡点，因为(西ct巧No，o)
是局部渐近稳定的，所以此时它也是在不变集{(s，z)ls>0，，>o，S+，≤Ⅳo}内全局渐近

稳定的。当Ro>1时，由上面的讨论定理自明。■

§3．3按比例的脉冲免疫接种模型

3．3，1模型的建立

过去描述传染病的模型通常采用连续系统，在对疾病的控制中人工接种免疫预防的

方法都被描述为连续行为，但当接种是定期的进行时，这种描述方法就不是十分合理了。

在这种情况下，对易感者的免疫接种往往是定时的批量进行的，接种的过程相当短暂，

相对于疾病的流行时间来说可以近似的看成瞬时行为，但这种瞬时行为却使得有免疫力

的个体数量在短时间内发生剧变。脉冲微分方程则可以更加精确的描述这种现象。固定

时刻脉冲系统(1．2．2)被引入传染病学是近几年一些学者关注的课题

[711[9711201[7811551170]。

基于上述想法，我们在系统(3．1．3)的基础上引入脉冲接种，即在一定的时刻按比例

的对易感者进行免疫接种，我们将考虑这种脉冲接种免疫对流行病的控制作用及影响，

对系统0．1．3)引入脉冲后的改进模型如下：
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S=一K12S—bS+，iR+6Ⅳ0 I

j=K12S一(6+v)， }f≠nT，n=l州2·-
矗=vI-(b+r1)R I

s(，+)=(1一p)S(t一) J (3．3．1)

l(t+)=I(t一) }t=nT，"=1，2，⋯

R(t+)=R(t一)+pS(t一)I

s(o+)≥0，／(0+)≥0，R(O+)≥0，

其中P是接受免疫的易感者个体数量占总易感者人数的比倒，本节中我们总0<p<l，如

果p=0则变为原先的方程，我们令：口=b+rl，∥=b+V，再根据辨nR锄可将(3．3．1)
简化为：

叠=一K12S—aS+aNo

i=K／。S一8I

双I(t端I(t_=∥)}+)= 一) J

s(o+)≥0，I(O+)≥0，

显然，口>，1．

3-3，2无病周期解的渐近性质

彬}f≠矾聆：1，2，
I

，=nT，n=l，2，
(3．3．2)

引理3．3．1设哟=似吐／(0)是系统(33．2)的具有初值s(o+)≥0，，(0+)≥0的解，

则有x(r)≥0，即S(t)≥0和l(t)≥0；而且，如果s(o+)>0，I(0+)>0，贝JJx(t)>0对

所有t≥0成立。

证明：由方程组(3．3．2)和条件I(t)≤No，口>rl可得：

等b>o，豢L-o
引理结论显然成立。●

而且系统有一个正不变集Q皇{(s，圳s>o，，>o，S+I≤No}，根据生物意义我们将
在区域Q内进行我们的讨论。

下面研究系统(3．3．2)的一个无病子系统：
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fS=一o：S+dⅣ^． ，≠nT，刀=1，2---u, ，--·

1s(f+)=(1一p)so一)， ，=”r，珂=l，2，．．．
(313’3)

关于这个系统我们有下面引理：

引理33．2：系统(3．3．3)有一个全局渐近稳定的弘周期解：

∥(，)：Ⅳo一而等务eq。¨n，，∈[胛肋“m．
证明：很容易验证∥(f)是(3．3．3)的一个周期解，令工(f)=S0)一S+(f)，方程(3．3．3)

化为：

f量=一口x，t≠nT，力=l，2，⋯

1xo+)：(1一p)xo一)，f：n丁，行：1，2，．．． ‘3’3·4)

系统(3．3．4)是一个齐次线性正周期脉冲微分方程，它的单值矩阵可求出：

M=r1一p)e一“，

由系统的条件可知M的特征根绝对值小于1，根据定理1．3．2可得(3．3．4)的零解是全局

渐近稳定的，也即∥(f)是(3．3．3)的全局渐近稳定的口周期解。■

在系统(3．3．2)中令仁0就可以得到系统(3f3．3)，于是周期解(s(f)=S’(0，，(f)=0)

是(3．3．2)的一个边界周期解(无病周期解)。关于这个边界周期的稳定性解我们有下面

定理。

定理3．3．1系统(3．3．2)的边界周期解(，(f)，O)是局部渐近稳定的。

证明：我们令x(t)=S(，)一S+(f)，y(t)=1(t)，方程(3．3．2)可化为如下等价系统：

量=一口x一，iy—KS+(f)y2一Kxy2 l
多=一fly+KS’(，)y2+脚2 J

my(t翟y(秽t]}+)= 一) J

睫荔1y} 坶灯胪墟，⋯

1xo+)=(1～p)工(，一)l r：n丁，以：l，2，．．．
(33·6’

Iy(t+)=y(t一) J

∞3p

厶

易

k

i

=

=

以

"

t

L

胛

"

≠

=

r

f
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肚lo盯外
所以可求得(3．3．6)连续部分的基解矩阵为

eAt：r南。”Le啦)]
【0 e巾 j

酗=P噼)]，
则我们可以计算出单值矩阵：

啦力eAT=卜8羽皆≯11
它的两个实特征根一=(1-p)e一“，心=F一47都满足I鸬l<1，根据定理1．3．2，(3．3．6)的

零解是渐近稳定的，因此系统(3．3。2)的边界周期解@’(，)，0)是局部渐近稳定的。一

趟=础防而萨罴矗]
定理3．3．2：如果霹<1，则(∥(f)，o)是系统(3．3。2)在Q内全局吸引的边界周期解，

即有f1．im。S(r)=s’O)，，1．ira。1(0=o．

证明：设做r)，取嘞是系统(3．3．2)的一个解，O蔓S(f)≤No，0≤，(DsNo，

根据定理条件可找到充分小的s>0使得

1-gg-sra∥(o__2>o，

再由(3．3．2)的第一个方程可得

§s—c‘s+岱Na

由微分方程的比较定理及引理3．3．2可知，对上面的占>0，存在^>0，使得当，>71时有：

SO)≤S+(r)+s，
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，≤K12(S’(f)+占)一∥，，r>‘，

我们不妨假设上式对于所有的t>O都成立，于是我们解得：

m)≤五面两I(O)e而-pl ，

其中当t∈【nT，∽+1)r)时

p(咖伽d盯=毒c=妒n盯)e-P4dtr+f，趴咖珊打

≤乏e1)r∥(咖伽打=善尚[丁1-e-pr一畿]
础

=———-i—

KN0

所以

坤)≤虿焉l(丽O)e-p：t二丽≤虿l币(O)e-P'，
由占的选取可知上式右边分母为正，因此可得当卜÷oo时有』O)斗0．

下面证明s(r)一∥(，)，有前面讨论我们知道对任意小的s>0，当t充分大时有

s(『)≤∥0)+占，因此我们只需证明对任意小的s>o，当t充分大时有s(r)>-S‘(r)一s，

为此，我们利用前面的结果，l+im。，(f)=0，再由取巧有界，根据(3．3．2)第一个方程可知对

任意小的日>0一定存在t2>0使得当t>t2时有：

雪≥一ctS+aNo—Cto。1，

与引理3．3．2中类似我们可求得下面系统

f妇=一口“+口No一口q，t≠nT，n=1，2，‘_’

Iu(t+)=(1-p)u(t一)，t=nT，n=1，2，⋯

有一个全局渐近稳定的正周期解：“+o)=(^。一q)一等e一口“一nn，，∈[n 71，(疗+1)丁)
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“+(f)=S’(f)一8'1

≥S+O)一sl

p

1一n—p)e一87

D

1-n—p)e一。7

e—a(t—nZ)1
／

eq7 l
J

=∥(f)一旬

其中82也是任意小的正数，对这个82，当r>t2时，显然有s(f)≥s+(r)--82，于是我们

证明了S(t)jS’(r)，定理证毕。一

由定理3．3．17F'fl定理3．3．2我们可以得到下面定理：

定理3．3．3如果Ro<1，则(s‘(，)，0)是系统(3．3．2)在Q内全局渐近稳定的边界周期

解。

3．3．3系统复杂性

当脉冲的条件不能使得无病周期解成为渐近周期解时，此时有可能疾病流行而成为

地方病。(3．3．2)对应的无脉冲连续系统的边界平衡点(No，0)是局部渐近稳定的，因此初

值的不同可能导致疾病的消除或是流行。当脉冲免疫接种不能使疾病消除时，系统(3．3．2)

有可能变得非常复杂，而此时系统的解析解我们无法求出，因此我们无法将脉冲微分方

程转化为等价的差分方程来处理，所以我们在下面将通过数值模拟的手段来揭示系统可

能存在的复杂性。

我们在这部分始终将参数取定为k=O．000027，口=0．03375，∥=O．3，rl=0．00375，

Ⅳ0=1000，由定理3．1．1及系数的关系我们可以知道此时系统(3．3t2)对应的无脉冲连续系

统有一个由正平衡点分支出的极限环11，在脉冲周期r我们始终设定为12的情况下，我

们来用数值模拟的方法研究比较小的脉冲值P对这个极限环r的影响。具体的方法如下，

我们让P以一个非常小的步长从0变化到O．14，对每一个P值我们设定初值在原连续系

统固有极限环r的附近，并以这些系统参数求出系统的数值解，以脉冲周期r为Poincare

映射的周期并以此得到变量双力和妁的频闪映射序列，也即在s(0和I(0的数值解中每
隔时间，便取出样本值作为频闪映射的序列点，本文中我们对每～个P值我们求出时间

长度为700个脉冲周期的数值解，然后画出联力和足0的后400个频闪点。由于每一个频

闪点是在脉冲时刻取的，因此在图上每一个P值对应的频闪点集如果是一个点，则表示

为弘周期解，两个点则表示为2T-周期解，如果这些点几乎填充了琏上的一个区域，则

有可能是拟周期解或混沌。依据这个方法我们可以做出相应p值的分支图(见图3．3．1)，

文献[21]也称之为最终状态图，文献[6l】中讨论了很多连续非自治、自治系统分支图的制
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作方法，本文也采用了与之类似的方法。

a)p=O．072到p=0．076
9

c1删．1144到萨Oll8

m

图3．3．1：s(O和1(0的分支图

b)p=o．z到p=o．118

图3。3．2：局部放大分支图

从图3．3．1上我们可以看出当P增／JnN大约0．13后，疾病消失，而在这之前当P由
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零开始不断增加时系统呈现出一系列的复杂现象，为了更清楚的观察我们对图3-3．1b进

行了某些局部的放大，如图3．3．2。当P比较小时原来的周期解r演变为拟周期解，图

3-3．3a给出了一个当p=0．0725时的具有代表性的拟周期解。由图3．3．2a可以看到当P大

约在0．0736和O．07436之间有一个周期窗口，但有趣的是在这个区间中我们取定

p=o．07425绘制出的轨线相图却如图3．3．3b所呈现的哿陉吸引子。

从图3．3．2b我们看到当P大约在O．1和O．118之间变化时，又有很多的周期窗1：3出

现，例如在大约O，1092到0．1108之间的8r周期窗口，其孰线代表相图如图3．3．4a；而

当p大约在0．1137到O．1145之间时，从图上可以看出是一个10T周期解窗口，图3．3．4b

是其中～个10T周期轨线相图。图3’3．3c是当p=0．1 132时的一个混沌解。在这两个周期

窗口的左侧，我们可以观察到系统从混沌突然变为稳定周期解，而在右侧，又从稳定解

突然变为混沌，这种混沌突然消失和出现的突变现象在文献[27】里有进一步的研究。

8∞

a)：拟周期解，p=o．0725

c)：混沌解，p=0．1 13尹

b)奇怪吸引子，p=08”．07425

d)：奇怪吸引子，矿司鹦495

图3．3．3：拟周期与混沌解相图

图3．3．2c显示出当P大约在O．1144和O．116之间变化时，系统演变过程变得更为复
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杂，这期间出现了很多的多重倍周期分支紧接着再多重半周期分支的叠加过程，图3．3．3d

是其中当酽哥．1 1495时的一个奇怪吸引子的相图。

最后，当P大约在0．119到0．122之间时，系统出现了3r周期解与其他多周期解以

及奇怪吸引子共存的现象，图3．3．4c和图3．3．4d就是当P取同一值O．12但初值不同时的

两个周期解，前者是初值为即产36．6989，，(0卜14．5232的3r周期解，后者是初值为s∞)=
177，?(o阳7，5的9r周期解。

a)．8r周期解
8”

sI§F177，ll娥目75。p或．11

咕————i]蔷一——i矗一一——盎_— 盎—商一～丢
如3r周期解

3‘9

嗣O卜36．6989，，(0产145232，J跚12

b1 JorNJ辋解
”

邓}=177，1(o)--775,，，=0．114

“9r周期解
。”

S(O产177，，(0产77．5，，=0．12

图3,3，4：多重周期解相图
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§3．4常数脉冲免疫接种模型

3．4，1模型的建立

在上一节中我们对易感者的脉冲定期免疫接种是按比例进行的，但是当易感者数量

很大时，须接种的人数也成比例的增加。从实际应用的背景来看，一个地区的防疫接种

能力是有限的，每一次定期接种免疫的人数并不可能随着易感者数量增加而增加，而是

受到这个地区的卫生部门的具体防疫能力等客观因素制约的。为此，我们将上一节模型

中的脉冲免疫接种方式由原来的按比例型改为每次接种数量都为一个常数，而这个表示

接种数量的常数在实际当中不应该超过防疫部门所能承受的最大接种数量。

基于上述想法，本节将讨论常数脉冲接种免疫对流行病的控制作用及影响。为了便

于处理，我们在系统(3．1．4)的基础上考虑引入常数脉冲后的改进模型：

蠡I-dt≯h‘}塑：， 里1， I
＼ J。 I

R∞(tZ篓+b}+)=R(r)+J

其中b是常数脉冲接种免疫的量，显然应该有O<b≤Ⅳ0，No为总人口。

3．4．2有界性及边界周期解的性质

引理3．4。1设蚴=(，(吐尺(妨是系统(3．4．1)的具有初值I(o+)≥0，e(o+)≥O的解，

则有x(t)≥0，即1(t)≥0和R(t)≥0：而且，如果i(o+)>0，R(0+)>0，则x(O>o

对所有，20成立。

证明：由方程组(3．4．1)可得：

乳-o，剖∽。
和

R(t+)>R(，)，

所以引理结论显然成立。■

)l40

互

乙
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定理3．4．1如果h>r则系统(3．4．1)具有正初值的解是一致最终有界的，也就是说

存在一个常数M>0使得对任意的解z(D=㈣Ro，)>O当t充分大时有足f)<M R(O<M

证明：设∥：二，y(f)=ill(t)+R(f)，我们可以估计函数v(O沿着系统(3．4．1)的
右导数：

D+w)≤妒Ⅳ0，2一卵，3一丢(告，+R]，
由于ail』Vol2一口∥，3当I>0时可以在，=÷Ⅳo处取到最大值，所以有：

JD+瞰)≤4订卢Ⅳ03一云瞰¨彻功．1，2，⋯
l矿(r)≤V(t)+b， f=nT，刀=1，2，⋯

在由定理1．2．2可得：

㈨知∥，+掣zlr¨)t 6【筹卜⋯n+筹明，
t∈[nT，∽+1)T)，

显然v(0是一致最终有界的，即存在M>O，使得当t充分大时p聊<M也即系统是一

致最终有界的。一

下面我们研究系统(3．4．1)的一个子系统：

』idR=一≯ r≠矾胛=l，2，⋯
(34_2)

lR(广)=R(f)+b，t=nT，疗=1，2，⋯

这个子系统是在系统(3．4．1)中令I=0得到的，也就是说这个系统代表着原系统中无病的

关于系统(3．4．2)我们有如下的引理：

引理3．4．2系统(3．4．2)有一个全局吸引的周期解

R‘(f)=—blex_=pI(：-研；(t-nT))，。∈["r，(”+·)丁))，初值为R+(。+)=
证明：很容易验证R+(f)是系统(3．4t2)具有给出初值的周期解。

得任意解，我们可以解出：

b

·一exp(一；丁)。
设尉0是(3．4．2)



一—— 奎垄里兰查堂堡主堂垡垒奎

]e坤(寺)+n氓州也c玎邶丁x
所以有：恕卜(f)一R+(f)|=0，证明完毕。一
定理3．4．2(0，R‘0))是系统(3．41)的一个边界周期解，它是局部渐近稳定的。

证明：我们令x0)=』(f)，y(，)=R(，)一R+(，)，则系统(3．4．1)可以化为：

岁量=：-，x(x+一ax寺2)(，No—x—y一赏’(f)。}r≠，zr，以=，，z，岁=，(x一寺)， f‘≠nr，以21’2’
x2z叫t=nT,n=l,2,
y(f+)=y(厂)J

这实际上是一个连续系统，它的零解对应着(3．4．1)的边界周期解(0，R’(f))，它在零点的

线性化系统为

f量=一工，

i夕=r(工一寺]，
很容易验证此系统的零解是渐近稳定的，因此也就得到了定理中的结论。一

定理3．4．3如果h>r，6>万rⅣo?，则系统(3．41)的任意具有正初值的解《f)=G@

尺∞)积、⋯～，l+im。I(r)=o和憋k(f)一尺+(r)J_0，这里

置‘mibe-；(t了-"r)艇恻洲mK tu’)=ib．1一P^‘ 1一P—i。

证明：设螂5㈣R(f))是系统(3．4．1)任意一个具有初值，(0+)>0，R(0+)>0的
解，有方程(3．4-1)可知害>一再r胄，另外根据条件6>；Ⅳor我们可以选择充分小的占
使得：

盯=皇6一．vi71一占T>0．

考虑下面的脉冲微分方稗：
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J百du一云z，， r≠帆一=1，2，⋯

【“o+)：“(f)+b，t=n71，聆：l，2，．．．

由引理3．4．2我们有。1．im。』“(f)一∥(f)f_0，并且R(f)≥“(r)，不是一般性我们可以假设对
任意的f≥0有

矗p)≥甜p)>R+(，)一占，

有方程(3．4．1)可得：

罟s以以Ⅳ0+s埘∽)
在区间【”71，即+1)r】上对上面不等式两端积分得：

面b一币未而≤口e+1F(Ⅳ0+c-R*㈣衍=一盯，
于是

，“疗+1)r)s1+磊l(n』T(而)，
由此可以递推得：

州川m≤而怒丽，
所以有

!骢，(∽+1)r)=o，
另外，有定理3．4．1我们不失一般性的假设存在一个M>0使得I(t)≤M对任意的f≥0都

成立，则当f≠即r时，有丝dt≤aMNol，于是

川)s I(nT)eaMⅣo(“7)≤，(疗丁)8以玑7

在，∈[nT，∞+1)r)上成立，综上即有，l。im。，(f)=O．

下面我们将证明在11墨，(f)=o的前提下有limIR(f)一R’(r)l=0，于是对任意的⋯ 1·_rwI

日>0，存在^>0使得当f>t1时有I(t)<E1成立，此时

和)兰百dR≤扣"q
当t∈『nT，∽+1)丁)和t>tl时成立。
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考屣F面两个系统：

|堕dt=一二h焉，l
P

1局(广)=RI(t)+b，

【RI(O+)=R(O+)>0，
和

I盟dt=一三h岛+唧l
。 F

1如(f+)=R2(t)+b，
f恐(o+)=R(o+)>0，

f≠nT．

t=nT，

H=l，2，

H=1，2，

t≠nT，n=1，2，

r=nT，n=1，2，

(3．4．3)

(3．4．4)

由引理3．4．2系统(3．4．3)的解马(r)满足]im Ri(t)一R‘o)f=0，系统(3，4．4)的解恐o)
可以表示为：

黔w矿争他咏㈨”兰等“q e-；'-1]，
于是憋J月2(f)一R’(f)一蝎I-0，
现在我们由以上的讨论可以得到对任意的屯>0存在t2>tl，使得

矗’(t)-e2一矗白≤置(，)≤R(力≤岛p)sR’p)+龟+矗q

对所有的f>如成立，于是由sl和龟得任意性可知怒k(f)一R+(f)|_0，证明完毕。一
由定理3．4．2和定理3．4．3我们立刻可以得到如下定理。

定理3．4．4如果h>r，b>云NoT，则系统(3．4．1)的边界周期解(o，R+(f))是全局渐
近稳定的。

注释3．4．1因为生物意义的需要我们在本节默认S(f)>b，r≥0，从而未考虑

s(t一)<b，f=nT的情形，因为此时经过脉冲后S(t+)<0，而这不符合实际意义。为了

弥补这个缺陷，我们将在下一节中对脉冲免疫的方式作进一步的改进。

3．4，3系统的复杂性

如果系统(3．4．1)的边界周期解(0，R+(f))不是吸引的时候．，此时根据初值的不同系

统的解可能会具有非常复杂的性质，下面我们就采用与上一节类似的数值模拟的方法描
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述其复杂性。我们取定参数为C／=O．00009，Ⅳ0=1000，h=8，，=l，同时我们取定脉

冲周期T=5，由定理3．1．1知道此时系统(3．4．1)对应的无脉冲的连续系统有一个由正平

衡点分支出的极限环r，与上一节类似，我们依旧讨论当初值取在这个极限环r附近时

脉冲对这个极限环的影响以及可能出现的复杂性。我们让b从1变到20，用前面陈述的

方法我们可以得到变量∽和R(O的分支图(见图3．4．1)。

图3．4．1：聊和R(0的分支图

如果把得到的H0和R(0的频闪点序列看成是一个时间序列，则我们还可以用

Wold84]提出的方法数值计算出最大Lyapunov指数，这里我们计算R(0的Lyapunov指

数，我们将它与分支图放在一起(图3．4．2)，可以看出这是一个很有意义的对比。

从图3．4．1我可以看出，当b大于大约17．6时，，∽将最终趋于零，此时疾病消除，

而当b小于大约17．6时，系统将出现许多复杂的现象。从分支图上我们可以看出当b由

零开始慢慢增加时，原来的周期解r受迫而成为拟周期解，图3．4．6是当b=3时的一个典

型的拟周期解相图。可以看至g拟周期解处在r的外围并且当b继续增加时这个拟周期解

逐渐远离r，当b不断增加到接近大约8．9时，拟周期解变为奇怪吸引子(如图3．4．4a)，

继而当b达到8．9时混沌现象突然消失。当b在大约8．9到大约11．8之间变化时，系统呈

现出稳定的3T-周期解，图3．4．5a是一个典型3T-周期解，当b在大约11．8时又突然从稳

定的3T-周期解变为混沌，这种混沌突然消失和出现的突变现象在文献[271里有迸一步的

研究。

当b从大约11．8到大约15．78之间，系统轨线呈现出更为复杂的演变过程，从图

3．4．1b中我们可以观察至Ⅱ在这个时间片段除了混沌之外还有许多小的甚至有些是很微小

的周期窗口，图3．4．4b是这其中比较典型的一个混沌解相图。

50
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注：上面的图是关于H0的分支图．下面的是对应的Lyap蚰ov指数图，左边的坐

标是JR(0的大小，右边的左边是Ly印岫ov指数的大小

图3．4．2：R(9的Ly籼ov指数图

a)：扣12到扣16

c)：扣15．25到6=15．7

b1：扣14 3到6=14．55

d)：扣16到扣176

图3．4．3：放大的局部分支图

为了更清楚的观察，我们将图3．4．1b进行多处局部放大，见图3．43。从图3．4．3a

5
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我们可以看到当b从大约12到大约16，5之间有许多周期窗口并伴随着很多突变现象，

如在大约13．12到13．2之间的14T周期窗口(代表相图见图3．4．5e)，在大约13．7到13．93

之间的llr周期窗口(代表相图见图3．4．5b)。在大约14．21到14．3l之间的19T周期窗

口(代表相图见图3．4．5f)，以及在大约14．54到15．28之间的8r周期窗口(代表相图

见图3．4，5c)，除此之外还有很多观察不到的周期窗口这里未能列出。

从图3．4．3b我们可以观察到在这期间有很多倍周期分支紧接着又半周期分支的叠加

过程，从而使得这个局部分支图显得异常复杂而有趣。图3．4．4c是当b=14．475的时候一

个奇怪吸引子的相图。由图3．4．3c我们可以看到当b大约等于15．39时，系统突然从混

沌变为稳定的1l丁周期解，并在这之后通过多个倍周期分支通向混沌，而这种倍周期到

混沌的过程最具有代表性就是L09istic和Ricker映射[57][28]。

最后当b在大约15．78到17．6之间，系统又一次从倍周期分支最后通向混沌，图

3．4．5d和图3．4．4d给出了这期间一个典型的5r周期解和奇怪吸引子的相图。

图3．4．4：混沌解相图
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图3．4．6：拟周期解相图b=3

§3．5第二型常数脉冲免疫接种模型

3．5．1模型

本节中我们将前一节的常数脉冲接种方式作一些改进。因为常熟脉冲是定期的按一

个固定值进行免疫接种，不仅符合实际背景，而且具有很好的可操控性，比起按比例的

进行接种更容易实施，但它却如注释3．4．I所说的不能保证三维系统的正性，这使得系统

不能够十分准确的描述生物意义，比例型的脉冲按种方式虽然可以保证系统的正性，但

是如前所述在具体实施的时候不一定能按预期的方案进行，这是因为当易感者数量很大

时所需接种之人数也成比例的增长，而这与一个地区的防疫能力有限会产生矛盾。

综上，我们考虑当易感者数量很大时我们采用常数脉冲接种，而当易感者数量较小

时采用比例型脉冲接种方式，这样既可以保证系统的正性，又使得其有很好的可应用性。

具体的改进后的脉冲微分方程如下：
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÷：=-K—IZS一-∥aI KIzS，s+口Ⅳ。一17}= 一∥， l

s(n：j o， s(t-)<p

【s(t一)一P，s(t一)≥P

1(t+)=I(t一)，

初值满足s(o+)≥0，I(O+)≥0，P为免疫接种的脉冲量，当易感者数量小于这个量时，

我们采用的是比例型脉冲tls(t)=一S(t一)，而当易感者大于这个量时，我们采用的是常数

型脉冲△s(，)=一P，其他参数和(3．3．2)中的相同。

3．5．2无病周期解的性质

很显然我们首先有下面引理：

引理3．5．1设垧=@[f)J取力)是系统(3．5．1)的具有初值s(o+)≥0，z(o+)≥0的解，
则有x(，)≥0，即S(t)2 0和l(t)≥0：而且，如果s(o+)>0，i(o+)>0，则删>O对
所有t≥0成立。

显然系统(3．5．1)有一个不变集{(s，z)ts≥o，』>o，S+I≤No}。
考虑下面两个一维脉冲系统：

js=一口s+口No，‘≠"，，玎21，2，’·’ (3．5．2)
Is(f+)=0， ，=nT，n=1，2，⋯

、 ’

和

{忙。叫n’’倬胛，肛垮2‘ (3．5．3)
ls(t+)=S(t一)一p，f=nT，71=1，2，⋯

关于这两个系统我们有如下引理

引理3．5．2系统(3．512)有一个全局渐近稳定的正周期解：

g(，)皇Ⅳ0+(so,一No)e一(t-nT)，f[nT，0+1)丁)，初值为s,o=0．

引理3．5．3系统(3．5．3)有一个全局渐近稳定的乃周期解：

s'At)"--No+(So一Ⅳ0)e州“叫n，炷【玎T，@“)r)，初值为霹=No一专．
特别是当Ⅳ0一Noe“7≥p时，《0)将是一个非负周期解。

这两个引理的证明与前面的类似，这里不再赘述。

)l53(

2

2

1

l
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=
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刀

疗
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系统(3．5．1)当1=0时有一个无病子系统：

JS=一ds+口^0， f≠nT，订=l，2，．．

1so+，2{。s’(t～，一P，Ss。(t：；iPp：}r=刀r，珂=·，z，一I 【 ～)一， 一)≥ ，j
。

关于这个无病子系统我们有如下引理：

引理3．5．4系统(3．5．4)有如下形式的p周期解

s+。，皇{要：：^N，。O一-ⅣN。o。e一-。ct，T≥<；
并且它是渐近稳定的。

证明：分情况讨论，

1)Ⅳ0一Ⅳ0P一。7<p

此时弗“疗+1)丁一)<p，如果有某个七∈Z使得s(f+)：o(t：kr)，则我们可以断定

对所有的f2nT，">k，有s(广)=0，s(f)=弗(f)，r≥kT，如果这样的k不存在，则对

所有的鳓丁有s∥)=s(f一)一p，但此时霹2Ⅳo—F善≥<o，由引理3'5．3可知s(，)
终将有一时刻为负，这与系统的正性矛盾，故在这种情况下所有解最终都将趋向于辞0)，

而gO)的稳定性也可根据前面的讨论类似证明。

2)Ⅳ0一Ⅳ0e17≥P

此时辞“厅+I)，一)≥P，脉冲△s(r)=一s(t一)当t=nT(胛>，)时不可能发生，也就说

对所有的nT(n>J)有s(t+)=s(t一)一P，由引理3．5．3可知结论显然成立。■

定理3．5．1系统(3．5．1)的边界周期解(r(f)，O)是局部渐近稳定的。

因为F(f)与霹∽不会同时存在，所以此定理的证明与定理3．3．I的证明类似，这里

不再写出。

设砰皇％d誓一，瓣e(a+f)T_1]
其中y=111in P，UoO_e-aT)}。

定理 3．5,2如果霹<1成立，则系统 (3．5．1)所有的从区域
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{(s，／)ls->o，I>0，S+I<-No}内出发的解(s(f)，，(f))都有怒Is(t)一S‘(，)120，

熙，(f)=0．
证明：设雠)，及f))是系统(3．3．2)的一个解，0≤s(t)≤No，0≤I(t)sⅣ0．
分情况讨论：

1)No一Ⅳ0P一。7<P此时霹邓睁％(1-e-口r)而‰]
根据定理条件硝<1，我们可以找到足够小的日>o使得

t—R30-C1半>o，
再由(3．5．1)的第一个方程可得：

雪s—aS+aNo，

根据引理3．5．4可得，对上面的旬>0，存在fI>0，当，>tl时，有

s(f)≤g(r)+q，

不放假设上式对所有的t>O都成立，再由(3．5．1)的第二个方程可得：

i<m2($(f)+日)一pi，
于是我们解得：

m)≤五面磊I(O)丽e-pt ，

其中当t∈【nT，(行+1)r)时
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f《(盯)e一肛do- g(盯)e一肛d(r+(r《(盯)e一肛da

《(o-)e一#ado-

=陪％(1-e-aT)而‰J
：=—R—o
NoK

所以

坤)≤虿il丽(O)e-p可z蕊≤虿l莽(O)e-两pt，
由s的选取可知上式右边分母为正，因此可得当，斗∞时有，(r)一0．

于是对充分小的占2>0，存在屯>tl，使得当t>t2时有：

S≥-aS+口No一船2，

这里我们可以要求所选取的龟足够小以满足(Ⅳ0一龟)(1一P一。7)<P，在此条件下，类似

于引理3．5．4我们可以得知，如下的脉冲微分方程：

雪=一aS+a(No一龟)， ，≠nT，，2=1，2，

s。+，={袅，一，一p，；：：；i；：}t=nT,n=l,2,
具有全局稳定的周期解

《(f)一龟[1-e-a(一，)】≥$(r)一龟【1一P一盯】=《(，)一白，

这里毛因为龟的任意性也可以任意的小，继而我们得到当f>‘2时有：

s(t)≥《(r)一白，

结合前面的讨论结果对任意的唧>0，存在^>o，当f>fl时，有s(f)s《(f)+q，我们

便可以得到，l+im。Is(t)一S’(r)l
2
0；

2)Ⅳ0一ⅣoP”2>P

7』

『—r扛—r牝。∑叫∞∑阿

筹兰∥F‰。≤
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根据定理条件，我们可以找到足够小的占I>0使得

卜Ro一凸丝盟>0
D

此时依然有S≤—gs+口Ⅳo，由引理3．5．4可知对任意小的岛>0，存在tI>0，当

t>^时，有

s(t)兰《(，)+El，

不放假设上式对所有的t>O都成立，再由(3．5．1)的第二个方程可得：

i<_K12(《(，)+q)一pl，
于是我们解得：

m)≤面两面I(O)e丙-Bt万磊，

f《(盯)8一加dcr 《(盯弘一加da+j：r《p)P一加do"

霹(∞口一Pado．

=÷上e,Br hL。盟p—p而e(a+而B)r-1]=伊p而‰]
<笪
一Ⅳ0K

所以

m，≤虿面l(而O)e-pt ≤巧l(O)e-pt，
由前面讨论可知上式右边分母当t>O时为正，因此可得当f-'oO M：ffl(t)一0．

于是对充分小的占2>0，存在龟>tl，使得当f>t2时有：

S≥一aS+口No—a'92．

这里我们可以要求所选取的龟足够小以满足(Ⅳ0一e2)O—e-aT)>P，在此条件下，类似

，

r—r批—r扯。∑商∞∑问
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于引理3．5．4我们可以得知，如下的脉冲微分方程：

f叠=-aS+a(No一龟)， f≠力T,／q=1，2，⋯

1s(f+)：{o，
s

t-)<p，}f：Hr，。：l，2，．．．
1 【sO一)一P，s(t J￡P，l

具有全局稳定的周期解

s'At)一C2，

继而我们得到当t>t2时有：

s(f)≥s：(t)-62，

结合前面的讨论结果我们便可以得到恕Is(f)一S’(r)f。0：

3)Ⅳo一ⅣoP一“=P

根据引理3．5．4我们可以找到足够小的q>0使得s(f)≤《(f)+q，并且类似于第二
种情况，我们可以证明，(f)寸o．

于是对充分小的龟>0，存在t2>^，使得当t>12时有：

§≥一。cs+ⅨNq—as：t

丽此时由于Ⅳ0一Ⅳoe一“=p，所以(Ⅳ0一龟)(1一P～“7)<p，由引理3．5．4

-，0)25：(，)一龟【1一P—a(r一一r)】

≥《(r)一龟【1_e-aT】
=弗(f)一包

因为此时有g(f)=《(，)，所以s(f)≥《(f)～白，结合前面的结果我们得到

憋阢)一∥(r)l 20．

这样我们就证明了这个定理。■

由定理3．5．I和定理3．5．2我们可以得到：

定理3．5．3如果霹<1成立，则系统(3．5．1)的边界周期解(∥(f)，o)在不变集

{(s，，)fs≥o，，>o，S+I<No}内是全局渐近稳定的。

注释3．5．1：系统(3．5．1)同样具有着其复杂性，其研究方法与前两节类似，故在这

里省略复杂性的数值分析。

60
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本章研究了几种不I司的免疫接种方式包括脉冲免疫接种方式对疾病流行系统所产生

的作用。比例型的接种方式在实际应用中不易实施，常数型的接种方式虽然较易实行，

但从数学的角度来看当被接种人数小于需接种人数时有～定的不合理性，而第二型常数

脉冲免疫接种方式即有着常数型所具有的易实施性，又弥补了其不合理性，是一个较为

实用的疾病控制脉冲接种方式。对每种方法我们给出了控制疾病的流行所需的条件，结

论表明当控制值卵(f_1，2，3)小于1时，疾病最终将被消除。其中砰=甭历‰当p=。时相当于无免疫接种系统(3．1．3)的再生数-另
黼于啦，=蹦防而秽‰l，当p固定时，酬，有
jim+硝(丁)=0，对于sO(r)眠K陪y而‰}
其中，=min P，No(1_e-aT))，黼，l划ira霹(丁)=0。
因此当Ro>1连续免疫接种无法根除疾病的时候，我们可以采取比例形式或第二型

常数形式的脉冲免疫接种预防，选取适当的接种量和接种周期从而最终可以使疾病得到

控制。

6
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第四章两种群非自治的阶段结构种群动力学

§4．1阶段结构模型介绍

在阶段结构未被引入种群动力学之前，在一个系统中我们都是用一个单一变量去描

述一个物种，在这个前提下，我们实际上默认了这个物种的个体从出生到死亡都表现出

相同或近似的生理特征和生理行为。很显然，这并不很符合实际情况。我们知道自然界

中有很多种群如一些昆虫、两栖类动物等，它们从出生到死亡要经历各种不同的生命阶

段，最终才能演变成成年个体。比如青蛙要经历蝌蚪、成体蛙两个截然不同的生命阶段，

再比如蝴蝶，它是属于完全变态类的昆虫，它的一生具有四个明显不同的发育阶段：卵

期(胚胎时期)、幼虫期(生长时期)、蛹期(转变时期)和成虫期(有性时期)。

这些物种的个体在生命的每一个阶段中都有着不同的外形和生理行为，例如蝴蝶在

化蛹期便停止取食，到了成虫期才具有繁殖功能，称为有性时期，有雌雄两种形态，在

这期间具有翅膀，可以在不同生存斑块之间移动。一些食肉型的动物在幼年期不具有捕

食的能力，而只有到了成年后才能独立捕食。

为了更准确地反应这些现象，有必要建立反应种群在各个生命阶段的不同行为的数

学模型，即用多个变量来描述一个种群，每个变量代表在不同阶段的种群的数量或密度，

每个生命阶段，其死亡率、生存至下一个阶段的几率都依赖于生存环境和其自身的形态

大小。阶段结构模型在较早前就有学者开始研究，如[14】【33】【35】[37】[41][82][85】，但是自

从Aiello和Freedman[2]于1990年提出著名的单种群时滞转化的阶段模型之后，阶段结

构模型的才开始集中的被研究。随后Aieno和Freedman等[1]又对文献【2】中的模型进行

改进，Freedman等还在[23]中提出带扩散的阶段结构模型，另外陈[96】还提出一种比例转

化的阶段结构模型。之后陆续有很多学者研究了阶段结构模型[161[19][36][83】，文献

[891[741175]研究了阶段结构模型在对自然资源的管理和收获中的应用。文献[47】就近几年

阶段结构方面的模型研究作了一个系统地总结。

在以上这些模型中都是常数参数的，也就是说模型假定环境对生态系统的影响因素

是恒定不变的。但事实上这种恒定的环境是不存在的，自然界中影响系统发展的因素往

往会随着季节或白天黑夜的交替而变化。所以为了精确的描述自然，研究时变环境的生

态系统也是很有必要的，于是又有学者对非自治即时变的阶段结构模型作了研究

【921154]，但有关非自治的阶段结构模型的研究结果还不是很多，本章第二节研究了一个

两种群竞争的非自治阶段结构模型，第三节研究了一个带有消化时滞的两种群捕食的阶
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段结构模型。

§4．2非自治竞争的两种群阶段结构模型

4．2．1模型的建立

文献【19】中研究的是如下的模型：

∽j279yxio’、一擘≯：孵ox (4．2．1)
I‰(f)=m；(f)一Oxm(t)一∥《(f)，

这是一个比例转化的阶段结构模型，Xi表示未成年种群密度，b表示成年种群密度，我

们将这个模型与经典的竞争Lotka-Volterm结合起来，而且我们假设系数都是随时间变化

的，构造的模型如下：

I毫(f)=一t210)而(f)+bl(t)x2(t)，

{Jc2(r)=口2(f)鼍0)一也O)砭(f)一c(f)《(f)一届(t)x2(t)x3(t)， (4．2．2)

l岛(，)=妁(哆(d(D—e(t)x3(t)一屈(r)恐(，))，

这里而(，)和X2(t)分别表示第一个种群的未成年个体和成年个体密度，x3(t)表示第二个

种群密度，它和第一个种群的成年个体是竞争关系。ax(t)表示第一个种群幼年个体向成

年个体转化或者自然死亡的比率，d2(r)表示由幼年个体成功转化为成年个体的概率，

61(f)表示成年个体生育幼年个体的出生率，也(，)表示第一个种群的成年个体的自然死亡

率，c(f)表示成年个体的密度制约项，d∽表示第二个种群的内禀增长率，e(O表示第二

个种群的密度制约系数，届(r)为第一个种群成年个体与第二个种群竞争产生的对自身的

影响系数，岛(f)为第二个种群与第一个种群成年个体竞争产生的对自身的影响系数，所

有的系数ai(t)，bi(t)，屏(r)，0=1，2)，c@坝吐e(0都是连续函数。

定义4．2．1如果存在一个紧区域D亡int R：，使得每一个(4．2．2)的给定初值的解

(而(f)，x2(t)，托(，))都会最终进入并停留在区域D内，则我们称系统(4．2．2)是持久生存

的。

对于实函数g(f)，t∈【O，+oo)，我们定义：

g¨f恶)㈤}，gL a_f0，in删f㈤)_
利用上面的定义我们在整个的讨论过程作如下的假设：
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m⋯ax{ay，矽，∥，∥，dU,eU}<栅
和

m⋯in{a÷抽洲≯，dL,eL}刈．
4．2．2持久性

引理4．2．1豫；={(而，X2，x3)|Xi>o，i=l，2，3}是系统(4．2．2)的一个正向不变集。

证明：设∽(r)，x2(t)，xs(t))是(4．2．2)的一个解，它具有正的初值而(0)>0，

x2(O)>0，xs(O)>o，由方程(4．2．2)我们得到：

南I；：o≥0，

岛l。：o≥0，

和

而(r)：巧(o弦￡‘4扣一‘“坞‘”卜岛‘“k扣”幽，

所以解轨线不会越出璃j，引理得证。■

引理4．2．2存在M>oo=1，2，3)，使得妫={(而，吃，x3)1 0<t<M，i=1，2，3)是系
统(4．2．2)的一个正不变集，而且每一个(4．2．2)的具有正初值的解都将最终进入这个区

域。

证明：设(xI(t)，x2(t)，x3(t))是(4．2．2)的一个解，它具有正的初值X1(0)>0，

x2(O)>0，x3(O)>0．

从(4．2．2)的前两个方程，我们得到：

k≤一alLXl(t)+blUx2(t)，
Iic2≤口y而(f)一砖恐(r)一c‘工；o)’

我们只考虑孝掣一砰砖≥0的情况，因为这也是后面的定理所要讨论的情况(事实上，

此引理的结论当彰掣一砰醴<0时依然成立)。我们按如下要求选择M和肘2

即等(笔笋]，
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岭(≮笋]，
同时我们还要求

筹坞<M<訾笋，
而且根据M2的选取，这个要求是合理的。

现在我们可以计算出：

南b美≤一a(Mi+lqUM2<o。

fc飞'lI≈跚=M2<-ayMl一磅％--CL蟛<0，
由此我们可以断定在X1·X2平面上如果初值满足0<西(O)sMl和0<x2(o)≤M2，则

(而(r)，晚(f))必将永久停留在区域{(一，恐)10<XI≤M，O<X2<M2}．

如果初值(而(o)，晚(o))盛{(xi，x2)l 0<X1<M1，0<X2-<M2}，则我们作如下讨论，我
们定义：

局={(而，x2)IXl>Ml，鸩zl≥Mlz2，恐>o}，

恐={(’，娩)Iz2>M2，坞一 M!x2，X1>o}
和

g(，)=max{M2X1(t)，M1x2(1)}，

于是我们有：

驰)=徽黜椭Xl(t),删x2(t))州5
Ri

下面我们分别计算反力在区域蜀和R2中的导数：

酬焉<M2[blUxz(t)一a(xl(t)]

≤M2xl(t)['-鲁l blU一卅
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酬恐≤圳■而(f)一磋xz(，)一c‘《(f)]

≤篆[甜y蝎砭(，)一6手鸩砭(f)一c￡吖：《(f)]
s箦以。[彰M一砖鸩一c2噬]
<0，

于是当(而(，)，乜(，))∈RIU如时，甙f)单调减少，如果初值满足(而(O)，工2(o))∈R1UR2，

则有甙0)>O，我们有：

烈f)卜“o)l鲁掣一砰]一卟。，
酬足≤罂[孝M—bL2M2-cL嘲⋯：<o’

最终我们可以估计出占④在区域马U恐中的上右导数：

Dg+(f)≤一口<0，

这里口=rain{fzI，O"2}。这说明当(而(，)，吻(f))∈Ri UR2时，反力将以不小于口的速度递

减，于是必然存在f’>0使得当f>，时，g(f)<M^如，也即xI(t)<MI，x2(t)<M2．
由(4．2．2)的第三个方程可得：

南(r)≤两(，)(du—eLXs(t))，

现在我们可以选取M3使得^如>7dU，于是当x3(0)_<M3时巧(r)≤^毛对所有的t>0

成立，如果xs(o)>^毛，xs(t)会以一个匣定的速度递减，则必然存在tl’使得X3(t)≤^如

对所有的f>ti成立。

综上，具有正初值的(4．2．2)的解(而(f)，z2(，)，巧(f))最终都将进入并停留在区域

Xo中。■

定理4．2．1如果系统(4．2．2)满足：

n2b}>武哦+武醇M3， 峰。2∞

和

d‘>彦坞， (4．2．4)

则必然存在一个紧区域KI={(而，x2，毡)『，，2f≤x，<Mi，f=l，2，3}∈《使得K1是系统
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(4．2．2)的一个正不变集，而且每一个具有正初值的(4．2．2)的解(■(，)，x2(，)，x3(t))最终

都将进入K，这里』lt>o(i=1，2，3)在引理4．2．2中已经定义过，mj>o(i=1，2，3)．

证明：设(■(r)，xAt)，x3(t))是(4．2．2)的一个解，它具有正的初值而(O)>0，

x2(o)>0，x3(o)>0，并且根据引理4．2．2我们不妨假设对所有的r≥0有

(xl(t)，x2(t)，xAt))∈Ko，Ko是引理4．2．2中已经定义过的。

由(4．2．2)的前两个方程可得到：

I南≥一掣而(r)+砰砭o)，

l岛≥西均(，)一(谬+硝M3)x2(t)一∥霹(r)，
令：

z=盟掣笋逝，
由条件(4．23)知葛>0，于是我们可以选取胁l和m2，使得：

0<m2<蔓，
和 啦学<怕<争，
于是我们可以计算出：

毫f鞲>。，屯f辅>。，
这样如果_(o)≥m1，x2(O)≥m2，则(zl(f)，吃(f))∈{(xl，x2)Imi-<xi≤M，i=1，2}对所
有的t>0成立。

如果初值不满足而(0)≥ml，x2(O)≥％，即0<一(O)<ml，或者0<X2(0)<m2，

则我们作如下讨论，设：

R1皇{(而，x2)Im2xl≤所lx2，0<X1<m1)，

R2皇{(_，恐)fmlx2≤tn2X1，0<x2<m2)，
和

g(，)=rnjn{m2xl(t)，mix2(t){，

于是可得：



————————————皇塑型壁韭宴堕塑堕垦堕塑登塑垄堂

删2。⋯m2xt(t黑),襟溢
g(f)的导数满足：

昏(f)k≥％[一掣而(r)+砰x2(f)1

氇叫砰署一∥J
>0，

雪o)『马>rnl[a2Lxl(／)一(蟛+∥坞)也(f)-cUx；(t)]

≥州m---，-l XE(t)。Fa}m,一(醪+∥坞)％一∥砖]
>0，

于是甙0在墨[．IR2上单调递增。如果给定初值g(o)>O，我们有

。矗(t)lR'->g(o)F鲁一掣卜如，
静)k 2警陆嬲一皑+群坞)％一∥珊列：屹>o，

g(O在马UR2上的右上导数满足：

D+g(t)≥a>0，

g=rain{aI，吻}，

这说明鲋将在墨URE上珊a的速度递增，那么最终会有g(f)>mlm2成立，也
即而O)>咱和m2(r)>m2将最终成立

再根据(4．2．2)的第三个方程，我们得到：

南≥％(叫(∥一彰捣)-eUx3(t)]，
现在我们按如下条件选取％：

O<m3<dz_fl￡，yM2，

由条件(4·2·4)可知这种选取方法是合理的，而此时我们也可以用类似的方法很容易证明

如果砖(o)≥他，则x3(t)≥％对所有的t>O成立，或者如果x3(o)<他，则存在

t’>0，使得毡(r)≥％对所有的t>，成立。
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至此，我们证明了设(4．2．2)的任一个具有正初值的解(■(r)，X2(r)，x3(t))最终都将

进入并停留在区域蜀中。■

如果(4．2．2)满足定理4．2．1中的条件，则此时系统是持久生存的。

4．2．3周期解的存在性和渐近稳定性

影响系统发展的因素随时间变化体现在系数是时间f的函数，而自然界很多因素是

随着季节呈周期变化的，因此本部分将讨论特殊情况下的非自治竞争的阶段结构模型，

即假设所有的系数q(f)，bj(t)，fli(t)，(i=1，2)，“吐项吐e(0都是09一周期函数，此时系

统(4．2．2)是一个∞-周期系统，我们将讨论周期解的存在性和渐近性质。

定理4．2．2如果∞-周期系统(4．2．2)满足条件(4．2．3)、(4．2．4)和

砰>笪．
‘

卅2

。L>酽一彰，
(4．2．5)

eL>醇，
则系统(4．2．2)有一个全局渐近稳定的正国-周期解。

证明：根据定理4．2．1，不失一般性，-没X(t，to，Xo)∈R，3是系统(4．2．2)的任意一个

解，满足mf≤#<Mj(i=1，2，3)，其中Xo=(奸，蠼，霹)，X(to，to，Xo)=Xo，mi和

必0=1，2，3)是按照定理4．2．1的证明过程中选取的。我们构造映射：

A：∥％=x沏，0，Xo)，由定理4．2．1可知，A将置映射到自身，再根据不动点定理1．5．1

可知一有在置中至少有一个不动点，而这个不动点正好对应着系统(4．2．2)的一个周期

解，我们设为：X+(f)=(#(，)，《(r)，豸(f))．

我们选取如下Lyapunov函数：

呻)=IXI∽一工恕)卜芝fInxt∽_ln珈)f，舢，
显然有：

V(0)<栅，
和

y(，)≥0，，≥0．

我们估计坎0的上右导数；
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其中

D+矿(f)≤一a#Ixl(t)一耳p)|-(cL一掣一劈)k(o—Z(，)}
一(eL-∥)l恐(，)一x删+西(f)，

D(f)=
叫嚣一黼
删[舞一甜

x2(t)≥x2‘(t)，

x2(t)<Z(，)

我们分隋况讨论，如果x2(t)≥蔓(，)，则

鼬)≤嚣[邪)一酬≤警[加h沁)]；
如果吃(f)<五(，)，则

D哪丽a2(t)№州r)]s警[棚吲。]’
所以有

鳓≤生I而(f)一i(f)I．
m2’

’

于是：

D+v(t1 s 一(砰一簧№前力I-(cL-61-彰她∽前叫
一(≯一∥)b(，)一《(f)I

—y∑3枷)一#(，)I
<0，

其中，是一个正数。对上式两边积分可得：

矿(f)一矿(。)≤一yf喜I薯o)一彳。)I出，
即

f洳一∽印≤等<佃，



——一 茎垄堡三查堂生主塑鲨塞

所以∑：】Ixi(t)一#p)j∈_[o，+oo】，因为xAf)和#(f)是有界的，所以南(f)和#(D也
是有界的，于是∑：，I一(f)一0(f)l在[o，+o。】上是一致连续的，根据定理1．5．3我们得到

，骢∑：。xi(，)一xt+(叫=o，说明x+(，)是全局渐近稳定的。-
4．2．4例子及图示

这里我们给出～个具体的系统：

毫(r)2一(9·05+0．05sint)x](t)+(8．05—0．05cost)x2(t)．

岛(f)2(2·05—0．05sint)xI(t)一(0．105+O．005COSt)x2(t)

一(6．05—0．05 sin t)x2(t)-(1．05+0．05 cos t)x2(t)x3(t)．
南(，)3如O)[(3．05—0．05 sint)一(21．05+0．05cost)x3(t)

一(5．05一O．05sint)x2(t)]．

这个2石-周期系统满足定理4．2．2中的所有条件，因此它有一个全局渐近稳定的周期解

(见图4．2．1)，此时也是持久生存的。
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§4．3非自治捕食的两种群带消化时滞的阶段结构模型

4．3．1模型的建立

本节是将按比例转化的阶段结构模型(4．2．1)与经典的Lotka-Volterra两种群捕食模

型结合起来。在自然界中有一些捕食种群大多是捕食食饵种群中的幼年个体，而成年个

体有较好的防护能力，被捕食的概率比较小，所以我们建立如下结构模型：

iq(t)=-al(t)xI(r)+岛O)吃0)一／与(t)x1(t)x3(t)，

蒜(t)=酬a2(t)x枷1(t)-)絮e(t)x30(t’)i燃(t)xxl(t—r)xs(t叫， ㈣)
南O)=均(f)【一d0)一 】+尾 一 一f)，

、 。

xj(t)=Cj(t)>0，一f≤t≤0，i=1，2，3

其中Xl和恐表示食饵种群的幼年个体和成年个体的密度或数量，而表示捕食种群密度或

数量，它以食饵种群的幼年个体为食饵。al(t)表示食饵种群幼年个体向成年个体转化或

者自然死亡的比率，a2(t)表示由幼年个体成功转化为成年个体的概率，bl(t)表示成年个

体生育幼年个体的出生率，b2(t)表示食饵种群的成年个体的自然死亡率，c(O表示成年个

体的密度制约项，㈣表示捕食者种群的内禀增长率，8(0表示捕食者种群的密度制约
系数，届p)为捕食者种群捕获食饵种群的幼年个体的捕食率，岛(f)表示捕食者种群捕

食后吸收的概率，常数f表示消化时滞，也即捕食种群捕食后要经过时间f之后才能消

化吸收。所有的系数q(r)，bj(t)，屈(r)，(i=1，2)，“吐砸l e(O都是连续函数，r>0．

类似于第二节对于实函数g(O，t∈[0，+∞)，我们定义：

gU．_删sup{g(f)}，gL‘=minfp)}．
利用上面的定义我们在整个的讨论过程作如下的假设：

m。．。x／oy，矽，∥，cV，∥，∥)<佃，
和

m⋯in{o,，酽，膨，一，∥，e‘j>0．
4．3．2持久生存J陛

引理4．3．I霹={(工l，X2，x3)l蕾>o，f=l，2，3}是系统(4．3．1)的一个正向不变集。

证明：设(Xl(t)，x2(t)，x3(t))是(4．3．1)的一个解且满足(4．3．1)中所给出的初值。
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如果(_(f)，x2(t)，Xs(t))不是对所有t>O都是正的，那么必存在t’>0，使得xl(t’)=0，

或吻o’)=o，x3(t’)=o，令to 2；受川10)=o嘞(r)=OnZ戈x3(t)=0}，岛>0，现
在我们分三种情况讨论：

i)鼍(f0)=0，葺(f)≥o，t∈【一f，乇】，i=1，2，3
在这个情况下我们有：

南≥_o)卜al(t)一fll(t)x3(t)]，f∈【o，岛】，
所以：

加)酗(o)e冲哺-a!(小触)咖))幽l，f∈[％】，
于是

均(fo)≥畦(。)exp『f(一q@)一届@)巧@))幽]>。，
而这与前述矛盾。

ii)x2(to)=0，而(r)≥o，tE【一f，％】，i=1，2，3

类似于第一种情况，我们可得到：

岛≥吻(r)卜b2(t)一c(t)x2(f)】，t∈[O,to】，

同样有：

x2(to)->如(O)exp[[一b2(t)一c(f)z2(r)】]>o，
导致矛盾。

iii)x3(to)=o，xj(t)≥0，t∈[_L10】，i=1,2，3

如果这种情况成立，那么根据(4．3．1)的第三个方程可得：

e3(t)≥码(r)[一d(f)一e(t)x3(t)】，

与前面两种情况类似，一样可以导致矛盾。

综上述，这三种情况都不可能成立，证明完毕。■

引理4．3．2[75】考虑下面的方程：

量=础O—f)一bx(t)一职2(r)，

：口，b，C，T>0，x(t)>0,-f≤t≤0)，我f门有：

(i) 如果a>b，则，婴x(f)。@一b)／c；
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(ii) 如果a<b，则，l。im。x(O_11．

引理4．3．3存在M>0(i=1，2，3)，使得每一个满足初值■(r)=破(r)，诈(f)>0，

一f蔓f≤0，1=1，2，3的系统 (4．3．1)的解都将最终进入并停留在区域

Ko={(_，场而)10<xi<M，，i=1，2，3}中。
证明：从(4．3．1)前两个方程我们有：

k≤一砰而(f)+掣x2(t)，

【岛<aUxl(t)一b2Lx2p)一c‘工；(f)，
我们在这里只讨论彰bV一砰砖≥0的情况，这也是在后面定理中的情况(事实上，

孝酽一砰磅<0的情况下结论也是成立的)，我们选取^毛和鸩使得：

M->坐4 ft竺!笙4二<。吐丝J]，

畛拦笋，
而且要求：等坞<M<学，
可以验证这种选取是合理的。

下面我们可计算出：

毫．『'x^2蝎≤一dfMI <o，2sM2 +blUM2

如瞻=MM2<_aUMi一砖鸩一c‘埘<o，
由此我们可以断定在X1-X2平面上如果初值满足0<X1(0)≤M1和0<x2(0)≤M2，则

(而(，)，恐o”必将永久停留在区域{(t，晚)1 0<X1-<Ml，O<x2≤M2}．

如果初值(一(o)，xdO))g{(xi，x2)1 0<xl≤Ml，O<x2≤M2}，则我们作如下讨论，我
们定义：

RI={(而，x2)I而>Ml，M：txl>Mix2，X2>0}，

胄2={(_，x2)l恐>M2，M2x1_<Mix2，Xl>o}
和
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g(t)2max{M2x1(，)，Mlx2(t)j，

于是我们有：

酏)={麓烈枞xI(t),以x2(啪t))喁∈R1，
下面我们分别计算g(O在区域局和R2中的导数

g(t)l焉≤鸩阿心(，)一a(xl(t)]

≤酬。l等釉叫
g(t)l是 -<MI[nUxl(t)一b≠x2(t)一一x；(f)]

≤坞MI LFa。UMl娩(f)一磅鸩恐(f)_cL鸩《(f)]

≤M差-X2(r)[孝M一咖如一一聊]
<0，

于是当0lp)，z20))∈局U雹时，g(f)单调减少，如果初值满足(而(O)，工2(o))∈R1[JR2，

则有g(0)>O，我们有：

酬焉矧叫等酽一砰卜刑，
g(t)l恐s gM(o，)。F日yMl一砖鸩一c‘埘]=一口2<o，

最终我们可以估计出g(O在区域R1 UR2 eft上右导数：

Dg+(r)≤一口<0，

这里口2min{oh，吒)。这说明当(而(0，心(f))∈局u恐时，删将以不小于口的速度递

减，于是必然存在t’>O使得当t>，’时，g(f)<M1M2，也即而(f)<M，恐(f)<M2．

根据上面的讨论，我们不失一般性的假设tO)<Mj(f=1，2)对所有的f≥一f都成立。

由(4．3．1)的第三个方程我们有

X3(t)≤flVMlX3(t—f)一x3(t)(d‘+P‘而0))，

当彰Ml>d‘(我们不考虑彰MI<-d‘的情形是因为这种情况在后面定理的条件里已经
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排除了)，我们按如下选取^如

坞>—fly—M1广-d—L，

根据引理4．3．2 x3(t)<Jjl毛将最终成立。证明完毕。■

现在我们构造一个紧区域蜀={(而，恐，妁)Imi<--Xi<Mi，i=l，2，3}E《，其中M是

引理4．3．3中所定义的，mi将按如下选取。

令

连=鼍L L谢U褙U U U，
如果

面砰>口y蟛+蟛∥M3， (4．3．2)

则我们可以选取m1和m2使得满足

O<m2<x2+，

和

訾笋<蚋<考耘，
同时选取％使得

。<鸭<—flfmrl-dU，
当

膨mi>dⅣ (4．33)

成立时，m3的选取是合理的。

定理4．3．1如果系统(4．3．1)满足条件(4．3．2)和(4．3．3)，则每一个具有方程(4．3．1)

中给定正初值的解都将最终进入并停留在区域

Kl={(而，X2，x3)lm，<xi<-Mi，i=1，2，3}∈霹中，这里M是引理4．3．3中所定义的，鸭按
照上面的方法选取。

证明：设X(t)=(t(r)，xAt)，x3(t))是(4．3．1)的一个解且满足给定初值的解，根据

引理4．3．3我们不妨假设J(r)∈Ko={(为，x2，如)fO<xi<M，，i=1，2，3}，f≥一r．
由(4．3．1)的前两个方程我们可得到：



大连理工大学博士学位论文

毫≥一(掣+∥坞)而(f)+砰x：(r)，
iCE≥《xl(t)一蟛x2一CU《，

于是我们可得：

量II∞；J，Il>0， it2I≈m>0，
lx2≥42 lq≥”1

这样如果而(o)≥啊，x2(o)≥m2，则(x6t)，吃o))∈{(xl，x2)Imi<xi兰％，i=1，2}对所
有的r>0成立。

如果初值不满足XI(0)≥m1，x2(0)2m2，即0<■(0)<蚋，或者0<x2(O)<m2，

则我们作如下讨论，设：

Ri={(而，x2)『m2工l<mix2，0<-<m1}，

恐={∽，而)Imix2≤m2X1，0<x2<m2}，
和

g(f)=min{m2’(f)，mix2(t)}，

于是可得：

gcD=。确m2恐xI。(味1),离善i乏暑；i乏：
g(O的导数满足：

酬焉≥吻[砰娩(f)一硝+fllUM3)Xl(t)]

≥卅：一cr，[af：}一c口一十∥yA如，]
>0，

雪(r)}悬≥确[孝而(f)一b2ux2(t)一cu薯o)]

≥掣‰t-一一彰妒如；1-I7竹1

>0，

于是g∽在R1 UR2上单调递增。如果给定初值g(0)>O，我们有

烈。k>g(o)l砰等．(∥+∥坞)j2％>0，
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g(t)l恐≥警障"蟛他∥吲=Or"2>o，
g(，)在蜀U恐上的右上导数满足：

D+g(t、≥口>0，

d=ii[1in{c[1吻}，

这说明g(O将在马UR2上以不低于a的速度递增，那么最终会有g(f)>确研2成立，也

即XI(，)>ml和m2(t)>m2将最终成立。

最后我们根据上面的讨论不妨假设xi(t)≥mi(i=1，2)对所有的t>一f，由(4．3．1)的

第三个方程我们得到：

南≥劈mlx3(t—f)一dUx3(t)一∥鸯(，)，

由他的定义和引理4．3_2我们可以得到x3(t)≥m3将最终成立。于是我们证明了系统

(4．3．1)的所有解都将最终进入并停留在区域置中，也即是持久生存的。■

4．3-3周期解的存在性

如果我们假设所有的系数q(r)，6f(，)，fli(t)，(i=1．2)，c@战魂e(O都是∞一周期函

数，此时系统(4．3，1)是一个功一周期系统，我们将讨论周期解的存在性。

定理43．2假设∞-周期系统系统(4．3．1)满足条件(4．3．2)和(4．3．3)，则系统(43．1)

至少有一个正由-周期解。

证明：由定理4．3．1和定理1．5．2我们很容易知道国．周期系统系统(4．3．1)至少有一

个功．周期解工+p)=(并p)，茜(，)，葛㈣。一

4．3．4例子及图示

这里我们给出一个具体的两种群时变阶段结构捕食．食饵模型：

岛(f)=一(7．05+O．05sint)x1(f)+(8．05+O．05COSt)x2(t)

-(1．05+O．05cos4t)xI(r)b(，)，

也(f)=(2．05+O．05cos2t)x](t)一(O．105+O．005sin2t)x20)

一(11．05+0．05sint)x；(t)，

-女3(t)=％(f)【一(1．05+o．05sin4t)一(21．05+o．05cosl)x3(t)】
(5．05+0．05sint)xI(f—r)x30—f)．

这个8石．周期系统满足定理4．3．1中的所有条件，因此它是持久生存的，由图4．3．1可以
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看出它有一个正的周期解而且，从数值模拟的结果还可以看出此周期解是一个渐近稳定

的周期解。

§4．4生物意义

图4．3．1

本章研究的两种非自治阶段结构模型可以用来描述人类在渔业以及畜牧业中的养殖

过程，当养殖圈中的生物物种不只一种时，我们要考虑种间相互作用会给养殖带来哪些

影响，同时也要进一步考虑种间竞争或捕食会给不同的年龄阶段的物种带来的影响。本

章结论得到的持续生存性和周期解的存在性、渐近性等各种性质可以用来指导如何保持

生态系统持久发展。

^～。：～猫]嗨～拟～碰

一0～



结论

结 论

本文分别研究了以实际生态环境为背景的脉冲微分方程模型和时变微分方程模型的

解的周期性，并利用理论与数值模拟相结合的方法研究了相应周期解的渐近性质。模型

包括应用于害虫治理的状态依赖脉冲微分方程，具有非线性传染力和出生死亡率的脉冲

免疫接种传染病模型，和非自治的阶段结构两种群竞争与捕食模型。

研究结果表明在这些模型在周期性的环境影响或人工干预控制行为影响下其解都具

有一定的周期性，而且其周期性是稳定的。

在农业生产中害虫治理采用综合治理有其一定的优越性和可持续发展性，根据具体

的杀虫剂喷洒量和天敌投放量的不同系统将被最终稳定到一个阶一周期解或者稳定到一

个无脉冲平衡点。在传染病的控制中采用适当的周期脉冲免疫接种则可以最终使疾病消

除。关于非自治的阶段结构两种群竞争与捕食模型的研究结果则表明系统在适当的条件

下可以持续发展，并可以指导人类如何更好的开发可再生资源，并同时保持生态系统的

持久发展。
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创新点摘要

l、状态依赖脉冲微分方程的定性分析及应用现仍在起步阶段，唐三一建立了害虫控

制状态依赖脉冲微分方程模型，并利用求出解的解析式的方法对其阶一周期解的存在性

及渐近性进行了分析研究。本文研究了在此基础上增加密度制约项的模型，改进后的模

型是一类不可求显式解的状态依赖脉冲微分方程，通过构造脉冲不变集的方法我们从理

论上给出了几种不同情况下阶一周期解存在的充分条件，避免了求解方法的局限性。

2、近期对脉冲免疫接种传染病模型的研究多集中于线性传染力，本文则研究了一类

非线性传染力且出生、死亡率相同的脉冲免疫接种传染病模型，其中染病者因病愈而能

自然获得免疫但在一段时间后也会自然丧失。本文对几种不同接种方式包括连续免疫接

种，常数、比例型脉冲免疫接种做了研究，分别给出了疾病消除的充分条件，并利用数

值模拟的手段发现了脉冲系统中可能存在的复杂性。

3、建立了非自治的阶段结构两种群竞争以及捕食的生态模型，非自治的系统假设系

数都是周期或非周期的变化从而使模型更加符合实际，本文对它们进行了有界性、持久

性等分析，并进一步分析了周期系数作用下系统的周期解的存在性及渐近稳定性。
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