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第1章绪论

随机网络，而是具有与前两者皆不同的统计特征的网络，这样的一些网络被科

学家们叫做复杂网络(complex networks)。1998年和1999年小世界网络

(small．world networks)”“州和无标度网络(scale．free networks)⋯“这两个重要的复

杂网络模型建立后，复杂网络理论更是得到了迅猛的发展。

对于物理学家而言，研究复杂网络的终极目标是理解网络的拓扑结构对复

杂系统物理过程的影响。复杂网络上动力系统的同步是其中一项重要的研究课

题。同步是指性质全同或相近的两个或多个动力系统，通过系统间的相互作用，

使得在不同的初始条件下各自演化的动力系统其状态逐步接近，最后达到全同

的状态。同步现象在自然界中非常常见。早在三百多年前，科学家惠更斯就在

给父亲的信中提到他卧病在床的几天中观察到挂在墙上的两只摆钟会出现钟摆

摆动趋于同步的现象，并正确地理解了这种现象发生的原因是它们通过悬挂其

上的横梁相互作用”’．除了这种两个个体相互作用产生的同步现象之外，很多重

要的同步现象出现在多体系统中”‘”。，例如夏日夜晚青蛙的齐鸣，萤火虫的同步

发光，心肌细胞和大脑神经网络的同步”⋯’，剧场中观众鼓掌频率的逐渐同步等

等”’。多体系统自发同步的现象，典型如萤火虫的同步发光，早在280年前就有

比较正式的报道””，而且更早就作为浪漫场景的代表见诸小说，但是一直缺乏合

理的科学解释。早期的解释千奇百怪，甚至眼睑的颤搐和岸边的湿气都一度被

认为是这种现象发生的缘由。直到四十年前Buck通过实验证明萤火虫闪烁的频

率会受到周围发光体闪烁频率的影响“⋯，对于自组织形成的同步现象的研究才开

始步入正途，这也同时开创了网络同步研究的先河。Buck相隔半个世纪的两篇

题目相同的综述”““’是这个领域坎坷发展的最佳见证。

在网络的概念被引入同步研究之前，大量的关于耦合系统同步的讨论，不

论是针对两个振子还是无穷多个振子，也不论是针对极限环系统还是混沌系统，

一个基本的假设是振子间的相互作用是全局的，并且动力学系统是全同的p引。

如果将每一个动力学系统用一个点来表示，存在相互作用的两个系统间连一条

边，就形成了一个动力网络。从这个角度看，因为任何两个振子之间都存在相

互的耦合作用，以前的大部分研究就等价于完全图(complete graph)上的同步问

题。另外，针对规则网络(regular network)和随机网络(random network)的研究也

是比较深入的。但是，最近大量实证研究却表明，从Intemet”1到WWW””，从性

伴侣关系”’到合作网络”“，从神经网络【36】到蛋白质相互作用网络”“，从语义关系

网”“到数学关系网”“⋯⋯丰富的真实网络具有完全不同于规则网络和随机网络
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第1章绪论

统计特性，人们一时难以理解这些复杂的结构，因此称这些网络为复杂网络。

经过数百年的研究，科学家们提出了众多模型来描述复杂网络，例如规则网络

模型，随机网络模型，小世界网络模型，无标度网络模型，偏好依附与随机依

附竞争网络模型，信息不完全时的网络生长模型，没有偏好依附的自组织无标

度模型或者专门针对合作网络或者含权网络的模型，这里我们重点介绍其中应

用最广泛，最具代表性的主要有以下四个基本模型：规则网络模型，随机网络

模型，WS小世界网络模型和BA无标度网络模型。

规则网络。规则网络在图论中由很严格的定义，即指每个节点度都相同的

图。这里我们介绍一种很具代表性的规则网络近邻耦合网络，见图1．1(a)在这

样的网络中，节点被排成一圈，首先最近邻的节点被连接起来，然后再将次近

邻的节点连接起来⋯⋯直到距离为m的节点连接起来，在该图中m=2。对于N

节点的近邻耦合网络，网络平均距离L～N／4m，即网络的平均距离随着网络规模

的增大线性增长：m为2的近邻耦合网络的簇系数C=0．5， 比较大；所有节点

的度都相同，即度分布满足6函数的形式。

随机网络。随机网络就是随机图，见图1．1(b)该网络可以通过这样的方

式建立：首先确定网络中的节点数目N，然后以概率p连接网络中的任意两节

点，最后所形成的网络中大约有彬J，)／2条边。在随机网络中，网络的平均距
离L=logN／log【p(N一1)】，簇系数C．p，度分布满足泊松分布(Poisson

distributionl。
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图1．1几种网络构型：(a)近邻耦合网络，(b)随机网络。 【参考文献40]
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孵小世界网络模型””1由于绝大多数真实网络具有大的簇系数和短的平均
距离，因此既不同于规则网络，又异于随机网络。为了更好地刻画真实网络，

1998年W硫s和Strogatz提出该l罐络模型：从具有Ⅳ个节点，配分数为z的最近

邻环网开始，对于每一条环网上的边，以概率p断开再随机重连到其它节点上去，

在这个操作过程中不允许边的重连(连接两个节点的边不止一条)和自连(边的两

端连接到同一个节点上)。图1．2展示了重连概率p从0到l增加，网络结构的

变化：当p=0时，网络是规则的近邻耦合网络；p的增加佼褥网络中存在一些“捷

径(shortcut)’'，这些捷径的存在使得网络的平均距离显著降低，但由于大部分的

边还是连接到近邻节点，所以网络的簇系数依然保持很大；当妒=l时，网络变

为随机网络。图i．3画出了网络的平均距离和簇系数随重连概率p的变化规律，

可以看到p在大约0．00l到0．1的变化范围内，网络的平均距离很小，但簇系数

依然保持很大，我们称在这个范围内的网络为小世界网络。

胁 概 胍
≯lO ～·———————————————————》籼粥aS汹g国烈㈣蠡鹳 p嚣{

图1．2 WS小世界网络模型，从左到右重逢概率p由O增加到l。随着重连概率的增加，网络

由近邻耦合网络变为小世界网络再变为随机网络。[参考文献7】
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图1．3 Ws小世界网络的平均距离和簇系数随重连概率p的变化【参考文献7】

&4无标度网络模型“““’B瑟ab瓠i和Albert认为网络规模的不断增加和新

增加的节点伸出的边有偏好地连接到已有节点上是网络具有无标度特性的根本

原因，根据这两个原则他们在1999年提出了一个无标度网络模型。在该模型中，

网络初始时具有棚。个节点，以后每一时步增加一个新节点，新节点在网络中已

经存在的节点中选择m个(脚≤锄口)并与之相连，其中节点f被选中的概率与它的

度肋成正比。可以证明，以这样的机制生成的无标度网络，当节点数Ⅳ叶o。时，

其度分布的幂指数y一3，平均距离Z～加rM，簇系数C^Ⅳ”“

下面我们比较一下根据这四种网络模型生成的网络与真实网络的主要性质

的异同，如表1．4所示。由表格得知，真实网络具有短平均距离，大簇系数和

幂律分布。后来，科学家们为了更好的再现真实网络的三大特征建立了许多模

型，但由于WS小世界网络和BA无标度网络各捕捉到了真实网络三个主要性质

中的两个，而且这两种网络模型规则简洁并抓住了复杂网络的基本性质，到目

前依然是使用最普遍的复杂网络模型。
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表1．4各种网络主要拓扑特征一览 规则网络平均大离 大系数

6函数分布 BA无标度网络 小大指数分布

部分真实网络小大

近似幂率分布

1．3复杂网络同步的矍矍囊羹

萋蓁蓠学氢簿沛篓刚妻恁囊矧一魏篓鲼创难；薹盟髂匙磊甜驻摒髅豳酏墼

荔绉解霎箩搿孵黔巍i墓日船铲到黾乎鹫型甄菠雾强塞甏剿影驻豁蓬莺翥冀簇

簇系数(clustering

coemcient)、度分布(degree distribution)、介数(betweerⅡless)等，下面我们就

来介绍它们的定义。

平均距离：网络中任何两节点间的距离是指从其中一个节点出发到达另外

一个节点所要经过的边的最少数目。将网络中任何两节点对的距离做平均就得

到了网络的平均距离。

簇系数：单个节点簇系数定义为它所有的邻居节点中仍然是邻居占总的可

能性的百分比。举个例子来说，如果某个节点有5个邻居，如果它们之间都是

邻居，那么它们之间就有10条边，但实际上这些节点间只有6条边，那么该

点的簇系数就是6／10=0．6。将网络中所有节点的簇系数做平均，就得到了网络

的簇系数。

度分布：某个节点的度表示连接到该节点上的边的数目，也就是该节点的

邻居数。通常情况下， 网络中不周节点的度并不相同，因此网络中度的分布规

律也是刻划网络特点的一个重要参量。

最大介数：某个节点的最大介数，指的是网络中的最短路径经过该节点的

次数。

当然，描述网络结构的特征量还有很多，这里就暂不一一介绍，在使用到
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1．4网络上动力系统同步的稳定性分析

Pecora和C黜ll研究了由全同振子构成的线‘f，￡耦合网络同步的稳定性问
题，给出了主稳定函数判据⋯’。他们首先假设：(1)所有的耦合振子都是完全相

同的，(2)从每个振子提取的用于耦合其它振子的函数也是完全相同的，(3)同

步流形是不变流形，(4)节点的耦合方式可以在同步流形附近线性化。假设(1)

和(3)是为了保证相空间中同步超平面的存在，假设(2)是为了使动力学系统和

网络结构的稳定性图象更加清晰具体，假设(4)是为了更好地应用线性近似这一

研究耦合系统最常用的方法。

在此基础上，Pecora和Ca玎oll逐步完成了当网络上的耦合振子系统的同步

混沌态存在短波分岔时的同步稳定性分析，提出用主稳定性函数方法确定动力

网络同步的稳定性⋯“。对动力网络的同步稳定性分析，很多人已经做了这方面

的工作”””1，我们得出这样的结论：一个动力网络是否能够实现同步，取决于节

点上动力系统的特性、节点的耦合方式以及网络结构。在这里我们更关心网络

结构对动力网络同步稳定性的影响。具体说来，对于同步稳定区域封闭的动力

学系统而言，耦合矩阵的特征值比越小，它能使更多种类的动力系统同步，我

们说这样的网络同步能力强；同样，对于同步稳定区域半开半闭的情况，耦合

矩阵次最大特征值的绝对值越大，网络的同步能力越强。下面我们取耦合矩阵

为拉普拉斯矩阵，即G=L，来考察几个规则网络的同步能力，并利用汪小帆和

Pecora的判定方法即’48’41来进行分析。

首先考虑最近邻耦合网络，其耦合矩阵G的特征值是九=4sin2(万七／Ⅳ)其

中拓O，1，，胪l。由上式可知：yl=4sin2(万／Ⅳ)，‰弧=4 ym戡／以=1特征值比

y。。。／所=1／sin2∽／Ⅳ)。当Ⅳ一o。时，y～0，y。。／以一Ⅳ2，可以看到无论同步

区域是什么情况，随着节点数目的增加网络的同步能力逐渐减弱，动力网络的

同步稳定性逐渐降低，直至失稳，脱离同步状态。

再看星型网络，它的耦合矩阵的特征值除了零以外只能取两个值

所=圪=⋯=h一2=1和‰=h一。=Ⅳ，特征值比‰／以=Ⅳ。当同步区域半开半
闭，只要耦合强度仃≥川，网络就会同步；当同步区域封闭，随着节点数目的增

加网络的同步能力减弱，直至引起动力网络同步状态的失稳。

最后我们再来看一下完全网络，其耦合矩阵的特征值只有O和Ⅳ，特征值比

‰。。／托=1。因此，对于同步区域半开半闭的动力网络，当耦合强度选定时，只

9
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要节点数目足够大，网络都会同步：对于同步区域封闭的动力网络，无论节点

的数目是多少，恰当选择。的大小，总可以使网络的同步状态稳定。

小世界网络和无标度网络由于结构复杂，耦合矩阵的特征值分布没有简单

规律，要做具体分析。通过研究可以发现小世界网络具有极强的同步能力，其

同步能力不但远强于同规模的近邻耦合网络，并在有些情况下强于非常易于同

步的随机网络，无标度网络虽然同随机网络相比同步能力差一些，但也强于规

则的近邻耦合网络。

在很多真实情况下，网络中每个节点上的动力系统不可能完全相同，其参

数可能会出现失配的现象，那么用全同的振子来描述网络的动力行为可能就是

不恰当的了，于是有人用耦合相振子：Kur锄oto振子⋯⋯来分析网络上的动力学

行为。由于本文介绍的提高同步能力的方法中，采用的是全封闭网络，而且网

络中每个节点的动力学系统都是完全相同的，因此这里关于非全封闭网络，网

络中每个节点动力学系统不全同的情况就不多做解释了。

1．5网络的几何特征量对同步稳定性的影响

前面已经提到了，描述复杂网络结构特点的特征量很多，如度，度分布，

平均距离，簇系数，介数等等，那么哪一个或者哪几个量会对网络的同步稳定

性产生影响呢，这个影响又是怎么实现的呢?下面我们来回答这些问题。大量

的研究结果H349’H舻删表明，小世界网络和无标度网络的同步稳定性好于最邻耦合

征值比允Ⅳ／五及节点的最大介数乙。。与度分布的幂指数y间的关系，如图1．6(a)

和(b)所示：随着y的减小，虽然平均距离D减小了，平均度尼增大了，但同

步稳定性却变差了。他们认为这是由度和负载的不均匀性造成的。图1，6(c)

(d)和图1．7(a)(b)分别给出了DM老化网络”1和一种变形的小世界网络的一

些相应结果，它们对网络同步稳定性的影响与半随机无标度网络是一致的。

Nishikawa等人强调度分布的不均匀性对网络同步性质有重要影响：度和负载分

布越不均匀，网络同步的稳定性越差。最后他们总结各个几何特征量对同步稳

定性的影响，给出下面的不等式(未经理论上的严格证明)：
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{1一喜l争s孕≤(Ⅳ棚k缸Dm“五
LⅣj k如、

7 1瞰“瞰m“ (1．4)

其中N是节点数， k弘，气i。分别指网络的最大最小度，乞是最大介数。
Dm。是最大路径长度。式子(1．4)给出了网络的喾个特征量与耦合矩阵的特征

值比的关系，已知网络的各几何参量可以定性的确定特征值比的范围，即网络

的同步能力。

图1．6同步区域有界时半随机无标度网络的(a)平均距离D、平均度i、度分布的标

准差s：(b)耦合矩阵特征值比如／五及节点的最大介数乞。与度分布的幂指数y闯的

关系；(c)(d)DM网络的相应几何参量随参数口的变化关系【参考文献70】
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图1．7一种变形的小世界网络的几何参量随参数的变化关系【参考文献70】

Hong等人””研究了WS小世界网络中各个特征量对动力学系统同步区域有

界时网络同步稳定性的影响，如图1．8所示。随着重连概率p的增大，虽然度分

布的方差蠢兰(Ⅳ。∑，砰)一(Ⅳ一∑，t)‘和最大度k驭越来越大，即度分布的不均

匀性增大，但耦合矩阵特征值比丸。／九；。单调递减，即网络的同步能力增强了，

这与Nishika、Ⅳa等人的观点相矛盾。图1．8(b)的插图中给出了平均距离l随p

的关系，由图可知，在WS型小世界网络中平均距离越小网络同步能力越强，

这符合人们的感受。图1．8(c)表明：在WS型小世界网络中最大介数Bm积越

小，网络同步稳定性越好，这与Nishikawa等人的结果是一致的。因此，Hong

等人得出这样的结论：最大介数是描述网络同步能力的最恰当的特征量，并且

网络的最大介数越小，同步稳定性越好。但最大介数为什么会对网络同步的稳

定性有这样大的影响呢?直观解释如下：假设在网络中两个连接度很高的集团

间通过少量的几个点相连，同步信息通过其中介数最大的节点传播，这就会造

成信息的拥塞。因此，网络的最大介数越大，信息的传播越不通畅，网络的同

步能力下降。为了证明这一点，Hong等人还做了如下计算：定义万为除去网络

中某个节点后耦合矩阵特征值比的变化。若6几乎不变说明除去该点对网络同步
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网络同步能力之间的关系，且利用它们之间的关系提出了各种各样的方法来提

高网络的同步能力，进而找到了同步能力最优化的耦合网络。各部分的的基本

内容如下。

在第二章，我们主要介绍利用网络结构特征，通过改变网络的结构来提高

同步能力的方法。我们首先介绍了复杂网络同步领域在网络同步能力与网络结

构特征量之间关系的研究现状，重点在于阐述通过改变网络的结构提高同步能

力的几种有代表性的方法。包括降低网络的平均距离提高同步能力的方法，降低

网络的最大介数提高同步能力的方法，以及通过去耦合方式提高同步能力的方法

和调节网络的簇系数提高同步能力的方法。

在第三章，我们首先回顾了2005年以来提出的各种不改变网络的结构，通

过调节节点间的耦合方式来提高网络同步能力的方法，其中这类方法又可以分

为静态耦合法和动态耦合法。静态耦合法包括MZK方法，利用网络的全局信息

(边的介数)来提高网络同步能力的方法，利用网络的局部信息提高网络同步能力

的方法，利用节点的年龄特点来提高网络同步能力的方法，等等。其中MZK方

法是将网络中每个节点接收到的耦合信号进行标准化(nom“ize)，使得度大的节

点对度小的节点的耦合强度大于度小的节点对度大的节点的耦合强度，网络的

同步能力得以显著的提高。这是目前人们常用的一种耦合方法。利用边的介数

提高网络同步能力的方法需要知道网络的全局信息，当网络规模比较大时边的

介数是很难计算的。利用网络的中心节点提高网络同步能力的方法，其耦合矩

阵形式由两个可调参数来调整，实际操作中总要先假设一个参数不变，考察另

外一个参数变化的情况下网络的同步情况，操作起来显麻烦。

一些无标度网络模型在网络的生成过程中节点是逐步加入到网络中的，这

就使得网络中的节点具有年龄特点。Hwang等人提出了利用网络的年龄特点来

提高网络的同步能力。但是他们只是定性的分析了节点受到年龄大的邻居的耦

合强度大于年龄小的节点，并没有考虑节点和邻居间的具体年龄差会对网络的

同步有一定影响。而且在其提出的耦合方式下耦合矩阵特征值之比是复数，需

同时考虑实部和虚部的变化，这对考察网络的同步能力是否提高带来了不便。

在HwaIlg等人提出的方法上，提出了由节点编号代表节点的具体年龄，编号小

表示节点首先加入了网络在网络中实际年龄大，编号大的表示节点在网络中的

实际年龄小，我们提出了一种新的耦合方式考虑了节点具体的年龄差，该方法

只有一个可调参数，虽然是非对称耦合，但是可以证明其耦合矩阵特征值全为
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实数，其网络的同步能力可以在MzK耦合方法的基础上进一步得到提高。而且

我们注意到，在上述方法的使用中，可调参数取得极限值时，相当于只有该年

龄最大的节点起到了耦合的作用，即网络中每一个节点只受到其邻居中年龄最

大的节点的耦合，这时的耦合网络在经过简单的处理后等价于一个树状图，网

络的同步能力达到了最优化的状态。这样，我们可以通过一个简单的方法获得

了同步最优化的耦合网络。该部分的内容发表于Physical Review E

76，057103(2007)。

动态耦合方式也可以分成两类：一类是耦合结构不变，耦合强度随时间变

化的情况；另一类是不单耦合强度随时间变化，且耦合矩阵结构也随时间变化

的情况。

在第四章我们充分调研了由Donetti等人提出的通过全局优化算法提高网络

的周步能力的方法和由NjshikaⅥ慑孑7：Motter提出的通过广度搜索法使网络达到

同步最优化的耦合方式，进而分析丁由我们提出的基于网络节点的年龄特点的

耦合方式也可以使网络达到同步最优化，而且不需要知道网络的全局结构信息

和不需要做过多的硬性规定，不需要经过复杂的算法设计和大量的计算仅仅通

过简单的引入节点具有年龄的特点，精妙的设计了一种新的耦合方法，在该方

法下就可以让网络的同步最优化。

文章的最后对本文进行了总结，并提出了以后的研究工作中值得关注的问

题。
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第2章通过改变网络结构提高同步能力的方法

在本章，我们主要介绍了通过改变网络结构提高同步能力的方法。首先澄

清了网络的平均距离和度分布，簇系数等结构特征与网络同步能力之间的关系，

介绍了复杂网络同步领域在网络同步能力与网络结构特征量之间关系研究的发

展现状。然后介绍在明确网络的结构特征量对同步能力的影响后，各种通过改

变网络的结构特征．平均距离，最大介数，簇系数来提高同步能力的方法。

2．1复杂网络的各个结构特征量与网络同步能力之间的关系

大量的研究结果M2蛔删表明，小世界网络和无标度网络的同步能力远强于最

近邻耦合网络，对这一现象人们不假思索的认为是由于小世界网络和无标度网

络的平均距离小，使得振子间的信息交流更为高效，从而使复杂网络具有比规

则网络强得多的同步能力。但复杂网络的结构非常复杂，描述其结构特点的特

征量有很多，如度、度分布、平均距离、簇系数、介数等等，单单平均距离这

一个量就能表达出复杂网络的同步特点吗?Nishikawa等人。1和Hong””等人先

后就网络的平均距离，最大度，度分布方差和最大介数等几个结构特征量与网

络同步能力之间的关系展开了讨论，McGraw和MenZinger详细的讨论了簇系

数与网络同步能力间的关系”“。赵明等人⋯”在前人研究的基础下，提出了利用随

机交叉边的方法，在不改变网络中各个节点的度的条件下调节网络的其他结构

特征量，这样就可以把网络的平均距离和度分布这两个饱受争议的结构特征量分

开讨论了。清楚的阐明了网络结构特征量与网络同步能力的精确关系。

从Nish撤awa等人研究结果得知，网络的同步能力与网络的平均距离无明显

关系，而度和介数的分布特点却可以很好地表征网络的同步能力：网络的度和

介数分布越均匀，网络的同步能力越强。Hong等人通过进一步研究认为网络的

最大介数表征了网络的同步能力：网络的最大介数越大，同步能力越差；网络

的最大介数越小，同步能力越强。赵明等人经过深入研究发现，最大介数也不

能完全刻画不同网络间的同步能力。使用最大介数作为评价网络同步能力的结

构特征量对于同一个网络是适用的，即对网络的结构进行一些小的扰动后可以

16





第2章通过改变网络结构提高同步能力的方法

图2．1针对吒节点的3分解示意图。左侧的圆实点是度为6的节点xo，经过一次3分解后，

xo被分解为全连接的三个点xo，x1和x2，原来连接到xo的6条边被重新连接到这三个点上。【参

考文献73】

考虑到在大规模网络中计算节点的介数非常困难，而大部分无标度网络的

节点度和介数都具有很强的正相关性H制，即是度大的节点往往具有更大的介数，

因此可以近似的利用节点的度排序来代替介数排序。整个结构微扰的过程如下：

1．对一个给定的网络，将它各个节点的度按照从大到小排序；

2．选择度最大的节点为中心节点，执行一次m分割操作：

3．对操作后的网络度大小进行重新排序，然后回到第2步；

4．循环执行直到占原网络节点数比例为p的节点被分割。

为了考察网络同步能力的变化，文章比较了分割前后网络耦合矩阵特征值

之比。记厂为原来网络所对应耦合矩阵的特征值比，，’为执行分割操作后网络所

对应的耦合矩阵特征值比。图2．2给出了尺=所7随分割节点比例p的变化规律。

从图可以看出，执行3分割操作下，网络的同步能力得到了迅速提高。

18
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2．2．2降低网络的平均距离提高网络的同步能力

有关网络平均距离对网络同步能力的影响的研究很多，但是到目前为止还

没有～个统一的令人信服的结论。很多研究表明，平均距离越小，网络的同步

能力越好”‘⋯。为了进一步澄清这个问题，同时也探索一种可能的提高同步能力

的方法，周涛等人。1研究了一种名为交叉双环网(crossed doubIe．cycle)的网络

模型，并讨论了其上的同步问题。用图论的语言来说，环cⅣ表示一个具有N个

节点，五，≮，．，h，和Ⅳ条无向边，玉叠，墨矗，．．．，毛一。矗和‘五的网络。将气，毛，．．．，靠

顺次放成～个圆圈，cⅣ正好首尾相连成一个封闭的环。在环cⅣ的每一个节点上

添加两条边，连接到原来距离为m的两个节点上，就构成了交叉双环网，记做

G讲，m夕。图2．3给出了G(20，4)的示意图。交叉双环网这种结构在组合网

络分析中很早就为数学家所熟悉，并且广泛应用于分布式处理系统和局域网络

设计中176’。事实上，最早的并行计算机的多个处理器之间数据传输线形成的网

络就是G(16．4)⋯“。

图2．3 G(20，4)示意图。
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由于这种操作只是将边断开再重新连接，并没有改变任何节点的度，因此

网络的度分布保持变。为了更好的理解随机交叉边方法，图2．6给出了该方法的

示意图。

图2．6随机交叉边方法[参考文献102】

McGraw和Mellzinger将Kuramoto振子的固有频率在O．9 SqSl．1范围内

随机选择，并且给每个振子的初始位相随机赋值。在数值模拟的过程中，用Euler

方法以步长0．02解在不同的耦合强度下振子所满足的微分方程，去掉前100步

的暂态过程，计算了经过500个时间步平均的序参量，其结果如图2．7所示。

其中m表示序参量，y表示网络的簇系数，天是耦合强度。为了研究簇系数对

从非同步态到同步态的相变的影响，他们首先研究了序参量聊随耦合强度入的

变化。图2．7(a)(b)分别是在不同的簇系数下随机网络和BA无标度网络的序参量

朋随耦合强度入的变化关系。随机网络(图2．7(a)】的序参量变化简单：当簇系数

比较小，耦合强度～旦大于0．12时序参量就迅速抬升。增大簇系数抑制了网络

的全局同步并且序参量的这种迅速抬升变得越来越不明显。

在BA无标度网络【图2．7(b)(c)】中，簇系数对网络同步有更复杂的影响。当

簇系数y=O．O时．在耦合强度入≈O，7附近就开始进入同步态，但序参量的变

化过程并不像随机网络那样陡峭。奇怪的是，增大簇系数在弱的耦合强度下会

提高网络的同步程度但在强的耦合强度下会降低网络的同步程度。
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图2．7序参量m在不同的簇系数y下随耦合强度入的变化关系。(a)随机网络：(b)，(c)

BA无标度网络：(c)在相变区域的放大图，表明簇系数大的网络首先发生相变。【参考文献

102】

为了更细致的研究同步过程，他们还考察了演化稳定后的相振子的固有频率

啦与实际的振子振动频率Q．。注意到当耦合强度为零时，每个振予以各自的固

有频率独立演化，Q=∞；增大耦合强度，振子经过一段时间演化达到稳定状

态后，当耦合强度较大，使振子系统实现整体的同步，那么所有节点的实际的

振动频率相同，Q．取单一的值；当耦合强度处在两者之间，使稳定后的系统处

在部分同步状态，这时Q。的取值也与振子的固有频率不同，其值大小与耦合强

度有关。图2．8给出了随机网络的同步稳定后振子的振动频率Q，与节点的固有

频率以的变化关系。可以看到在固有频率为l附近的节点首先开始进入同步态，

随着耦合强度的增加，越来越多的远离平均频率的振子也进入了同步态。在相

同的耦合强度下，当网络的簇系数比较大时，振子振动的频率分布范围更大些，

这是因为每个振子的振动状态不仅取决于振子的固有频率和所有振子的平均频

率，还取决于它的局域连接状况。对于簇系数比较大的网络，振动频率的分布

有两个主要特点，一是振动频率的分布比较分散，二是振子会形成不同振动频

率的同步簇(图中的多条横带)。随着耦合强度的增加，不同的同步簇会融合进
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而形成一个同步簇，但需要比同步簇系数小的网络大得多的耦合强度。

对于BA无标度网络的情况，从图2．8可以看出在弱的耦合强度的情况下簇

系数大的网络先开始同步。但这种同步只涉及网络中的一部分节点，其它的节

点还是在自己的固有频率上演化，好像完全没有受到其它的节点的影响。这与

随机网络的情况完全不同。由于无标度网络的度分布异质性非常强，一个节点

是否受到其它节点的强烈的影响主要取决于其邻居的数量。在图2．9中给出了

节点的振动频率与网络节点的度的关系。很明显，网络中度大的节点首先进入

同步态，随着耦合强度的增加，度小的节点也慢慢的进入同步态。与随机网络

相同的一个特点是簇系数大的网络更容易形成在度大的节点周围的频率同步的

簇，这抑止了网络的整体同步。在弱的耦合强度下，早期形成的同步的簇会有

助于提高网络的序参量。

总之，网络簇系数的增加会增强网络的局域同步但却抑止了网络的整体同

步。
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一个动力网络的同步能力是由网络结构，耦合方式和动力学本身性质(不

在本文讨论范围之内)三者共同决定的。常用的提高网络同步能力的方法粗略

的分可以分为两类，～类是利用网络的结构特性和同步能力之间的关系，通过

改变网络的结构从而达到提高网络同步能力的目的。这种方法我们在上一章己

作了相关介绍。真实网络的规模巨大，用全局优化算法找到网络的同步最优化

构型几乎不可能，而规模巨大的网络通常很难获得节点的介数，而且改变网络

的其中一个特征量，势必会引起其他特征量的改变，而使网络不易于同步的实

现。因此，一个自然的问题就是如果网络的结构无法改变，能否通过改变网络

节点间的耦合方式来提高系统的同步能力?MZK方法””可以说是这类方法的开

山鼻祖，此方法提出后，各种利用网络的结构特征调节网络中节点间耦合方式

来提高网络同步能力的方法不断涌现。这类方法又可以细分成两类：静态耦合

方法和动态耦合方法。静态耦合的方法，即节点间的耦合方式一旦确定，在振

子的演化过程中就不再改变；动态耦合的方法，即节点问的耦合强度随着演化

的进行不停的根据当时的状态进行变化。在本章，我们会详细介绍上面提到的

几种有代表性的方法。随后提出我们设计的利用网络节点的年龄特点提高网络

同步能力的方法，而且这种方法还简单的实现网络同步的最优化。

3．1提高网络同步能力的MzK方法

2005年初，Motter、Zhou和Kunhs首先提出了通过调节耦合方式来提高

网络同步能力的方法(我们简称为MZK方法)”“，该方法一经提出就受到了广泛

的关注。其后，各种以该方法为基础，采用调节网络中节点间的耦合方式来提

高网络同步能力的方法不断涌现，掀起了提高网络同步能力方法研究的高潮。

下面我们就来详细介绍一下MZK方法。

Motter等人注意到这样一个现象：在网络的同步过程中，如果耦合矩阵是

拉普拉斯矩阵，网络中每个节点接收到的耦合信号量与其度呈正比，那么网络

中度大的节点接收到的耦合信号量要远大于度小的节点。为了便于理解，我们
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图2．9 BA无标度网络：j寅化稳定后振子振动的频率Q．与振子的固有频率q之间的

关系。当簇系数很大对，在弱的耦合强度下就会形成一些频率同步的簇(水平带)，这样的网

络频率同步簇很明显。f参考文献102】
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图3．1耦合矩阵的特征值比R随可调参数B的变化规律：(o)随机无标度网络，其中实心圆

表示幂指数丫=3，实心正方形f5；(b)确定性无标度网络：(c)生长无标度网络和(d)NW型

小世界网络，其中实心圆表示M=256，实心正方形M=512。[参考文献82】

图3．1给出了跟据这四种网络模型计算出的网络的耦合矩阵的特征值比欠

随参数0的变化规律，这几个数值模拟的结果有个共同的特点：当B=1时，R都

取最小值，表明此时网络的同步能力最强。

在无标度网络中，随着度分布幂指数Y的减小，网络度分布的异质性增强。

从图3，1(a)的随机无标度网络的数值模拟结果可以看出，随着度分布异质性

的增强，耦合矩阵特征值比的降低更明显，表明网络的异质性越强，该方法提

高网络同步能力的效果越显著。在NW型小世界网络中，随着网络中增加的随

机边的数目M的增加，网络的度分布的异质性增强。在D=0处，随着M的增

加，耦合矩阵的特征值比R降低，但在0=1处两个网络的耦合矩阵的特征值差

异比在B=0处更明显，表明耦合矩阵特征值比的变化比度分布的异质性的变化

更显著【图3．1(d)】。这两个图的模拟结果表明，网络的异质性越强，该方法提高

网络同步能力的效果就越显著。
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3．2静态耦合的方法

MZK方法的提出，为人们在提高网络同步能力方法这个领域开辟了一条新

的道路，之后以MZK方法为基础、各种利用网络的结构特性调节网络中节点间

的耦合方式来提高网络同步能力的方法不断提出。这些方法总的来说可以分成

两类：一类是静态耦合的方法，另一类是动态耦合方法．在这节我们重点介绍静

态耦合方法的典型代表。静态耦合方法即节点问的耦合方式一旦确定，在振子

的演化过程中就不再改变了。下面我们将介绍除了MZK方法外，其他几种比较典

型的利用网络的结构特征，通过调节网络中动力学系统的耦合方式来提高网络同

步能力的静态耦合法。

3．2．1利用网络的全局信息提高网络同步能力的方法

ChaVez等人提出了一种利用边权这个全局信息来提高网络同步能力的方法

嗍。边权是指网络中所有最短路径经过这条边的次数，也叫边的介数。他们注意

到，由于两个节点间的边权(边的介数)会受到距离非常远的节点的显著影响，

边权实际上反映了网络的全局结构信息。权大的边在网络的结构具有更大的重

要性。于是他们设计出了网络节点间如下的耦合方式：

＼一l：陧一： j∈入j

G』，={1 ／=f (3．7)

lo D砌PM西P

其中，。是连接节点i，i之间边的权值，是可调参数，人，是与第i个节点相

连节点的集合。
对于任意的口，耦合矩阵G都是非对称的，可以将其改写成如下形式：

G=QL，其中L是一个行元素和为零的对称矩阵，其非对角元为厶，=一学，且

1 1 三 一!

Q=访口g‘亏号，．．．，亏号)。利用矩阵相似变化可知耦合矩阵G有与形=Q2三Q
2

厶一j‘、j厶。J’Nj

相同的特征值谱。因此无论网络的规模有多大，耦合矩阵G的所有特征值都是
处于O到2的非负实数，并且在网络连通的情况下只有一个特征值为零。

从(3．7)式注意到，当口=O时，该耦合方式退化到MZK耦合方式在∥=l
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的情形；当口=+∞(口：一∞)时，连接到节点i上的所有边中只有介数最大(小)

的边的耦合信号被接收。因此，网络就等价于一个至少有N条边的简单图，这

个图既可能是连通也可能断开了。当这个等价图保持连通(断开)时，耦合矩

阵的特征值比氐／t等于2(+∞)，网络的同步能力会非常强(弱)。
Chavez等人以具有初始吸引度的无标度网络和随机网络为研究对象

孕=巧巩一∑：。哆(，)垒磐砀，调节参数口，考察这两种网络耦合矩阵的特征

值比九／厶的变化规律(如图3．2左侧图(a)所示)。并通过计算

r=log(氐／友)一[109(如／如)k，。比较了该方法与MzK方法的差异(如图3．2左侧

图(b)所示)，其中两条黑实线之间小于零的部分是该方法同步能力强于MZK方

法的参数区域。

图3．2右侧(a)给出了该方法应用于随即图的情况下网络耦合矩阵的特征值

比随参数倪的变化关系，并计算了该方法应用于具有初始吸引度的无标度网络

和随机网络的同步能力间的差异r=【log(丸／五)】即一【log‰／乙)】。砌。，如图3．2
右侧(b)所示。可以看到对于参数空间口>0当使用该种耦合方式进行同步时无标

度网络比随机网络具有更强的同步能力。从这四个图可以看出，中存在一个参

数区域，使得通过该方法进行耦合的网络其同步能力强于MZK方法进行耦合的

网络，并且当口≈l时网络表现出最强的同步能力。
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攀汹幽．，：6日『
1(【2 3’’4。～j、o

图3．2左侧图：(a)具有初始吸引度的无标度网络其耦合矩阵特征值比在参数空间(口，

B)中的变化规律，(b)两粗实线之间实该方法同步能力强于MzK方法的参数区域；右侧

图：(a)随即图的耦合矩阵特征值比随参数口的变化规律，(b)粗实线之上的区域是该方

法应用于具有初始吸引度的无标度网络同步能力强于随机网络同步能力的参数区域[参考文

献60]

3．2．2利用网络的局部信息提高网络的同步能力

利用边的介数来调节耦合强度要利用网络的全局信息，对大规模网络来说

其计算量巨大，使用起来也不现实。为此提出了只利用网络的局部信息来调节

网络的耦合形式，以达到提高网络同步能力的目的。前文提到的MZK方法是这

种方法的一种典型代表。在该方法中，每个节点接收到的耦合信号受自身节点

度的调节。在该方法中，每个节点的邻居对该节点的耦合强度都是一样的，这

就与真实网络不符。在真实系统中，网络中不同的节点其影响力往往是不同的。

为此，赵明等人””提出了利用节点度的不同来调节耦合强度的分布，其耦合矩阵

具有以下形式：
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q=

sl}S?

一E㈦
0

l=J

j∈卜l

otherW{Se

(3．8)

其中s，=y．七?，其余-记号同前。当口=∥=o时，该耦合方式退化到对称

无向的传统耦合；当口>O时，节点演化主要受度大的邻居节点的影响；当口<O

时，度小的邻居起主导的作用；当a=0时，每个邻居起到相等的作用，该耦合

方式退化为MZK耦合方式。图3．3左侧图给出了耦合矩阵特征值比R在参数空

间(口，∥)中的变化图，右侧图给出了在不同的参数∥下R随参数a的变化关

系。由图可见，无论口取何值，都存在一个区间使得R小于口=0的情况，并且

∥=1时网络显示出最强的同步能力。因此在该耦合方式的作用下，恰当的选择

参数口和∥，t q络的同步能力不仅强于对称无向同步耦合方式下的网络，也强

于MZK同步耦合方式下的网络。而且该耦合方式仅利用网络的局域信息就能显

著地提高网络的同步能力，不仅适用于各种网络结构，而且不受网络规模的限

制。

(a) 1900

IR
10{)

10

(b)

}蓬‘
—一6=00
一0：o 2

—3=0 4

—0=o 6

BIo 8

-一8t1 0

⋯0=’0
—3t1 4

图3．3左侧图：耦合矩阵的特征值比R在参数空间(口，∥)中的变化规律；右侧图：

不同的参数∥下R随参数口的变化规律。[参考文献88】

3．2．3利用节点的年龄特点来提高网络同步能力的方法

HwaJlg等人在生长无标度网络中引入了年龄的概念，提出了一种利用网络

中节点具有年龄的特点来提高网络的同步能力的方法捧”。他们注意到，在生长无
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标度网络中，节点由于加入网络的时间不同而具有“年龄”的特点：加入网络

的时间越找，节点的“年龄”就越大。他们认为网络中一个节点受到其邻居的

耦合，年龄比它大和比它小的邻居节点对它的耦合强度应该是不一样的。于是

他们提出了网络中节点间具有如下的耦合方式：

q=

一8，咒吣eij{∈～j
l 一，=f (3．9)

O Df^e厂wfsP

当i>j(i<j)时吃=与导(19l，=芝导)，其中i’j标记节点加入到网络的时间，
Z 么

》j表示节点i比节点i年轻，八，是第i个节点邻居的集合，参数一l<口<l控制

着网络耦合不对称的程度。具体来说，当9<O时，老节点向新节点的耦合强度

更强，老节点在网络同步中起主要作用，反之新节点起主要作用。秒一一1(p_+1)

标志着老的节点(新的)向新的(老的)节点单向耦合。臼=0对应于前述MZK

耦合方式在∥=1的情形。

在这种耦合方式下耦合矩阵特征值一般是复数，并且除了一个特征值为

零外，所有其他特征值的实部都大于零，而虚部的特征值都是以成对共轭形式

出现(M暑max。{l爿》A=o；乃=Ⅳ+／刀，?_2，．．．，Ⅳ)。根据主稳定函数方法，若
R是复平面上的同步稳定区域，那么网络同步稳定的条件是对于给定的耦合强度

仃，所有{毗，，=2，．．．，Ⅳ)都处于R中，并且K／巧和肘暑maxf{l爿1)越小，网络
的同步能力越强。从图3．4展示了耦合矩阵最大的特征值实部和非零最小特征值

实部，两者的比值以及虚部的最大绝对值随参数6I的变化关系。从图3．4(a)可

以看到，对于随机网络口=0时曲线A：(臼)和硝(护)都有最小值，也就是说“年龄”

的引入降低了随机网络的同步能力。但是对于无标度网络，随着6I的减小，这两

条曲线间的差异也一直在缩小，因此比值旯：(臼)／正(毋)也在降低。这表明对于随

机网络口=o时网络的同步能力最强。对于无标度网络，口专一1(p专+1)对应于

网络的最强(弱)的同步能力，如图3．4b所示。对于这两种网络，他们的虚部

的差异很小，但随着口绝对值的增加，虚部的值都在加大，如图3．4c所示。
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图3．4耦合矩阵最大特征值实部和非零最小的特征值实部，两者的比值以及虚部的最

大绝对值随参数p的变化关系，其中实线对应于一种无标度网络，虚线对应于随机网络；随

机网络节点的“年龄”随机给出。【考文献89】

3．2．4基于网络节点具体的年龄特点来提高网络同步的方法

3．2．‘1．1方法背景

MZK方法提出掀起了利用调节祸合方式提高同步能力方法研究的高潮，其

中Huang等人提出的利用无标度网络加入网络的先后，引入了年龄的概念，让

每个节点赋给一定的年龄值，适当的增加年龄大的节点对年龄小的节点的耦合

强度，提出了一种耦合方式以提高网络同步能力。但是我们注意到，Huallg等人

提出的方法，只定性的分析了年龄的大小，假设某个节点的邻居节点年龄比它

大(小)，就固定的给其一个固定的大(小)的耦合强度。并没有考虑具体的年

龄差异对网络同步能力的影响。而且他们提出的耦合矩阵的特征值是复数形式，

要保证同步能力最强，必须同时保证实部特征值中的次大特征值与最小特征值

比(旯：／4)和虚部特征值的绝对值最大值(膨三max，“名墙)这两个值同时取

得最小值。然而在真实系统中，网络中不同节点的影响力明显是不一样的。例

如在社会中，周样是领导，国家主席对某个人的影响明显大予这个人经理对他
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的影响。而且在Huang等人的讨论中，我们发现他们提出的这种方法很难保证

％／巧和膨引naxf(I硝f)同时取得最小值，当筋／巧取得最小值时，
M暑max『{l石b却最大值，因此这很难保证网络具有最强的同步能力。根据不同
节点有着不同的影响力这样的一个设想，我们给网络中每个节点赋给一个年龄，

根据节点具体的年龄来调节网络的同步能力。

在这里，我们采用的网络模型是具有生长性的无标度网络模型，其生成规

则是：从％个全连通的节点出发，每一时步增加一个新的节点，新节点随机选

择m(<聊。)个已经存在在网络的节点，将该节点与这些节点相连，选择这些节

点所依据的概率是：

矽．∞—当生 (3．10)"茄 ∞-∽

其中尼，和p，分别表示第i个节点度和被选择概率，B是节点的初始吸引度。

通过调节可调参数m，B就可以得到不同的无标度网络构型了。我们知道在生长

无标度网络中，节点是一个个的加入到网络中的，并且按照加入网络的时间先

后被分别编号。这里我们用节点的编号来表示节点的年龄，节点的标号越小，

其加入网络的时间越早，年龄越大，反之年龄越小。通过这样一个简单的规定，

每个节点的年龄都被具体化了。

3．2．4．2耦合矩阵形式及其特征值谱

在这里，我们考虑进去每个节点都具有之间独有的年龄特点，两个节点间

的耦合强度大小取决于它们之间年龄大小差异的多少。因此我们的耦合矩阵具

有如下形式：

， i_j

q：卜孚Ⅲ， @⋯

O Df办P，．1缈西P

其中S=∑肛^，P叫卜％，口是可调参数。当口=o该耦合方式退化为MzK耦
合方式。当口>0时，年老节点的耦合强度强于年轻节点，在网络同步中起更重

要作用；当a<0时，年轻节点的耦合强度强与年老节点，在网络同步中起更重
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要作用。

下面我们来分析耦合矩阵的特征值谱的特性。将等式(3．11)写成如下两个

矩阵相乘的形式

G=砒 (3．12)

其中

D=dia90≯。fSL，e4。{S2，e6口fs3。⋯，e2N。{sN、) (3A3)

是二个对角阵，￡=(‘，)是一个对称的行元素为零的矩阵，其对角元

‘．=一P叫。P1，。经过相似变换

det(斑一名D=det(DV2乞DF2—2D (3．14)

我们知道耦合矩阵G有与下列对称矩阵相同的特征值谱

日=DV2ZDV2 (3．15)

因此，虽然耦合矩阵G是非对称的，但是G的所有特征值都是非负数，并

且网络连通时只有一个特征值为零。

3．2．4．3数值模拟结果

这里，我们用耦合矩阵特征值比R来表征网络的同步能力。首先我们研究

了以下情况下网络同步能力的差异：两个网络规模一样，平均度(朋)，初始吸引

度(召)都～样，只是让初始网络的节点数目不一样，研究在这种耦合方式下，

网络同步能力的变化情况，结果如图3．5所示，研究表明，具有大的初始网络节

点数的网络具有更好的同步能力。接下来我们还研究了不同网络初始吸引度下，

网络同步能力的变化情况，结果显示在我们的耦合方式下，不同的网络初始吸

引度，网络的同步能力没有多大的变化，网络度分布的异质性对网络同步能力

没有多大的影响，如图3．6所示。
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图3．5不同网络构型下(网络的节点数胙1000，平均度m=3，初始吸引度蒯，红线

代表初始节点％=10，黑线代表％=4)，耦合矩阵特征值比R随可调参数a变化情况。图

中每个数据都是经过100次平均所得。

40

图3．6在可调参数取一定值，耦合矩阵特征值比与网络初始吸引度之间的关系。其中

N_2000，m=3，％=10，口=700，图中每个数据都是经过100次平均所得。
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图3．7给出了欠在不同规模的网络中随着参数口的变化规律。从图中我们可

以看出，无论网络规模如何改变，R都随着参数口的增加而迅速的减少。这就表

明了，在生长无标度网络中，年老节点对年轻节点的耦合强度大于年轻节点对

年老节点的耦合强度时，网络更容易达到同步稳定状态。反之，如果年轻节点

对年老节点的耦合强度大于年老节点对年轻节点的耦合强度的话，系统会很难

达到同步稳定状态(见插图口<0的情况)。

图3．7 耦合矩阵特征值比尺在不同网络规模下随着参数口的变化规律。插图显示的是

当参数口∈[—4，l】时的情况。该结果在％=10，7，2=3，庐4的生长无标度网络模型经过50

次构型平均得到的。[参考文献98】

3．2．4．4结论

同样是在网络中引入年龄的概念，Huang等人提出的工作仅定性的讨论年龄

的大小，提出的耦合矩阵的特征值是复数形式，为了考察网络同步能力的改变

必须同时考察耦合矩阵特征值的实部和虚部这两个部分，这给我们的工作带来

了负担。而我们具体的定义了网络中每个节点的年龄，使每个网络节点的年龄

能用一个具体的量来表示，提出的耦合矩阵虽然是非对称的，但是可以证明其

特征值全为实数，考察网络的同步能力只需要考察耦合矩阵的特征值比R的大

41



第3章通过改变耦合方式提高网络同步能力的方法

小就可以了，免去了耦合矩阵特征值比是复数时候需要同时分析实部和虚部的

麻烦。

3．3动态耦合的方法

前面的讨论都是基于静态的耦合矩阵，就是说一旦耦合矩阵确定，其元素

在同步过程中就不再改变。如果耦合矩阵是随时间变化或者耦合矩阵和耦合强

度都随时间变化，将会出现什么情形呢?下面我们详细讨论这两种情况。

3．3．1耦合矩阵结构不变，耦合强度随时问变化的情况

Zhou和Kunhs研究了无标度网络耦合强度随时间演化的情况哪!，发现如果

节点的耦合强度随该节点与其邻居之间局域同步性质自适应调节，即耦合强度

是该节点与其邻居状态变量差异的函数，那么当网络在耦合的作用下演化达到

稳定的同步状态时，节点间的耦合强度也会达到一个稳定值，其值与网络结构

有关。重要的是，该方法能够显著地提高复杂网络的同步能力。在这种耦合方

式下，其节点上的动力系统满足：

x。=，(x。)+∑，坞【日(一)一日(xⅥ (3．16)

其中矩阵坞=％％，％是邻接矩阵的矩阵元，％>o是相邻节点j到i的
耦合强度。在～致的耦合方式中，M，=1。为了减少节点i与其邻居节点状态变

量的差，假设从其赶个邻居耦合到节点i的耦合强度随着时间单调增加，即

G，，(，)=日盯K(f)， ¨=砼，／(1+△，) (3．17)

其中△，=1日(x7)一(1／t)∑，％Ⅳ@叫，实数y>o是自适应参数(selfadaptiVe
paranleter)。并假设初始耦合强度是一个小的随机数。通过这样对耦合强度的选

择，一个点的输入耦合强度呒=¨和它对改点的输出耦合强度％=巧通常是非

对称的。

根据主稳定函数判断网络同步稳定性的方法，当满足条件

毛<鸭≤⋯≤嘛<乞 (3．18)

时，网络就能实现同步。s2的取值存在两种情况，岛=∞和乞<oo。对于占：=oo，
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第4章通过优化算法(结构)提高网络的同步能力

4．1通过全局优化算法提高网络的同步能力

由于网络的同步能力在一定条件下可以转化为计算网络特征值之比，因此，

可以利用全局优化算法寻找给定条件下的具有最优或者近似最优同步能力的网

络，并研究这类网络的结构特征。利用改进的模拟退火算法，Donetti等人最早

从这个角度出发讨论了该类问题“”。对于一个己知初始结构的网络，设计算法的

步骤如下：

1．随机选择一条边，然后去掉这条边并且在网络中重新生成一条边(这个过

程称为一次重连)；

2。如果该重连造成网络不连通，就拒绝这次重连，返回第l步；

3．计算重连前后网络特征值比的差值：如果特征值比下降了(说明网络的同

步能力得到了加强)，就接收这次重连，并回到第1步；

4． 如果特征值比增加，就以一定的概率接收这次重连(差异越大，接收概率

越小，拒绝概率也就越大)；返回第l步。

图4．1给出了特征值比随着算法迭代过程的变化趋势，可以发现，尽管初始

条件不同，算法最后得到的最优化构型的特征值比几乎是一致的。事实上，算

法采用的重连方法很快就会将网络的初始信息破坏掉，只有节点总数和平均度

在迭代过程中一直保持不变。右图是一个优化得到的网络构型，它的度分布，

介数分布，每个点到所有节点的平均距离分布，环长分布等都非常的均匀，是

一个典型的同质网络(homogenous network)。
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在利用Zhou和Kunhs给出的自适应方法对节点进行耦合时，在同一时刻节

点受到的周围邻居的耦合强度是相同。黄德斌等人研究了另外～种自适应耦合

的方法嗍，节点受到其邻居耦合作用强度由该节点与其邻居节点状态变量的差决

定：邻居的状态变量不同，耦合强度也不同。其耦合强度的变化率如下：

t，』=y[日(x。)一日(x‘)]圆[H(x』)一日(x1)] (3．20)

在这种耦合方式作用下，网络的同步能力亦能得到增强。

3．3．2耦合矩阵结构和耦合强度都随时间变化的情况

前面两个工作讨论的是耦合矩阵结构不变，仅耦合强度随时间变化的情况，

Boccaletti等人提出了一种不但耦合强度而且耦合矩阵结构也随时间变化的提高

网络同步能力的方法”“。在这种情况下耦合矩阵是时变的(即G。=G，砧))并为

对称。在所有时刻其行元素的和都为零，并且对角元为正，非对角元非正。因

此，在所有时刻耦合矩阵都有一系列实特征值五(r)f¨O)】，使得
G(f)杉(f)=以(，)杉(f)，并且一’巧=谚，。在这些特征值中除了一个为零外，其他都

大于零。

令第i个节点变分为万x砸)=一(，)一r(，)_[万毫(f)，．．．，6而．。(，)】，又令

X=(x1，x2，．．．，∥)r，并且万X=(万x1，万x2，．．．，占xⅣ)r，便得到

万爿=flJv 9肼’(∥)一盯G(，)oD月(x3)】6叉 (3．21)

其中r是稳定同步流形(synchronization manifold)，o表示直积(direct

product)，DF(．)和DH(．)分别是函数F和H的m×聊阶雅可比矩阵。由于任意万X

可以写成万x=∑兰。v，(r)@％(r)的形式，可以得到

誓=吼一∑撇，)警碾 (3．22)

其中t=【肼(，)一吐(，)叫(r)】·

如果∑：．哆p)掣珐=。，即所有特征向量为常数的时候，(3。22)式就转
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化为等=_77／。有两种方法可以实现这个目的：一是耦合矩阵是恒定的，二是
从一个初始Go=GO=O)出发，耦合矩阵GO)在任意时刻与Go是可交换的，即

GoG(r)=G(，)Go。注意到初始矩阵可以写成G0=y人y 7’，其中矿=“，吃，．．．，vⅣ}，

并且人。=幽唱【o，太(o)，．．．，“(o)】是由Go的特征值构成的对角阵。在任意时刻，可

以得到与矩阵Go可交换的矩阵G(f)为

GO)=y人@)yr (3．23)

其中人(f)=斫昭【0，五(f)，．．．，九(f)】，并且丑(f)是随机的。这样，就得到了一系

列元素和为零，对称且与矩阵G0可交换的耦合矩阵。

利用这一系列可交换矩阵，就能实现耦合矩阵结构和权同时随时间变化的

耦合同步过程，并可以证明这种同步方式也可以显著提高网络的同步能力[参考

文献93】。
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图4．3网络各项结构参数在优化过程中的变化趋势。(a)图现实平均距离的变化，(b)

图显示了簇系数的变化(c)模块化的强度变化(d)相关性变化。这里模块化强度定义与

具有群落结构的网络中的模块化程度稍有不同(定性上相似性)，详情见文献[80】。实验中

采用的初始网络节点数为300，平均度为6的BA网络【参考文献78】

因此可知，全局优化算法不但能够寻找到具有很强同步能力的优化网络结

构，而且有助于认识网纥结构和同步能力之间的细致关系。但是，由于全局优

化算法具有相对高的时阳。和空间复杂新，一般不能应用于较大规模的网络，即

使对于包含几百个节点的网络，常常也无法找到其真正意义上的最优结构。而

现实世界中，复杂系统的节点千千万万，想使用该方法提高网络同步能力就几

乎不可能了。

4．2 Nishikawa和Mottc：提出的使网络同步最优化的耦合方式

前面提出了各种提高p≮二吝同步能力的方法，它们都在一定程度上使网络更

易于同步，那么有没有这样～种耦合方式，当网络使用该方式进行耦合时，无

论节点上的动力学系统是什么类型，网络都能迅速的同步，也就是说网络的同

步能力实现了最优化?我们知道，当同步区域封闭时，用网络的耦合矩阵的特

征值比尺来描述网络的同步能力，R值越小，网络的同步能力越强，1是月所

49







第4章通过优化算法(结构>提高弼络的同步能力

当参数及取值趋向于无穷的时候，每个节点只受其年龄最老邻居节点的耦

合，不受其他任何节点的耦合，而此时网络中年龄最老的节点不受任何节点的

耦合，此时耦合矩阵变成一个除了第一个对角元为零其他对角元都为l的下三

角矩阵(注：矩阵行元素相加和为零)。因此此时耦合矩阵非零特征值都为1，

耦合矩阵特征值比肛l，网络达到了同步最优化情况。与Nishikawa和Moner

提出的耦合方式相比，我们提出的耦合方法更简单，更节省资源，不需要了解

网络的全局信息，不需要经过大量复杂的计算，并且得到的耦合网络依然保持

复杂网络的结构特征，仅仅通过在生长无标度网络上简单的引入了节点具有年

龄的概念，以节点编号代表节点年龄，简单可行就得到了同步最优化网络。两

经过我们这样一个微小精妙的设计，我们提出的利用网络节点具有年龄的特点

的耦合方法虽然简单但确能是网络达到同步最优化，而且保持了复杂网络的结

构特征。该部分工作已经发表在Phys．ReV．E 76，057103(2007)．
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5．1本文工作的总结

第5章总结与展望

科学的发展和技术的进步促进了复杂网络这一学科的出现与发展，这是人

们对世界认识的进步。随着小世界(Smal卜World)”1效应和无标度(Scale—free)

特性⋯的发现，最近几年来复杂网络的研究吸引了包括物理、数学、生物、信息

科学、管理科学等各个领域科学家以及工程技术人员的广泛关注u工托””。人们研

究复杂网络的最终目的之一是理解发生在网络上的各种动力学过程，包括传染

疾病如何通过入与人之间的接触传播，信息包如何在计算机互联网上有效传输，

大型电力网络的局部故障如何通过级联放大最终影响整个网络，等等。在这些

网络的动力学研究中，网络上动力学系统的同步问题也是研究的热点问题。复

杂网络上动力系统的同步问题是一个既古老又年轻的课题。说它古老是因为人

们关于同步现象的研究已经有了几百年的历史，又说它年轻是因为从复杂网络

的角度研究同步的现象仅仅有不到十年的时间。目前是该研究领域的蓬勃发展

的时期，各种各样关于网络同步的有趣现象不停地被揭示出来，人们对网络的

结构特征量与网络的同步能力之间的关系的认识不断深化，各种巧妙的提高网

络同步能力的方法纷纷被提出⋯⋯人们对复杂网络上动力系统同步的知识每天

都在增加着。

本文的作者就是在这样的时刻进入到该领域的研究，有幸见证了一个学科

的成长过程，在不到三年的研究时间里，作者经历了认识该领域、熟悉把握该

领域的发展状况、进而为该领域的成长作出自己的贡献的过程。虽然做出的贡

献非常小，可能很快就湮没在历史发展的洪流中，但至少在工作的过程中作者

学到了很多经历了很多体会了很多并得到了很多快乐。下面，我们就总结一下

这段时间完成的一些工作：

受到Huang等人工作的影响，我们在生长无标度网络中引入年龄的概念，使

每个节点都具有之间独有的年龄。在生长无标度网络的生成过程中，节点是一

个个加入到网络中来，而且每加入一个节点给节点一个编号。根据节点加入网

络的时间的不同，我们用节点的编号表示节点的年龄。编号越小代表节点年龄
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越老，编号越大代表年龄越小。我们构造了一种新的耦合方式来对节点进行耦

合，虽然在这种耦合方式下，节点是非对称耦合的，但是可以证明其耦合矩阵

所有特征值都为实数。考察网络上的同步能力只需考察耦合矩阵的特征值比R就

可以了，R值越小网络的同步能力越强。这样比起Huang等人提出的耦合方式下，

耦合矩阵特征值比都为虚数，要考察网络的同步能力，必须同时考察实部和虚

部简单多了。

我们知道当网络的同步区域封闭时，可以用耦合矩阵的特征值比R来表征

网络的同步能力，R值越小网络的同步能力越强。R可能取的最小值是1，那么

如果能够找到使耦合矩阵的特征值比为l的耦合方式，就使得网络的鼠步能力

最优化了。Nishikawa等人采用广度搜索的方法来寻找耦合网络，所得到的耦合

网络的特征值比就是1。但这种方法是～种数学的方法，所找到的耦合网络也失

去了网络的结构特性，因此并不为物理学家所接受。而我们所提出的祸合方式

却可以在不改变网络结构特征的情况下，通过调节可调参数，轻松的实现网终

同步能力最优化，是一种简单而有价值的提高网络同步能力的方法。这部分工

作内容发表于Phys Rev E 76，057103(2007)。

5．2对未来工作的展望

关于复杂网络上动力系统同步的研究仍然处于蓬勃发展时期，经过了理论

分析同步条件、各种网络结构同步现象的发现、复杂网络的结构特征量与网络

的同步能力之间的关系的分析、各种提高网络同步能力方法的提出等几个发展

阶段，复杂网络上动力系统同步的研究已经到达了应用和网络的细致同步过程

以及网络的局域同步性质的研究阶段。下面就是我们认为的这个领域可能存在

的几个问题。

(1)网络的结构决定了网络的同步规律，网络的同步规律反映了网络结构

的一些信息。Arenas、Diaz—Guilera和P6rez—Vicente提出可以用网络的同步

过程来揭示网络的具有层次的群落结构““1。但硒络的结构非常复杂，除了层次性

和群落结构外网络还有很多其它的结构特性，那么如何利用网络的同步来揭示

网络的结构特征依然是一个富有挑战的课题。

(2)之前对于复杂网络同步性质主要关注的一点就是网络能否同步，而网

络上的节点从开始演化到最后达到整体的同步的这个过程没有仔细的考察。实
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际上，网络实现最终的同步不是一蹴丽就的，必然要有一个复杂的过程，在这

个过程中具有不同度、簇系数等等特征的节点其同步肯定存在一个先后的问题，

并且网络的最终的同步态主要由哪些节点决定也是一个值得探讨的问题。细致

研究网络的同步过程有助于我们对网络同步的理解，并为网络同步的应用提供

基本的知识。

(3)之前对于复杂网络上动力系统同步现象的研究的另一个局限就是大家

考察的都是网络的整体同步的情况，而没有考察虽然经过耦合但网络没能实现

整体同步时的情形。在这种情况下，网络虽然没有实现整体的同步，但由于耦

合的作用，网络肯定会存在局部的同步或接近同步的区域，那么这些区域有什

么样的结构特点，在不同的耦合方式及强度下会出现什么样的分布方式呢?这

些都是有待解决的问题。
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