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摘 要

非线性科学被深入研究并广泛应用到了物理、化学、工程、生物

等各领域。许多非线性物理现象都可以用非线性方程来很好的描述，

所以得到非线性方程的解有很重要的意义。目前，人们已经确立和发

展了许多求解非线性系统的有效方法，但是因为求解非线性偏微分方

程没彳1．统一而且普适的方法，所以寻找一些行之有效的方法是一项十

分有价值的工作。本文用近似对称约化方法和同伦分析法研究了非线

性偏微分方程的求解。

全文共分四个部分：

第一章：简要回顾了非线性偏微分方程提出的背景，归纳总结了

国内外所提出的求解非线性偏微分方程的一些主要的方法，扼要的介

绍了本文研究的主要内容。

第二章：介绍了研究过程中需要的基本理论，基本概念等，并介

绍了结合Lie对称和扰动理论产生的近似对称方法及同伦分析法。

第三章：给出带有扰动项的Burgers方程的近似对称约化和无穷

级数解。

第四章：运用同伦分析法求得了两个非线性偏微分方程的解析

解，其中一个是近似长波耦合方程，另一个是奇异扰动MKdV-KS方

程。本文应用同伦分析法求得了两个方程的显式解析解，该解与其

它解法求得的精确解十分吻合，证明同伦分析法求解非线性偏微分

方程的有效性和巨大的潜力。
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所用的方法都可以借助计算机系统如Maple和Mathematica得

以实现。

关键词：非线性偏微分方程，扰动的微分方程，近似对称约化，同伦

分析法，级数解，近似解
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Abstract

The nonlinear science is substantially studied and widely applied in

many fields of physics，chemistry,engineering and biology．Many

nonlinear phenomena can be well described by nonlinear equations．

Therefore，it is an important and meaningful work to seek the solution of

a nonlinear equation．At present，many methods have been established

and developed to solve the nonlinear systems，not all these approaches

are universally applicable for solving all kinds of nonlinear partial

differential equations directly．As a consequence，it is still a very

significant task to go on searching for efficient approaches to solve

nonlinear partial differential equations．In this thesis，approximate

symmetry perturbation approach and the Homotopy Analysis Method

(HAM)about solving nonlinear partial differential equations are

discussed．

There are four sections in this paper．

In chapter one，the historical background of nonlinear partial

differential equations is looked back on，the main methods for solving of

nonlinear partial differential equations are summarized，and the primary

contents of this paper are reported as well．

In chapter two，we introduce a number of important definitions and

theories．The approximate symmetry reduction approach，which is based
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on the Lie theory has been established and perturbation theory,and the

homotopy analysis method are introduced as well．

In chapter three，we obtain the approximate symmetry reduction

and infinite solution for the perturbed Burgers equation．

In chapter four,the HAM is used to solve two nonlinear partial

differential equations：one is the system of the approximate equations for

long water waves，the other is the singularly perturbed MKdV-KS

equation．we tised-tile HAM to get the analytic approximation of the two

equations．The results obtained by this method have agreement with the

exact solution obtained by other methods．It illustrates the validity and the

great potential of the HAM in solving nonlinear partial differential

equation．

All the methods we proposed can be performed with the help of the

Computer of Algebraic System，such as Maple or Mathematica．

KEY WORDS：nonlinear partial differential equations，perturbed

equations，approximate symmetry reduction，the

Homotopy Analysis Method， series solutions，

approximation solutions．
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1．1研究背景及意义

第1章 绪论

随着对客观世界认识的不断深入，在物理、化学、工程、力学等领域涌现出

大量的非线性问题，如：理想流体力学发展成为非线性的纳维尔．斯托克斯

(Navier-Stokes)理论；牛顿引力定理发展成为为非线性的爱因斯坦引力场方程；

线性振动、波动发展成为非线性的振动、波动：光学、热力学、统计力学等都是

从线性理论发展为非线性理论：还有，波恩等试图发展非线性的电磁理论；海森

堡、德布罗意、波姆及P．B．Butt等都曾努力发展非线性量子力学等。在非线性科

学中孤立子理论在自然科学的各个领域占据着十分重要的角色f1．41，这些非线性

问题|Jr以模型化为非线性常(偏)微分方程(组)，因此许多非线性问题都能转

化为埘非线性偏微分方程(组)的问题的求解，所以在理论上和应用上非线性偏

微分力‘程(组)解的研究都具有十分重要意义。近几十年来，非线性偏微分方程

(组)的求解及其解法研究，一直是非线性科学研究中极其重要和最为活跃的前

沿课题和热点问题。

1834年，英国科学家、造船工程师约翰．斯科特．罗素(John Scott Russell)

在从爱丁堡到格拉斯哥的运河上偶然观察到水面上涌现了光滑而且轮廓分明的

巨大孤立波峰。这种孤立波以恒定速度传播，保持形状不变。他把这种波称为

孤立波，在题为《论波动》的报告中描述了他观察到的奇妙现象151。1895年，

根据流体力学知识，荷兰科学家Korteweg(科特维格)和devries(德弗里斯)【6】研究

了浅水波运动(即著名的KdV方程)，在长波近似和小振幅的假设下，得到单向

运动的浅水运动方程，这是最早提出的一个非线性偏微分方程，并求解得到这

个方程的行波解，这个解属于周期性椭圆函数——称为椭圆余弦波(cnoidal

wave)，在波长趋于无限时，它描述了罗素所发现的孤波的运动，波形为sech2。

KdV方程的提出从理论上阐明了孤波的存在。20世纪五十年代，著名物理学家

费米(Enrico Fermi)，John Pasta和Stan Ulam利用第一台大型电子计算机“aniac

I”进行了一项数值研究实验(Ii[JFPU实验)，由于这个实验只在频率空间考察

没能发现孤立波解，故没有得到正确解释。其后Toda考虑晶体的非线性运动，
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近似模拟这种情况，最终得到孤立波解，FPU问题得到了正确的解答。1965年，

用计算机数值模拟法，美国科学家Zabusky(扎布斯基)和Kruskal(克鲁斯卡尔)详

细考虑了等离子体中孤立波相互间的非线性碰撞过程，证实了孤立波在相互作

用后形状和传播速度保持不变的论断。

自Korteweg和devries导出KdV方程后，可以在不同的背景中作为描述多

种多样的物理现象的模型方程不断地推导出KdV方程。现在，KdV方程被视为

非线性数学物理模型之一。同时人们陆续在不同的物理和工程实际背景中也提出

了许多偏微分方程，如Burgers方程，mKdV方程，Boussinesq方程，KdV-Burgers

方程，Kuramoto．Sivashinsky方程，KdV-Buegers．Kuramato方程，非线性

Klein．Gordon方程，Sine．Gordon方程，Sinh．Gordon方程等。到目前为止提出的

有物理意义和使用价值的偏微分方程已有几百个，且随着科学技术的不断发展，

在各个学科中不断提出许多新的非线性偏微分方程(组)。

1．2研究现状

众所周知，许多意义重大的自然科学和工程技术问题都可以转化为非线性偏

微分方程(组)的研究，并且偏微分方程(组)的精确解可以很好的解释各种自

然现象，例如振动、传播波、和孤立子等，所以在理论上和应用上都具有极其重

要的价值。现在一些计算机符号运算软件如Mathematica、Matlab、Maple等的出

现和不断发展，使得偏微分方程(组)的求解及其解法研究逐渐成为一个热点领

域。人们提出了许多求解非线性偏微分方程(组)的方法，下面简单介绍一下近

几十年来求解非线性偏微分方程(组)一些主要和常用的方法。

1967年，C．S．Gardner,J．M．Greene，M．D．Kruskal和R．M．Miura(简称

GGKM)提出了逆散射方法f71，也称非线性Fourier分析，它的基本思想是将

这类非线性问题通过常微分算子与本征值转化为线性问题来求解，这个方法是

应用数学的一个重大突破。后来又经过拉克斯(E D．1ax)【8】推广并改进了

GGKM的上述方法，使之能够求解其它的非线性偏微分方程，逐步形成了一种

比较系统的求解非线性偏微分方程的方法。1972年，前苏联的Zaldaarov和Shabat

将这一方法进行了本质的推广，解决了高阶KdV方程以及立方非线性

Schr5dinger方程等的求解。同年，M．Wadati f91得到MKdV方程的精确解。

Ablowitz[10]等人则将反散射方法推广到一般的情况。屠规彰和李翊神【11．121

2
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也对反散射法的发展做了很大的贡献。1971年，日本物理学家和数学家Hirota

教授提出双线性方法(Hirota Bilinear Method)是构：造偏微分方程N．孤子解及

其Biicklund变化的一种重要而直接的方法【13．14】。庄1975年，Wahlquist和

Estabrook『151(WE)提出了只有两个独立变量的非线性偏微分方程的延拓方法。

1874年，挪威数学家Sophus Lie发现某些微分方程的解对于一些连续变换群是

不变的，从而引入了连续群的概念，后来被称为李群。李对称方法已被广泛应

用于物理、工程、力学等应用科学领域，如水波方程Boussinesq方程[16．171，

Burgers方程118—20]，KdV方程【21—22】，非线性耦合方程组【23-25】等。1969年，

Blunlan和Cole[26]在寻找热方程的新解时扩展了Lie的方法，称之为非经典约

化方法，得到许多标准方法得不到的新解，如对Canh--Hilliard方程『271求解。

Clarkson，Kruskal[281基于李群方法的相似约化思想提出一种寻找偏微分方程

相似约化的方法，这种方法称为直接方法，并且得到了Boussinesq方程的相似

约化。随着李对称方法在偏微分方程的深入应用和快速发展，尤其是近年来符

号运算软件的广泛运用，很好的解决了数学分析和处理中繁琐的代数运算问题，

因此不论是群理论方法，还是直接方法，在求解微分方程问题上都得到了更好

的发展，求解微分方程的方法也更加多样化，如变量分离方法129．31]，齐次平

衡法[321，扩展的直接方法[331，得到了更多的新解。

摄动方法[341也是一种被广泛地应用于求解非线性问题的分析工具之一，由

于摄动方法的有效性常常依赖某个小参数f或大参数)或者被称为摄动量的变量，

Lyapunov[35】引入一个人工辅助小参数，发展了Lyapunov人工小参数法。

Karmishin等人[361采用这种思想提出了盯展开法。但是人工小参数法与仃展开法

都需要一些基本法则来指导我们应该在何处设置人工参数￡。此外，同摄动方法

一样，人工小参数法和盯展开法均无法提供一个调节级数解收敛区域和收敛速度

的简便途径。利用拓扑中的同伦思想，Liao[37．40]提出了一种新的求解非线性问

题的解析方法一同伦分析方法，较摄动法有更多的优点，同伦分析方法已成功地

应用于许多科学和工程中的非线性问题的研究141．451。

1．3本文主要研究内容

本文围绕非线性偏微分方程的求解问题主要做了一下两部分内容：

3
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一、利用近似对称扰动理论求解含有小参数扰动项的偏微分方程，发现不

同阶的相似约化方程在形式上是一致的，因此可以总结出相似约化方程的一般

形式，从而求出带有小参数扰动项的偏微分方程的无穷级数解。

二、利用同伦分析法求解非线性偏微分方程及耦合非线性偏微分方程组。我

们利用maple软件，通过引入辅助非零参数h构造同伦方程，非线性偏微分方程

(组)的解的表达式为一个无穷序列，选择合适的壳值，使解收敛，从而得到所

要求解的偏微分方程(组)的解。由于计算量的限制，一般所得到的都是非线性

偏微分方程(组)的某一阶截断解(即近似解)。把所求的近似解跟原方程(组)

的精确解进行数值比较，发现两个解的图形是十分吻合的。在非线性偏微分方程

和非线性耦合方程组中的应用都证实了同伦分析法是求解非线性偏微分方程
‘⋯召、

(组)的一种行之有效的方法。

4
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2．1基本概念

第2章基本理论和概念

2．1．1 对称约化的相关概念

定义2．1．1．1李变换群

李群G称为微分流形M上的李变换群，如果

i)．G中的任一个元素口都决定M上的一个变换，即

为微分同胚，它使

并常将口(z)记作潮。

作为

a：M专M

X一口(石)’ z∈M’

ii)．(订，．力—争xa，a∈G，z∈M，

GxM专M

的映射是Gm的。

iii)．对任意的口，b∈G的和x∈M，

x(ab)=(xa)b·

定义2⋯1 1 2单参数变换群

若微分流形M上的李变换群G为一实数加群，则称之为M上的一个单参

数变换群，对任意实数f，都决定M上的一个变换

使

而G中的乘法满足

tp,：M jM，t∈R

P一仍(p)，P∈M

5
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纪织2仍+，o

定义2．1．1．3微分方程的对称：

考虑含有两个变量的非线性演化方程

U，=F@，t，U，U，，⋯) (2．1．1．1)

设M是全体连续函数的集合，即M=mO，f)}，方程的解集可以表示为

N=恤∈M I U，=F@，t，U，Ux，⋯)} (2．1．1．2)

设G={岛I￡∈埘是作用在M上的单参数变换群，即

对M中的任意“，将

g。：U—争a(u，占)， 历(“，0)=U

g。U=a(u，s)=玩@)

可看做M中过甜的一条曲线(占为曲线参数)，也称为甜在g。作用下的轨道。记

，、
au I

仃m)2万I咖，盯@)就是单参数变换群＆在M中对应的向量场。若

g。：U--->a(u，占)

是微分方程的不变群，则

把百(“，占)关于占进行泰勒展开

从而

因为

玩=F(x，t，面，玩，⋯) (2．1．1．3)

砌一⋯g(知0)+占2磐L。)+．．．⋯盯∥箬k。+．．．(2．1．1．4)

聊)=K(a)l咖+占警a L。∥窘小一s a￡‘

这样，由复合求导法则

6
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记

·aK∥(a)I=o=(O砌K≯d历簧警爱等+．．．)L。
aK aK aK2_盯-I--吒+-％+⋯
OU

C)Uj OU“

删H 2簧盯+瓦OK吒≮OKOU dU_”～ (2．。1．．1．5)， 鳓． L厶．．3，

这样，

_drF(a)：K，(“)㈣
ds

、“1

所以

K@)=K@)+旅’@)【叫+占2—dZ矿K(a)I。：。+⋯ (2．1．1．6)

将方程(2．1．1．4)和(2．1．1．6)代入方程(2．1．1．2)中，然后利用(2．1．1．1)化

简后有

孵∥窘L。+．．一旅㈤【小∥d2∥r(a)I咖+．．．
上式消去公因子g，再令占jO，我们得到

生dt=K’@)【叫 (2一．1．1．．．／)、“1
L·l··J

其中K’@)【∥】由公式(2．1．1．5)定义。满足上面方程的仃称为这个方程的对称。

定理2．1．1．1 cr(u)是偏微分方程FO，t，u，u，，Ut，⋯)=0的一个对称，则甜是方

程的与仃相应的不变群的群不变解必须且只须满足

F(x，t，u，u。，Ut，⋯)=0

o-(u)=0．

定理2．1．1．2如果g。：U专历(“，占)是单参数不变群，盯满足对称方程(2．1．1．7)，

记露=&“，设厅满足

缸。叫吐砌，0)：“
7



非线性偏微分方程解析解的研究

特"是非线性演化方程(2．1．1．1)的任意一个解，则面(甜，s)是非线性演化方程的

。4族解。

2．1．2同伦的相关概念

设X与】，是拓扑空间，连续映射厂：X—y，设石’，X。是X的子空间，y7，y’

是】，的子空间，如果映射厂：x专y适合f(x’)￡Y7，f(x”)∈Y。，则记

厂：(x，x’，x”)∈(y，Y7，r)，用，表示直线上的区间。

定义2．I．2．1同伦

设，和厂7： (x，x’，x。)一(y，y，，Y”)是两个映射，如果存在映射

F：僻·，，x’毒，，x”木，)一何，y’，Y。)使得F(x，o)=厂(z)，F(x，1)=厂’O)，对任意的

x∈x成立，则称厂与厂’相对于(x’，x”)，∥7，Y”)来说是同伦的。

注1当X’，X。，Y’，y。是空集时，称为(绝对)同伦。

注2映射厂与厂’同伦具有明显的几何直观，即连接厂到厂’的一连续变形。

2．2近似对称约化方法基本思想

考虑含有小参数占的两个自变量(x，f)的k阶偏微分方程：

凡砒％⋯‰¨∥垆蒜麓溉．)A) (2．2．1)

式中‘，之，．．．，屯，五，厶，．．．，j『口取自{z，f}的集合。

利用近似对称扰动理论求解偏微分方程(2．2．1)的近似对称约化和无穷级

数解的步骤如下所示：

首先，假设偏微分方程(2．2．1)有如下形式解

“=∑s“‰ (2．2．2)

将(2．2．2)代入偏微分方程(2．2．1)，然后根据占的次数合并同类项，并令

占的系数全为零，从而得到下面的方程组：

8
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O(so)：磊(x，t，‰，⋯，比。聃⋯，t)=0，

o(e1)：E@l，．一，岣，自如⋯以)+60(Uo，⋯?“。，^，办，．．，后)=0，

o(e2)：E@1，．“，“1^应⋯^)+G1(“。，⋯，“。，^，厶⋯，如)=o，

o(94)：E(z11 9"''9U1眦⋯缸)+q(‰，⋯，髓o，五舢，易)=0，

(2．2．3)

其中，o(c“)所对应的方程称为所求偏微分方程(2．2．1)的第n阶近似对称方程。

其次，利用李对称理论设方程(2．2．3)的李对称为：

求解其特征函数：

得到的相似解为

～扣昙+扎n=O毒 ㈦2舢

坐：一dt：～duo：⋯：盟：⋯
x T U1 U，

U。=a(x，f)+K(孝)6(x，f)，(刀=0，1，⋯，)

式中f=c(x，t)。

把求解的Ⅳ。O=0，1，⋯)代入(2．2．2)，我们得到偏微分方程(2．2．1)的级数

约化解是

H=∑s“(口(z，f)+K6(x，f))． (2．2．5)

最后，将(2．2．5)代入偏微分方程(2．2．1)，我们可以得到k阶常微分方程组：

‰(Vo，K，善，⋯，Vo，骆～，善)=0，

巨6'0，Vl，Vo，f，K，善，⋯，Vo，f，和．，善，K，；1．，善)=0，

E(Vo，⋯，K，K，∥。Vn，善，VO，强一，f，Vo赫⋯，f)=0，

9
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(2．2．6)

可以通过常微分方程组(2．2．6)分别求出vo，K，⋯，K，n=2，3，⋯，从而得到偏

微分方程(2．2．1)的解。

2．3同伦分析法的基本思想

同伦(Homotopy)理论是代数拓扑(Topology)学的一个分支。设F，G：

Z jy是连续映射，I表示单位区间【0,1】，若存在连续映射H：Z固I专y，

使得对任意的x∈Z，有H(x，0)=V(x)t}[IH(x，O=6(x)，则称F，G是同伦映

射，并称H为连接F和G的一个同伦。

考察微分方程

．．． N【“(f)】-o， (2．3．1)
．’

，
．

其中，N为非线性算子，t为时间，“(f)为未知函数。构造如下的同伦方程

(1-q)L[O(t；q)-u。(f)】=qhH(r1)N[①(t；q)】， (2．3．2)

其中，q∈[o，1】为嵌入变量，①(f；口)为“(f)的映射函数，壳为非零辅助参数，H(r1)

为非零辅助函数，Uo(f)为u(t)的初始近似解，￡为辅助线性算子，它有如下的

特性：

L@)=o，(当“：o) (2．3．3)

显然，当q=O和q=1时，根据构造的同伦，我们分别得到

L[gP(t；O)-uo(f)】_o (2．3．4)

以及

N【①(f；1)】=o (2．3．5)

从而得到

①(f；0)=Uo(t)， ①(f；1)=u(t) (2．3．6)

即当q从0增加到1时，①(f；q)也从方程的初始近似解‰O)变化到方程的精确

10
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u(t)。在拓扑学中，称这样的持续的变化是连续形变。

对零阶形变方程(2．3．2)中的变量g，两边k次求导，然后令q=0，最后

除以k!。我们得到高阶形变方程

其中

为k阶形变导数，并有

且

L[u。(t)-ZkUHO)=坍(f)R(玩小f)】， (2．3．7)

姒垆去掣 (2．3．8)

螈∥，=志掣b Q3∽

1 0，k=1

厄2 1 1，七>1。

高阶形变方程为线性方程，其解是

(2．3．10)

Uk(f)=“：O)+以“t一，(f)+t&(f)， (2．3．11)

这里H：O)为高阶形变方程的特解，t：gk(t)为线性算子上的基本解。这时我们可以

得到方程(2．3．1)的同伦级数解：

“O)=“。(f)+∑‰(f)。 (2．3．12)



非线性偏微分方程解析解的研究

第3章用近似对称约化方法求解扰动Burgers方程

3．1预备知识

在本章中，我们来讨论扰动Burgers方程【46】

Ut=2甜Ux+Uxx+67L(U2Ux+甜“。+“，2+甜。1 6[3 1 (3．1．1)

的近似对称和无穷级数解，其中占为较小的实数，五是常数。

根据近似对称扰动方法，非线性偏微分方程的解可以表示成包含小参数的

级数和的形式。对于本章所要求解的方程，我们假设解的一般形式为

U=y6Juf
』；—一 J

y=o

(3．1．2)

其中，哆是x和t的函数。把(3．1．2)代入所要求解的非线性偏微分方程(3．1．1)，

合并占各次幂的系数，并使其系数值全为0，我们可以得到下面的微分方程组：

o(g。)：Uot--Uox，。-2u。‰。=o (3．1．3．1)

0(61 1：甜1f--U1搿-iuo。-2(u1甜叽+“。z缸)一3五(“五+“；“叶+UoU。。)=o (3．1．3．2)

O(62 1：甜2，--U3xx-lu2。-2(UoUax+U2Uo，+uluu)-32(u；uu+Z／oU]搿+U1Uoxx)
一62(uozUk+“oUlUo。)=0

(3．1．3．3)

o(s协H矗一‰。一砌H，麒一2壹“以+“一3见(艺“以州，。+笠“知心‘，)

+6旯(篓“，，。“，一，一；，，+鬈善i=0 UiUi+lUj-l-i,x]：i=。0
‘2。

式中U一1=0。

3．2扰动Burger s方程的近似对称约化

(3．1．3．4)

为了得到上面对称约化方程组的一些精确解，我们假设方程(3．1．1)的李

点对称有下面的形式

12
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旷x昙"丁昙Uj--u(例加) (3．2．I)

式中X，T，和u，(／=o，1，⋯)都是x，f和“J(j=o，1，⋯)的的函数，即在下面形式的

变换下办程组(3．1．3)是不变的

X---),X．

f—t，

“，=“，+占’仃，+off。2) (3．2．2)

占。是小参数。通过这样的一个变换，方程组(3．1．3)的线性化方程组是

‰f—ao。。一2(uo,9-0x+aouo，)=0 (3．2．3．1)

qf—o．1。一无q砧一2(uoo-1x+o．1uox+q。U1+‰“h)-32(UoZo．u+o．1uo麒+“o％Ⅱ)

一62(uo，盯I。+Hoo．oUo。)=0

(3．2．3．2)

呸f一吒。一五吒脚一2(uoo-3，+o．1u2；+岣口L+吒‰，+％仃L+“20-o)-32(u；o．u+Ho口k
+q“on+嵋o．o目+O'oUl“)一62(ulxo．ouo+“1Uoo．oJ+o．oulUoJ+q比oUoj+“oJo．u)=0

(3．2．3．3)

c，-丘——：面：_，一L嗣。——(7—1 Uio． Ui'xO'j-l-i 1一l∑j-1“；c，-卜。一，，：。+∑j-120"2∑Uio"j-l-i,x o"j
32i=o i=o i=o i=o cl“，一。一，，。。]仃丘一盯廊一 ，一1，搬一l — I∑吩盯一-f'。+∑q“一-f'。I

＼ ＼ ，

一6兄∑∑Ui致盯m，，=o

(3．2．3．4)

把(3．2．1)、(3．2．2)和在方程组(3．1．3)中求的“矗(，=o，1’⋯)代入到原方程，

可得到比。，Ul。，比。。，⋯H：，“：，，“：。，⋯的多项式。再令多项式的各项系数为零，就得

到x，T，和U』(j--o，1，⋯)应满足的条件

x=了CX+Xo，丁=cf+岛，‰=一C，'Uo，Ul=一CUl，

03c2u2”U如卟荨，⋯驴一华，⋯。24)
其中Xo，c和to是任意的常数。通过解对应的特征方程

13
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坐：一dt：一duo：⋯：盟：⋯x T Uo U。

稚}到所求方程的相似解，进而得到其无穷级数解。

3．3扰动Burgers方程的无穷级数解

根据％，to，C，下面分三类情形来讨论。

第一类：c≠0，Xo≠0，to≠0

在这种情形下，特征方程具有下面的形式

—堕一：』L：生：⋯：一』篮 ：⋯ (3．3．1I)～=一=——————=—一=⋯=————————J=————一=⋯t’’Jcx／2+Xo ct+to —CUo／2 一@+1)“。／2

求解特征方程(3．3．1)，我们得到这个对称对应的相似变量：

孝2嚣
从而方程组(3．1．3)的群不变解是

相对应的，所求方程(3．1．1)有下面形式的解

甜=∑占’ct+to)弋pD巧(孝)
j=o

从而偏微分方程组(3．2．3)相似约化为常微分方程组：

(3．3．2)

(3．3．4)

()(60)：Vo劈=一等‰一2VoVof—icE。 (3．3．5．1)

()(占1)：K嚣=一等K掌一2(％Kf+V,Vof)一3；t(VoVo嚣+嚏+瑶％善) (3．3．5．2)

一以一砜搿

()(占2)：％2一等％捌(K‰+野+％％)一2(％+％％+圪‰)(3．3．5．3)
一6A％v．+voVYo；)～32cV2,{一化搿

o(c3)：巧菇=一等圪f一3五(％％影+K；+KK髟+瑶％善+VoV2菇+K2Vo≠)
一2e砭K；+VK善+KK；+vov3f)-6,z(VoVy,{+Vo善％善+VoVyo善)
一2cK一织碰
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(3．3．5．4)

o(占．『)：％=一等％～J，，+lV厂叱一l'搿一2艺v■-f’善
二i-1

二
i-3

f20

i-1 i-l-i

一3兄(∑v巧-1-i,劈+2E V／，f■+蜡+∑V∑K一+沁，善)

o(矿1)：％=一等％～J，，+lV厂叱_l’搿一2艺v■叫；
厶i-1

厶
i-3 f～i-1 i．1-if．

一3力(∑K■-1-i,菇+2EV，，善■+瞄+∑v∑K一一卜h，f+K；+1)／2，善)

J=0，2，4，⋯2n，⋯

式中，V1，善=0，K2，f=0，K1，搿=O，K1，嚣=0，K1=0。

(3．3．5．5)

从而把o(c“)所对应的方程约化为二阶的常微分方程，并且K可以通过

K，K，⋯K印来解出。并且方程(3．3．5．1)有Kummer方程解

配：兰堡二璺兰垒!：3c+2(71
3

c乡2)_2c((_2_C,)K2(3c+=2C1 3：c手2望
。

c2觚(警，主，一等)+％(≮q，主，一等))

(3．3．6)

其中，G和C2是任意的常数，K(∥，y，Z)和K2(∥，y，z)这两种形式的Kummer

函数是满足下面这个方程的

zy。(z)+(y—z)y’(z)一∥y(=)=o (3．3．7)

特别的，在f无限增大的时候，一般项是无穷小的，所以解(3．3．4)是收敛的。

第二类：C=O，xo≠0，to≠0

这时(3．2．4)变成下面的形式

X=Xo，T=to，Uo=0，U1=0，
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非线性偏微分方程解析解的研究

特征方程为

U2=0，Us=0，U4=O，⋯UJ=0，⋯

dx dt

一==一
而 气

求解特征方程，得到这个对称对应的相似量是

从而方程组的群不变解是

P竿
U。=％(孝)，U，=巧(善)，材：=K(孝)，蚝=匕(孝)，

“。=K(善)，⋯，材，=巧(善)，⋯

代入解的表达式(3．1．2)中，得到方程的相似约化解是

一．． ‰=e，．-
。

从而方程(3．2．3)的相似约化方程组是

。(占。)：K菇=(一2v．一生to、|)K手

(3-3．8)

(3．3．9．1)

。(￡1)：K圹-‘ox。VI。,-2(VoVl善+巧‰)一3A(％+％‰+曙‰)一矾错
(3．3．9．2)

。(4：％2}％一兄‰-2(％‰+K‰+％)川(K‰+瑶％+％％)
一

(3．3．9．3)

。(s3)：匕嚣2一詈％一码搿一2化‰+K％+K％+Kk)一6五眠KK；+K手％+KK‰)
-3>tCCoV2髻+K；+KK甏+KK嚣+略K善+K2％f)

(3．3．9．4)

16
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o(s_『)：％=一孚％一叱^搿一2∑v‰；
‘0 i=0

i-1 i-3 i-I i-l-i

-3五(Zvy,+蟛+22V；，fv州，#+∑K∑vy,州噶f)
一f20 i=0i-l

i=0 520

一●

o(扩1)：％一争％-,tv,一1’搿一22Vyj‘善
‘0 i=0

j-I i-l-ii-1 i-3 i-I i-I

-3五(2 v,v,一1-j，彰+2∑V，善vj—H，#+∑K∑vy,一H飞f+K；+W2d)

_『=0，2，4，⋯知，⋯

其中矿1，善=0，K2，善=O,K1’搿=O，E1’菇=0，El=0。

(3．3．9．5)

从而把0(6“)所对应的方程约化为二阶的常微分方程，并且K可以通过

Vo，K，⋯K-l，来解出，并且方程(3．3．9．1)有tanh函数解：

式中Cl，c2是任意的常数。

Vo=i1
二

‘¨ta吐警]fo
clfo

第三类：而，C=0，to≠0

在这种情况下，(3．2．4)成为下面的形式

这时，方程的相似变量为

X=0，T=to，Uo=0，阢=0，

U2 20，U3 20，U4 20，⋯U，20，⋯

考=x

相似解为

‰=Vo(e)，Ul=K(善)，”：=％(孝)，“，=蚝(乎)，“。=圪(乡)，⋯，“，=_(善)，⋯．

从而这个所求方程相似约化解为

“=∑占’■(善)‘一 J＼。，

户O

(3．3．10)

17
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相对应的相似约化方程是

o(占。)：‰=一2VoVo善 (3．3．11．1)

o(占1)：K菇=一无％搿-2(VoKf+vlVo#)-31(Vo；+VoVo菇+曙％善) (3．3．11．2)

O(E2)：屹菇=-iV,搿-2(VoV2≠+KK善+V2Vof)一31(V02K善+roY,影+v_lvo菇)
一6旯眠f％+VoV,Vof)

(3．3．11．3)

O(E3)：圪劈=-2V2搿-2(VoV3f+屹Kf+Vyo手+巧屹善)-3,,t,(／11；+KK菇+K2Vof+V2Vo菇
+VoV2管+vgv2善)一6／(VoVYl善+VoV2Vo善+％Vo；)

(3．3．11．4)’

0(8夸％=一粥-l’搿-2EVYj-f，f
“

-31(艺_Vyj—H髟+22V，，善K+蟛+∑V∑K■+h，善)

o(g一1)：％=一叱一l，搿-2EVyj-f’f

-3,乞(Zvy,一卜。尉+22 V，，；K+瞄+∑V∑K巧+h，善+K；+1)，2’f)

_『=0，2，4，⋯2n，⋯

其中，K1，f=0，K2，f=0，E1，搿=0，El，嚣=0，K1=O。

(3．3．11．5)

从而把op“)所对应的方程约化为二阶的常微分方程，并且K可以通过

K，K，⋯K印来解出。特别的，方程(3．3．11．1)有tanh函数解：

式中，c1，C：是任意的常数。

18
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3．4本章小结

在这一章里，我们用近似对称对称扰动方法研究了扰动Burgers方程。扰

动Burgers方程相对应的相似约化方程可以通过maple数学软件得到，并且相似

约化方程的一般形式及解的一般形式也都分别求了出来。幸运的是，我们也得

到了零阶相似约化方程的解。

然而，由于很难求证级数解的本身的收敛性，所以我们在文中没有提到解

的收敛性。但是从上面的计算可以看出我们能用近似对称扰动理论求解扰动非

线性偏微分方程，得到无穷级数解析解。

19
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第4章 同伦分析法在非线性偏微分方程中的应用

同伦分析法是一种新的、一般性的求解强非线性问题的解析近似方法．它

柏：方法上彻底抛弃了小参数的假设，从根本上克服了传统摄动法的局限性，在

逻辑上包含了其他“非摄动方法”，从而更具一般性。该方法被成功用于解决工

稃技术中的许多非线性问题。在这一章中我们主要用同伦分析法得到非线性偏

微分方程的孤立波解的高精度近似解析解。另外，我们也提出了一种有效地判

断所得近似解近似程度的方法，在实际应用中非常方便。

文中介绍的方法，均可以在计算机代数系统如Mathematica、Maple等中得

以完全实现，可以在短时间内得到某个非线性问题的高精度近似解析解。

4．1近似长波方程的求解与其近似解的模拟

4．1．1 近似长波方程的求解

在这一节中我们利用l司伦分村r法求解得到了近似长波方程组的j)艮波解的近

似解析解，同时我们把所得的近似解与其它方法得到的方程的精确解做了对比，

发现二者非常接近。 ·

考虑下面近似长波方程组【47】：

』llr—U，Ux、一Vx+“n／2=o (4．1．1)

卜(甜v)。-v=／2_o
¨^u

方程组有下面的孤波解

』甜(蹦)=口tanh[(口肘矽+圳2]／2+们托 (4．1．2)

IV(蹦)=02 seth2[(ax+flt+y)／2]／4

为了简便起见，方程的孤波解中我们选取口=2，y=0，C=0。根据同伦分析法的

理论，我们选取下面的值作为所求方程组的初始值：

j驴“(邶)=鼬(x)+l (4．1．3)

【％=v(x，0)=sech2(x)
定义线性微分算符

厶[矽(x，，；g)]=旦至』丢}!立，厶，[缈(x，，；g)]=TOrp(x,t；q) (4．1．4)

20
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厶，Lv满足约束条件

L【C1】=o， 三，[G】=0 (4．1．5)

其中c1和C2为常数，矽、缈为X,t的函数。并且定义下面的非线性算子

啡明加旧圳]=掣叫啪g)掣一掣畦掣
(4．1．6)

和

N枷脚)础幻)]=掣一惭g)掣一掣咖；g)一三掣
(4．1．7)

式中，口∈【o，1】，≯(z，t；q)雨fl妒(z，f；q)是x，，和q的函数。hu,壳，为非零的辅助参数。

我们假定以(x,t)=1，Hv(马f)=l，构造近似长波方程组的零阶形变方程：

(1一g)厶[矽(x，t；q)-Uo(X，，)]=g壳。M(≯(x，，；g)，缈(x，f；g))

(1-q)L，[伊(x，t；q)-Vo(X，，)]=qh，Nv(矽(彬；q)，缈(州；g))

从上面两式中可以看出，当q=0及q=1时，有下面的结论：

(4．1．8)

(4．1．9)

≯(x，f；o)=‰X，f)，缈(x，t；O)=vo(x，f)，

≯(石，t；1)=“(x，f)，缈(x，f；1)=V(x，，) (4．1．10)

当壳。和壳，都选择合适的数值，Hn>-1时有

和

并且我们可以得到如下两式

咖)=i1掣k。
咖)=i1掣k。。 (4．¨2)

矽(x，，；曰)=Uo(x，，)+∑％(x，f)g”， 缈(x，f；g)=Vo(X．，)+∑屹(x，，)g”(4．1．13)
n=l n=l

21
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在q=1时均是收敛的。从而我们得到

Ⅷ Ⅷ

u(x，f)=‰+∑％(x，f)， v(x，t)=Vo+∑％(x，t) (4．1．14)
以=1 n=i

豢篡=篇二篡墨葛’ ㈧¨5，

L[％(彬)一厄‰(彬)]=壳。群R·，矗l

群(如叫=掣一孰彬)掣一掣+互1 1a2Un_lr(X,t)

群(乙矗州)=掣一驯n-I硝)掣一善吣力掣一互1％笋
其中以={0， ：；}。
当n≥1时，刀阶形变方程(4．1．15)的解变成下面的形式

(4．1．17)

瑟篡篡譬劂㈤¨曲，。(．x。，)=_名V_一，(x，，)+壳，．z_1[-℃：(：一一-，；一一·)]
‘。‘1‘1。。

从上面两式可以看出方程组的解包含两个参数hu,壳，。可通过调节两个参数

的值使得“。，屹都收敛。为了计算上方便，这里取壳。=壳，=壳。这样，u(x，f)和

v(x，f)的值只取决于壳的选取。为了得到方程组的解，我们需要求％，H：，U。，⋯，U。

和H，屹，屹，⋯，％的值，即将(4．1．18)代入构造的同伦方程中，提取g的系数，得

到如下方程：
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卜12ha况2u。o_hu。o aaUo+壳鲁一壳誓

h一互1 h a苏2v：。-+壳_鲁优t_hv。_O戗_ffg--huo Oa-妻-

卜=(方+1)等一壳鲁+j1壳丽02Ul一壳(‰豢M誓]
卜=(力+1)警一三1壳可a2vl一壳卜睾+％豢+H誓M豢)

(4．1．19)

(4．1．20)

)鲁一壳豢+互1壳鲁一壳(‰豢M豢鸠誓)
)≥一三1壳可‘a2V2一壳(屹誓心誓+‰豢+％豢+M誓M鲁]

(4．1．21)

卜"1)等一壳等宁1穿a2．一壳LIe擎n-1等)、． ∽地2，

h川)等雩1可021"n 1一壳(雾％等+芸V等)
通过maple软件我们可以很容易求得％，u(i=1,2,3，⋯)。

4．1．2近似长波方程的数值解模拟

fUo=“(x，0)=tanh(x)+l

【1lD=V(x，0)=seth2(x)

代入(4．1．19)(4．1．20)和(4．1．21)中得到

卜蹦)一面面2ht再
【啪力=面丽8h sFinh(丽x)t丽

壳

壳

+

十●l■l
，●I、，II、

|I

=

‰

％
，●●●●●●●●‘●●●●●●●●～



非线性偏微分方程解析解的研究

一壳f(壳fsin壳(x)+cosh(x)壳+cosh(x))
¨1一 一 1

。

cosh(x)3

柳(2cosh(x)sinh(x)壳+2cosh(x)sinh(x)+2hcosh(x)2 r一3ht)
圹————————忑丽广—————一

ht(6hcosh(x tsiIlll(x)(壳+1)+壳cosh(x)2 3h+2ht2+6)+3cosh(x)2+2h2f2)
鸭2——————————3c—osh币r———————一。

f工l。

2壳，Pnh(x)cosh(x)2(n1)砌2 sillll(x)，2 3-cosh(x)2) ]
．． I+6siIlll(x)hcosh(x)2+6htcosh(x)3(h+1)-9teosh(x)h(h-1))
让=—————：_——————————————————————————————————————：——————————————————————————————一

由于篇幅所限，我们只列出Ui UO=1，2，3)的值。

4．1．3 7i值的选取

当“。，％的级数收敛时，其函数必为近似长波方程组的解，所以必须保证

Un，Vn的级数收敛。

任给一点(X,t)，则“。，％在该点的值是壳的幂函数。如果存在某个区间孵。，

使得对于任一壳∈贸。，该幂级数均收敛于同一个值，则在区间孵。(成为壳的有

效区间)内，Un x，f)口壳，屹@，f)口壳平行于壳轴，所以通过观察该曲线的图像(称

为壳曲线)，便可以选择合适的壳值以保证级数的收敛，遗憾的是，尽管在直观

上我们认为这样选择壳值保证级数收敛是J下确的，但并没有得到理论上的严格

证明。

图1为O，f)=(13．5，5．5)时z，，Uxt，‰的曲线图，，从图中可以看出大约在

一2．5<7i<2．5范围内级数收敛，图2为@，t)=(13．5，5．5)时，V，％，‰，的曲线图，

从图中可以看出也是在大约一2．5<壳<2．5范围内时级数是收敛的。
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度。

图1在0，f)=(13．5，5．5)时，1,／的壳曲线图。

图2在(X，f)=(13．5，5．5)时，V的壳曲线图。

一般来说在同伦分析法中，我们可以根据需要调整和控制收敛的区间和程
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一

4．1．4解的有效性检验

在实际计算中，我们不可能计算无限多项，只能在某一阶截断，因此得到

的解析解是非线性耦合方程组的近似解，为了明确所求近似解的近似程度，我

们通过maple软件计算得到当壳=一1．8时，“，1，的8阶近似解，和其当

口=2，y=0，c=0时的孤波解

f甜(蹦)=ottanh[(otx+fit+y)／2]／2+a'／2+c

【V(彬)=O[2 sech2[(ax+flt+y)12]14
与精确解进行比较。从图3和图4中可以看出所求得的近似解与孤波解是十分

吻合的。

图3当壳=一1．8时，U的8阶近似解与孤波解中U值的比较

图4当壳=一1．8时，’，的8阶近似解与孤波解中v值的比较。
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为了更好的说明同伦分析法在求解非线性偏微分疗程组得到的近似解准确

性，下面用图5，图6的三维图，表示了精确解和用同伦分析法得到的近似解

的绝对误差。

图5当h=一1．8时，U的8阶近似解与孤波解中U值的差的绝对值。

图6当h=一1．8时，’，的8阶近似解与孤波解中’，值的差的绝对值比较。
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4．1．5 本节小结

本节用同伦分析法得到了近似长波方程组的近似解析解，所得到的结果在

图形上与原方程组的精确解十分吻合，并且其差的绝对值数值很小，说明所求

得的近似解是很接近原方程组的精确解的，表明同伦分析法对于求解分线性耦

合方程组的近似解析解十分有效。同伦分析法借助计算机代数系统

Mathematica或Maple非常容易实现，说明这种方法在应用中是切实可行的．

通过上面的应用，我们可以看到同伦分析法在应用上有以下的优点

(1)可以灵活选择初值函数．

级数解的收敛区域和收敛速度，主要取决于初值函数．选择一组好的初值

函数，可以更有效地逼近一个非线性问题的精确解．用同伦分析方法求解非线

性偏微分方程的时候，对初值函数的选择在一定程度上有很大的自由。

(2)可以调节和控制级数解的收敛范围和收敛速度．

”通过控制引入的辅助参数壳，为调节和控制级数的收敛范围和收敛速度提

供了一个简单的途径。

(3)同伦分析法不依赖于小参数，因此也适合于求解强非线性问题．

(4)可以借助计算机代数系统(如Mathematica、maple)实现计算过程，便于

实行机械化计算，在短时间内可以得到我们需要的结果，并且结果的可靠度比

较高。

当然同伦分析法也带有一定的局限性。

(1)带有一定的先验性

同伦分析法的解表达原则，隐含着一定的假设，即我们要或多或少地知道

一些关于待求问题的解的先验知识，当解决一个全新的非线性问题时，只能用

不同的初值函数试探。

(2)有待完善数学理论

到目前为止，通过观察所谓的壳曲线来确定同伦分析法中辅助参数壳值的

选取，在数学上尚缺乏严格的理论证明来保证这样选取的壳是合适的。另外对

所得近似解的误差也缺乏严格的理论分析。

总之，同伦分析法是一种新的、一般性地求解强非线性问题的解析近似方

法．它在方法上彻底抛弃了小参数假设，从根本上克服了传统摄动法的局限性；
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在逻辑上包含了其他“非摄动方法”，从而更具一般性。

用同伦分析法求解近似长波方程时，由于方程是耦合方程组，所以在用壳曲

线确定需要调整和控制的收敛区间和程度上，我们采用简单一些的方法，令

壳。=力。=壳来确定壳曲线的一个有效区间，在计算上更加方便。再者，我们在求

解近似长波方程时，加入了近似解析解与其它方法所求的精确解的差的绝对值，

从三维图形上，我们可以更直观的了解同伦分析法对于求解非线性偏微分方程

的有效性。

4．2奇异扰动MKdV-KS方程的同伦近似解

4．2．1引言

KdV方程是非线性波动理论中的一个经典模型，关于KdV方程的各种推广

方程或与其他方程的耦合模型大量出现在众多的应用学科领域。关于MKdV方程

的孤立波解己见诸于许多文献，但由于MKdV方程本身是舍去高阶项近似而得到

的， 因此有必要研究MKdV方程小扰动之后的解。在本节中我们用同伦分析法

来讨论奇异扰动MKdV-KS方程『481的近似解析解。

考虑如下方程

％+6甜2‰+％。+s(‰+甜。。)=0 (4．2．1．1)

这个方程出现在很多种情况下，如，垂直面上的浅水系统。

4．2．2奇异扰动MKdV-KS方程的求解

根据前面所讲的同伦分析法的理论，首先定义扰动MKdV-KS方程的线性

微分算符为

工：坐 (4．2．2．1)

构造下列零阶形变方程

(1-q)(警tt一煎tgt)_g壳(詈+6“(罢]+雾+s(窘+窘]](4勉2，
式中g∈【0,1】为一个重要的嵌入参数；壳是一个非零辅助参数。
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拟设“(x，t)--Zq‘‰(x，f)

把(4．2．2．3)代入(4．2．2．2)式中，提取q‘的系数为：

qo：“oJ=0

小鲁=壳(鲁卜(警]m‰(鲁]概(等]协(》]

(4．2．2．3)

(4．2．2．4．1)

(4．2．2．4．2)

q2·鲁=壳s》+6飒鲁+6帆警+鼢鲁+鲁+壳鲁+壳軎c4勉4∞

q3·挚=壳s鲁+6弛差+6帆瓦On2+6huz-蓑ot Ox +壳s等+挚Ot+壳挚Ot+壳长戗 戗 嗷。 出。9

(4．2．2．4．4)

归纳(4．2．2．4．1)到(4．2．2．4．4)得：

堕=壳煎+壳石OUoOt Ot Ox+壳s(磐Ox+萼Ox]+6飒煎Ox (4．2．2．5-1)3

L
2

4

J
” ”～⋯一7

鲁却叫挚+壳争概(争+争H茎H，华
定义初始值为

‰=／

(4．2．2．5．2)

(4．2．2．6)

把(4．2．2．4)代入到(4．2．2．2)中，利用maple软件得到Ul,b12，U3⋯的值，“l，髓2，U3

表达式比较繁琐，所以在附录中列出。在实际计算中，用同伦方法我们一般得

到的是在某一阶截断的解，即所求方程的一个近似解，在本节中我们取三阶近

似，所以

U=uo+qul+鼋2U2+93U3 (4．2．2．7)

把上面所求的“。，U：，U，的表达式代入到(4．2．2．3)式中我们得到所求方程的三阶

近似解，分别为
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％=2Pf(6x+4x3+6xP，+7e+26xEe+8x4占)ht
“2：52e：’壳红2E+16e，壳执4占+12e，htx+8e：htx3+14e：hte+1800h2tZez2x6

+128壳21'．ex2$2x8+216壳2t2eX2e2X2x2+1992h2fl(ex2)2船+1728h'fl ex2)2如

+7208h!，2P，92x4+7464h2f2P，92x2+52fh2eX2x21￡+16rh2eX2x49+4752h2t2(P，12 x3s

+1376h：，2P，x59+128h2f2P，x7占+3520h2f2P，占2x6+108h2f2 eX2 12+60h 2f2P，

+12，庇P二，x+792h2fl(P，)2x2+36壳2r2P，P2，+966h2，2eX2002+32h2，2P，s
+360h2i'-eX262+240h2t2eX2x2+12f壳2e2X2x+8，壳2eX2X3+12，壳2P。x+480hZtz fP，12x4

“3=52e‘2htx29+16e。2htx46+2246h3e。2t3e2fz5+12e。2htx+8e，htx3+14e。2hte．

+3600h'12ex2xE+256h212eX20。2X8+432h 212eX2e2X2x2+3984h2fl(，)2船
+3456h：t二ex'2xSo。-'l'-l 1016h3P≯，3P2，g+14416h2t2eX2c2X4+14928h2，2P，92x6

+104h2tgr"X2E．+32th2ex2 x46+9504h2f2(P，)2 x39+2752h2f2P，x5s

+256h2f二P，x79+7040h2f2P，x3e+3712h2f2e，92x6+216h2t2(ex2)2+120h2f2P，

+1 143936h3 ex2)2 t3x40r+12，壳e2X2X+1584h2t2 ex2)2 X2+72壳2，2P。2P2J2+1932h2，2P，s2

+64壳212eX2 x6+28，壳2eX2t2+40320h3(P，)2 t3占+20448h3 ex2

2

t3X+77 1 84h3(P，)2 f3z

+771984h3 ex2 12t3x3+8，壳3eX2x3-I-12，壳3e≯x+12，壳3e2X2x+14，壳3eX2F+64壳3P。2f2x6

+1932h3P。2f2s2+480壳3eX2t2x4+10752h3 ex2)2 t3x7+58752h3 ex2)2，325

+960h3(P，)2^41584壳3eX2t3x7+5040h3eX2t3x+15960h3eX2130f．+126860h3P‘3占3
+13440h3e，f3石3+8064h 3eX2t3xs256／3h3Px2t3工9+1539h3e'?t3xS占2+72h3Px2t2e2，

+720壳3eX"t2x2+149504h3 ex2)2／3X9E2+3984h3(P，)2 t2x6+79872h3(P，)2，3x8占
+936096h3ex2t3工5占2+3712h3Px2t2X6002+208320h3ex2t324￡+28672h3ex2132992

+52f赢3eX"x2E+582144h3(P，)2t3x60c+604512h3 ex2)2，3x2占+3357504h3 ex2)2f3s2x3

+3834496h3(ex2)2 t3e2X2xSo。2+1 16352h3eX2t3e2X2x60c．+667392h3 ex2)2办2x

+1398784h3(P，)2，3占2x7+177408h3P，r3P2，x2s+319584h3P，f3P2，x4占
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+9504h3 fP，2 t2x36+3456h3 fe，12 t2x561 1 520h3ex2t3P2x2X+1728h3eX2t3xP3x2
、 ， 、 ，

+41760h3eX2t3x362+4608h3ex2，e3，+157920h3e，f3X2占+363720h3Px2t3X6

+2048／3h3Px2t3x12s3+23040h3已Pf3X10占3+1191120h3ex2t3x10占2+256088h3e7t3x8s3

+82432／)3e，f3石6s+262720h3ex2t3x7占2+2426000h3eX2t3x4s3+1024h3ex213x11占2

+512h3eet3xlo占+1488600h3Px2t3x2占3+11648h3P，f3X86+3795488／3h3ex2t3x6占3

+3600h3Px2t2工s+432／)3Px2t2P2x2X2 4-7040haex212X36+14928h3e，t222￡2

4-14416h3ex2t2x4占2 4-256h3ex2t227占+16th3P。2x4￡+2752h3ex2t225￡4-256h3ex2x892

在上面的计算过程中，有一个重要的参数壳，一般通过调节壳的值以保证

级数收敛，图l显示了x=3，t=0．01，s=0．001，q=1时的U～壳，H矗～

力，“．删～壳曲线图。从图1可以看出，大约在-0．5<壳<0．5范围内级数(4．2．2．7)

收敛。由图可知，在该区间的中间位置级数的收敛性较强，可取壳=0．00001来

考察方程(4．2．1．1)的近似解。

●

■

图1

下面我们就取壳=0．00001，占=0．001，

一

q=1时用同伦分析法得到的奇异扰

动MKdV-KS方程的三阶近似解析解，由于三阶近似解析解的表达式比较繁琐，下

if|『我们就用图表示所求得解，使其更形象、直观。
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图2：壳=0．00001，s=0．001，留=1时所求的三阶近似解

4．2．3结论

本文利用同伦分析法求解奇异扰动MKdV-KS方程，得到了它的近似解析解。

研究发现，用同伦分析法求解了一大批非线性偏微分方程，且所求的近似解与精

确解吻合的非常好，说明同伦分析法是求解非线性方程近似解的一种行之有效的

方法。
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， 第5章总结与展望

近年来，对非线性科学问题的研究己成为人们关注的热点，非线性科学也

被深入并广泛应用到科学技术的各个领域。许多非线性物理现象都可以用非线

性偏微分方程来描述，所以得到非线性偏微分方程的解有主要的意义。

在本文中，我们使用近似对称约化方法，得到了带有小参数的Burgers方

程的近似对称约化和无穷级数解。我们可以逐一求约化后的近似方程组，进而

得到无穷级数解。在实际计算时，我们可以根据需要求出有限项。

在本文中，我们利用同伦分析法得到了奇异扰动MKdV—KS方程和耦合的近

似长波方程组的近似解析解，并把得到的解析解与其它方法得到的精确解比较，

发现其与精确解午分吻合，说明同伦分析法是求解非线性偏微分方程解析解的

一种行之有效的方法。该方法为我们在选择辅助线性算子和辅助参数时提供了

足够大的自由，从而使我们得到收敛的级数解。
l- ～

．

对于扰动方程的研究，我们还有许多东西进行讨论，我们可以尝试结合同

伦分析法和近似对称扰动方法，来求解非线性偏微分方程(组)。近似对称方法

只有在非线性偏微分方程含有小参数时才是很有效的而方法，通过引入对称模

型，近似对称同伦方法则可以不用考虑非线性偏微分方程是否含有小参数，因

此近似对称同伦方法可以用于求解不含小参数的非线性偏微分方程，这些方面

的工作，我们将不断的探索，以求得到更多丰富有趣的结果。

对于同伦分析法的研究，我们现在也有更多需要改进的问题，如对于同伦

分析法中辅助参数壳的选取，是通过观察所谓的壳曲线来完成，在数学上尚缺

乏严格的理论证明以保证这样选取的壳是合适的，另外对所得近似解的误差也

缺乏严格的理论分析。这方面的工作，我们也将不断的研究探索。
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