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21 届高三上期开学测试 

数学（理科）试题  答案 

一、选择题：本题共 12 小题，每小题 5 分，共 60 分。 

1．【解析】D． { |1 0} ( ,1)A x x     ， (0, )B   ， [1, )uC A   ， 

   1,U A B   . 

2．【解析】C． ∵
1＋ai

1－ai
＝

1＋ai2

1－ai1＋ai
＝
1－a2＋2ai

1＋a2 ，又∵复数为纯虚数，∴1－a2＝0，

解得 a＝±1，故选 C. 

3．【解析】B．依题意知，将函数 f(x)＝sin



x－

π

4
的图象上各点的横坐标伸长到原来的 2

倍，纵坐标不变，得到函数 g(x)＝sin



1

2
x－

π

4
的图象，再向右平移

π

6
个单位得 

h(x)＝sin[
1

2
(x－

π

2
－

π

6
)]＝sin



1

2
x－

1

3
π .故选 B. 

4．【解析】B．因为 a·b＝12≠0，则 a，b 不垂直，A 错误；因为(a－b)·(a＋b)＝|a|2－|b|2

＝0，所以(a－b)⊥(a＋b)，B 正确，D 错误；a，b 显然不平行，C 错误. 故选 B. 

5．【解析】B．用 a1，a2，…，a8表示 8 个儿子按照年龄从大到小得到的绵数， 

由题意得数列 a1，a2，…，a8 是公差为 17 的等差数列，且这 8 项的和为 996， 

∴8a1＋
8×7

2
×17＝996，解之得 a1＝65.∴a8＝65＋7×17＝184， 

即第 8 个儿子分到的绵是 184 斤. 

6．【解析】C．直线 y＝kx 与圆(x－13)2＋y2＝25 相交，d＝
|13k|

1＋k2
<5⇒k∈



－

5

12
，

5

12
. 

直线斜率 k∈



－

5

12
，

5

12
时与圆相交，故所求概率 P＝

10

12

2
＝

5

12
.故选 C. 

7．【解析】C 

A 选项中，根据m n ， //m  ， n// ，得到  或 ∥ ，所以 A 错误； 

B 选项中，m n ， m   ，n  ，不一定得到  ，所以 B 错误； 

C 选项中，因为 //m n，n  ，所以m  ，又m  ，从而得到  ，C 正确； 

D 选项中，根据 //m n，m  ，所以n  ，而n  ，所以得到 ∥ ，D 错误. 
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8．【解析】B．函数    2 2 exf x x x  ，则    2 2 exf x x   ，令   0f x  ，解得  f x

的两个极值点为 2 ，故排除 AD，且当 0x  时，  f x 恒为正，排除 C，选 B. 

9． 【解析】B．由题意， 

第一次循环，
1

2
S Z ， 3 5 1 16S     ， 0 1 1i    ， 1S  ； 

第二次循环， 
1

2
S Z ，

1
16 8

2
S    ， 1 1 2i    ， 1S  ； 

第三次循环，
1

2
S Z ，

1
8 4

2
S    ， 2 1 3i    ， 1S  ； 

第四次循环，
1

2
S Z ，

1
4 2

2
S    ， 3 1 4i    ， 1S  ； 

第五次循环，
1

2
S Z ，

1
2 1

2
S    ， 4 1 5i    ， 1S  ；此时输出 5i  . 

10． 【解析】B．把三棱锥 A﹣BCD 补成长方体，如图所示： 

则三棱锥 A﹣BCD 外接球即是长方体的外接球，设长方体的棱

长分别为 a，b，c， 

∵三棱锥 A﹣BCD 外接球的表面积为 8π， 

∴三棱锥 A﹣BCD 外接球的半径为√2，∴a2+b2+c2＝8，∵

2ab≤a2+b2，2ac≤a2+c2，2bc≤b2+c2， 

∴2（ab+ac+bc）≤2（a2+b2+c2），∴ab+ac+bc≤8，∴三

棱锥的侧面积之和 S=
1
2
(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) ≤4． 

11．【解析】由 | 2 | 18x y  得 18 2 18x y    ，不

等式组对应的区域在直线2 18x y  和2 18x y  

之间，作图，由
2 3 6 0

3 2 6 0

x y

x y

  


  
得

6

6

x

y





，即 (6,6)A ，

此时 (6,6)A 满足条件2 18x y  ． 
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由
2 3 6 0

2 18

x y

x y

  


  
得

15

2

3

x

y


 


  

，即
15

( , 3)
2

B   ，要使不等式组对应的平面区域都在两

条直线之间，则直线 y m 满足在直线 3y   和 6y  之间． 

12．【解析】D 作出函数 𝑓(𝑥) 的图象（如图）， 

可以发现 ∣ log3𝑥1 ∣=∣ log3𝑥2 ∣，即 −log3𝑥1 = log3𝑥2，

所以 log3𝑥1 + log3𝑥2 = log3(𝑥1 ⋅ 𝑥2) = 0，𝑥1 ⋅ 𝑥2 =

1．由余弦函数的图象可知，𝑓(𝑥) 在 [3,9] 上的图象

关于直线 𝑥 = 6 对称，所以 𝑥3 + 𝑥4 = 12，且 𝑥3 ∈

(3,
9

2
)，因此 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥3 ⋅ 𝑥4 变形为 𝑔(𝑥3) =

𝑥3(12 − 𝑥3) = −𝑥3
2 + 12𝑥3 = −(𝑥3 − 6)2 + 36，所以当 𝑥3 = 3 时，𝑔(𝑥3)min = 27；当 𝑥3 =

9

2
 时，𝑔(𝑥3)max =

135

4
．所以 𝑥1 ⋅ 𝑥2 ⋅ 𝑥3 ⋅ 𝑥4 的取值范围是 (27,

135

4
)． 

第 II 卷（非选择题，共 90 分） 

二、填空题：本大题共 4小题，每小题 5分，共 20分． 

13. 【解析】60 

14. 【解析】
π

4
．由

asinA＋bsinB－csinC

asinB
＝2sinC 及正弦定理得

a2＋b2－c2

ab
＝2sinC，所以

2abcosC

ab
＝2sinC，即 cosC＝sinC，因为 0<C<π，所以 C＝

π

4
. 

15. 【解析】(－∞，－3)∪(0，＋∞) ．因为直线与圆相切，所以
|t＋1|

1＋k2
＝1，即 

k2
＝t2

＋2t.将直线方程代入抛物线方程并整理得 x2
－4kx－4t＝0，于是 

Δ＝16k2
＋16t＝16(t2

＋2t)＋16t>0，解得 t>0或 t<－3. 

16. 【解析】[1,+∞)．由反函数图象关于直线 𝑦 = 𝑥 对称知 𝑚+ 𝑛 = 4． 

三、解答题：本大题共 6小题，共 70分．解答应写出文字说明，证明过程或演算步骤． 

17.【解析】 (1)把点
1

(0, )
2

代入函数 ( ) ( 0, 1)xf x a a a   得
1

2
a  ，所以

1
( ) ( )

2

xf x  ， 

所以数列 na 的前 n 项和是  
1

2 2
2

n

nS f n
 

    
 

. 当 1n  时， 1 1

3

2
a s   ； 
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当 2n  时，

1

1

1 1 1

2 2 2

n n n

n n na S S





     
          

     
，所以

3
, 1

2

1
, 2

2

nn

n

a

n


 


 
     

； 

(2)由
1

2
a  ，  1logn a nb a   得 +1nb n ，所以 

 
2 3

3 1 1 1
2 3 4 +1

2 2 2 2

n

nT n
     

             
     

，① 

 
3 4 +1

1 3 1 1 1
3 4 +1

2 2 2 2 2

n

nT n
     

            
     

.② 

由①－②得：  
3 4

+
1 3 3 1 1 1 1

+ + + +1
2 2 4 2 2 2 2

n n

nT n
        

             
         

， 

所以

1
1 1

5+ ( +
3

+ 5
2

1)
2 2

n

n n

n

n
T n



   
     

 








. 

18.【解析】（1） 2 2 列联表如下： 

 不少于 60 元 少于 60 元 合计 

男 12 40 52 

女 18 20 38 

合计 30 60 90 

 
2

2
90 12 20 40 18 1440

5 3.841
30 60 52 38 247

K
   

   
  

， 

因此有95%的把握认为购买金额是否少于 60 元与性别有关. 

（2） X 可能取值为 65，70，75，80，且
10 20 1

90 3
p


  . 

 
3

3

3

1 1
65

3 27
P X C

 
   

 
，  

2

2

3

1 2 2
70

3 3 9
P X C

 
    

 
， 
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2

1

3

1 2 4
75

3 3 9
P X C

 
     

 
，  

3

0

3

2 8
80

3 27
P X C

 
   

 
， 

所以 X 的分布列为 

X  65 70 75 80 

 P X  
1

27
 

2

9
 

4

9
 

8

27
 

1 2 4 8
( ) 65 70 75 80 75

27 9 9 27
E X          . 

19. 【解析】以点 A为坐标原点，以 AB 、 AC 、 1AA
所在直线分别为 x 、 y 、 z 轴，建

立如下图所示的空间直角坐标系 A xyz ，则
 1 0, 0, 2A

，
 1 2,0,2B

，
 0,2,1M

，

 1,1,0N
. 

（1）  1 1 1 1 1A P PB A B A P    ，

 1 1 1

2
2,0,0 ,0,0

1 1 1
A P A B

  

  

 
     

   
， 

 1 1

2 2
0,0,2 ,0,0 ,0,2

1 1
AP AA A P

 

 

   
       

    
， 

 
2

1,1,0 ,0,2 ,1, 2
1 1

1
PN AN AP



 

   
        

    


. 

 0,2,1AM  ， 0 2 2 0AM PN      ，因此，无论取何值，AM PN ； 

（2）当 1  时，  1,0,2P ，  0,1, 2PN   ，  1,2, 1PM    ， 

而平面 ABC 的法向量  0,0,1n  ，设平面 PMN 的法向量为  , ,1x ym  ， 

则
2 1 0

2 0

m PM x y

m PN y

      


   
，解得

3

2

x

y





，则  3,2,1m  ， 
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设 为平面 PMN 与平面 ABC 所成的锐二面角，则
14

cos
14

m n

m n



 


. 

因此，平面 PMN 与平面 ABC 所成锐二面角的余弦值是
14

14
. 

20. 【解析】（Ⅰ）由题意，椭圆上下顶点与左右顶点其中的一个构成等边三角形， 3a b  ，

3b  ， 3, 3a b   ，椭圆
2 2

: 1
9 3

x y
E   。 

（Ⅱ）圆
2 2: 2O x y  ，因为直线 y kx m  与圆

2 2: 2O x y  相切，
2

| |
2

1

m

k
 


，

即
2 22(1 )m k  . 联立方程

2 2

1
9 3

x y

y kx m


 


  

得
2 2 2(1 3 ) 6 3( 3) 0k x kmx m     ，设

1 1( , )M x y ， 2 2( , )N x y ，则
1 2 2

6

1 3

km
x x

k
  


，

2

1 2 2

3( 3)

1 3

m
x x

k


 


， 

故
2 2

1 2 1 2| | 1 ( ) 4MN k x x x x    
2 2

2

2

12(9 3 2 2)
1

1 3

k k
k

k

  
  


 

2 2

2

(2 2 )(7 1)
6

1 3

k k

k

 
 



2 2

2

1
[(2 2 ) (7 1)]

26
1 3

k k

k

  

 


3 6

2
  

当且仅当 2 22 2 7 1k k   即 2 1

5
k  时等号成立。所以弦长 | |MN 的最大值是

3 6

2
． 

21. 【解析】（1）由已知， 

( ) (1 cos sin )e ( sin cos )e (1 2sin )ex x xf x x x x x x x x          ， 

所以 ( ) ( ) ( ) (1 sin cos )exg x f x f x x x     ， ( ) (1 2cos )exg x x   ， 

令 ( ) 0g x  ，得
1

cos
2

x   ，解得
2π 2π

2 π 2 π,
3 3

k x k k     Z ， 

令 ( ) 0g x  ，得
1

cos
2

x   ，解得
2π 4π

2 π 2 π,
3 3

k x k k    Z， 
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故 ( )g x 的单调递增区间是
2π 2π

( 2 π 2 π),
3 3

k k k   Z， ；单调递减区间是

2π
( 2 π,

3
k

4π
2 π),

3
k k Z . 

（2）要证 ( ) 1f x x  ，只需证： 0( ) 1f x x   ． 

设 ( ) ( ) 1h x f x x   ， 0x  ，则 ( ) ( ) 1 (1 2sin )e 1xh x f x x x       ．  

记 ( ) ( ) (1 2sin )e 1xt x h x x x     ，则 ( ) (2 2sin 2cos )ext x x x x     ．  

当 [0,π]x 时，sin 0x  ，又2 2cos 0x  ，e 0x  ，所以 ( ) 0t x ≥ ；   

当 (π, )x  时， πx  ，2sin 2x   ，所以 2sin π 2 0x x    ， 

又2 2cos 0x  ，e 0x  ，所以 ( ) 0t x ≥ ．                 

综上，当 0x  时， ( ) 0t x ≥ 恒成立， 

所以 ( )t x 在[0, ) 上单调递增．所以， ( ) (0) 0t x t  ，即 ( ) 0h x  ，                    

所以， ( )h x 在[0, ) 上递增，则 ( ) (0) 0h x h  ，证毕． 

22. 【解析】（Ⅰ）设点 P（1+tcosa，﹣1+tsina）， 

则
𝑥−𝑦−2

𝑥+𝑦
=

𝑡𝑐𝑜𝑠𝛼−𝑡𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑡𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑡𝑠𝑖𝑛𝛼
=

𝑐𝑜𝑠𝛼−𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑐𝑜𝑠𝛼+𝑠𝑖𝑛𝛼
= 3， 

整理可得 2sinα＝﹣cosα，即𝑡𝑎𝑛𝛼 = −
1
2
，∴直线 l 的斜率为−

1
2
． 

（Ⅱ）曲线 C 的方程可化为 ρ2＝2ρsinθ， 

化成普通方程可得 x2+y2＝2y，即 x2+（y﹣1）2＝1， 

曲线 C 表示圆心为 C（0，1），半径为 1 的圆， 

直线 l 的参数方程化成普通方程可得 x﹣y﹣2＝0， 

圆心 C 到直线 l 的距离为𝑑 =
|0−1−2|

√2
=
3√2
2

， 

则曲线 C 上的点到直线 l 的距离的最大值为
3√2

2
+ 1． 
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23. 【解析】（Ⅰ）f（x）＝|x﹣1|﹣|ax﹣2a|， 

若 a＝1，不等式 f（x）＜1 可化为：|x﹣1|﹣|x﹣2|＜1， 

当 x≤1时，1﹣x﹣（2﹣x）＜1，即 0＜2，成立； 

当 1＜x≤2 时，x﹣1﹣（2﹣x）＜1，即 x＜2，成立；[来源:学|科|网] 

当 x＞2 时，x﹣1﹣（x﹣2）＜1，即 0＜0，不成立； 

综上所述，若 a＝1，不等式 f（x）＜1 的解集为（﹣∞，2）； 

（Ⅱ）因为 x∈[2，8），所以 f（x）＝|x﹣1|﹣|ax﹣2a|＝x﹣1﹣|a|（x﹣2）， 

故不等式 f（x）≥x﹣4 对∀x∈[2，8）恒成立⇔x﹣1﹣|a|（x﹣2）≥x﹣4 恒成立， 

则|a|≤（
3

𝑥−2
）min，因为 y=

3
𝑥−2

在区间[2，8）上单调递减，所以|a|≤
3

8−2
=
1
2
， 

解得：−
1
2
≤ 𝑎 ≤

1
2
，即 a 的取值范围为[−

1
2
，
1

2
]． 

 


