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第一部分 极限与连续 

 

一、求极限 

1、
3 2

3

3 4 2
lim

7 5 3x

x x

x x

 

 
 

2、
2

21

2 1
lim

1x

x x

x

 


 

3、
2 2 2

1 2
lim
n

n

n n n

 
   

 
  

4、
31

1 3
lim

1 1x x x

 
 

  
 

5、

1

0
lim x

x
e


 

6、
2sin 3

lim
sin 2x

x x

x x




 

7、   4 2lim 1 2
n

n n n n


     

8、
0

1
sin

x
lim x

x

 
 
 

 

9、
2 1 3

lim
sinx

x x

x x

 


 

10、
arctan

lim
x

x

x
 

11、  2lim 1
x

x x x


   

12、
2lim( )

n
n n n


 数列极限 的值为  

1
0 1

2
A B C D．；　 ．；　 ．；　 ．不存在． 

13、下列极限计算正确的是  

   A； 1
1

lim
2

2


 n

n

n x

x
；       B 1

sin

sin
lim 




 xx

xx
x

； 

   C 0
sintan

lim
30




 x

xx
x

；  C 2

2

1
1lim e

n

n

n
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14、下列极限中存在的是  

2

10 0

1 1 1 1
lim lim lim sin lim

2 11
xx x x xx

x
A B C x D

x xe   




． ；　 ． ； ． ；　 ．  

15、
1

1
lim

3

1 


 x

x
x

 

二、求极限 

1、
sin 2 3

lim sin
x

x
x

x x

 
 

 
 

2、
1

sin
x
lim x

x

 
 
 

 

3、
20

1 cos
lim
x

x

x


 

4、  
0

lim cot
x

x x


 

5、
0

1 cos 2
lim

sinx

x

x x


 

6、
0

sin 2
lim

sin 3x

x

x
 

7、 lim 2 sin
2

n

nn

x


 
 
 

 

8、

2
1

lim
x

x

x

x

 
 
 

 

9、
1

lim 1
x

x x

 
 

 
 

10、

3

0
lim(1 2 ) x

x
x


  

11、   x

x
x

2cot2

0
tan1lim 


 

12、

1
2 3

lim
2 1

x

x

x

x





 
 

 
 

13、
0

1 1 1
lim ( )

sin tanx x x x
  

14、
sin

lim
x

x

x 



极限 (    ) 

1 0 1A B C D ．　 ．　 ． 　 ． ． 
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三、求极限 

1、
0

tan 2
lim

sin 5x

x

x
 

2、
30

tan sin
lim

sinx

x x

x


 

3、
0

sin
lim

sin

n

mx

x

x
 

4、

2

0

1
lim

ln(1 2 )

x

x

e

x x




 

5、设
20

( )
ln 1

sin
lim 2

arctanx

f x

x

x

 
 

   ，求
30

( )
lim 2
x

f x

x
  

6、
21

)21ln(sin
lim

0 


 xe

xx
xx

 

7、

1
2 3

0

(1 ) 1
lim

cos 1x

x

x

 


 

8、
3

20

( 1 2 1)
lim

1 1x

x x

x

 

 
 

9、
x

e x

x

1
lim

3

0




 

10、
0

ln(sec tan )
lim

sinx

x x

x


． 

11、 











 xx

x
x

2
sin

35

53
lim

2

 

四、概念与定理相关 

1、 0x  是函数

1

1

2 1
( )

2 1

x

x

f x






的          间断点 

2、已知函数

2 , 0
( )

1 cos , 0

xke x
f x

x x

 
 

 
，当 k       时，函数 ( )f x 在 0x  处连续 

3、 ( ) 2 3 2x xf x    ，当 0x  时   （    ） 

A． ( )f x x                     B． ( )f x 是 x 的同阶但非等价的无穷小 
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C． ( )f x 是 x 的高阶无穷小        D． ( )f x 是 x 的低阶无穷小 

4、下列说法正确的是 

   A．若 ( )f x 在 x a 处连续，则 ( )f x 在 x a 处连续                     

B．若 ( )f x 在 x a 处连续，则 ( )f x 在 x a 处连续 

C．若 ( )f x 在 x a 处连续，则 ( )f x 在 x a 的某一领域内连续         

D．若  
0

lim ( ) ( ) 0
h

f a h f a h


    ，则 ( )f x 在 x a 处连续 

5、 存在的处有定义是极限在点 )(lim)(
0

0 xfxxf
xx

 

; ;

;

A B

C D

．必要条件 　　　　 ．充分条件

．充分必要条件 　　 ．既非必要又非充分条件．
 

6、 是时，函数为常数），则当若 AxfxxAAxf
xx




)(()(lim 0
0

 

 ;  ;

 ;  

A B

C D

．无穷大量 　　　　 ．无界，但非无穷大量

．无穷小量 　　　　 ．有界，而未必为无穷小量 ．
 

7、设有两命题： 

0 0 0

0 0 0

0

( )
" " lim ( ) 0 lim ( ) ( ) 0    lim 0

( )

" " lim ( ) lim ( ) lim( ( ) ( ))

" " " "                     " " " "

" " " "           

x x x x x x

x x x x x x

f x
a f x g x g x

g x

b f x g x f x g x

A a b B a b

C a b

  

  

  



命题 ：若 ， 存在，且 ，则 ；

命题 ：若 存在， 不存在。则 必不存在。

则

． ， 都正确； ． 正确， 不正确；

． 不正确， 正确；   " " " "D a b． ， 都不正确。

 

8、 20 2sin (1 cos )x x x x 当 时， 与 比较是（　） 

                    

                                    

A B

C D

．同阶但不等价无穷小； ．等价无穷小；

．高阶无穷小； ．低阶无穷小．
 

9、
0 0

0
0 0

lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x

f x f x a f x x x
  

  ，是函数 在 处连续的（　　） 

A B

C D

．充分条件　 ．必要条件

．充分必要条件　 ．既非充分又非必要条件
 

10、
2

2

1
1 2

3 2

x
y x

x x


 

 
函数 的间断点为 、，则此函数间断点的题型为（　　） 
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A x=1,2 都是第一类间断点；           B x=1,2 都是第二类； 

C x=1 是第二类，x=2 是第一类；       D x=1 是第一类，x=2 是第二类； 

11、下列叙述不正确的是（   ） 

A

B

C

D

．无穷小量与无穷大量的商为无穷小量；

．无穷小量与有界量的积是无穷小量；

．无穷大量与有界量的积是无穷大量；

．无穷大量与无穷大量的积是无穷大量。

 

12、
4

lim
3 2

x x

x xx

e e

e e









（    ） 

1
2 1

3
A B C D．　　 ．　　 ．　　 ．不存在  

五、连续性 

1、设函数  

sin
,

0,

, 0,

1 0,
sin ,

x
xx

f x A x

x
x B

x


 


 
 
 


 问： ,A B 取何值时，函数  f x 在整个实轴上连续。 

2、设  
2

1
sin , 0,

, 0,

x x
f x x

a x x




 
  

。问如何选择常数a 可使函数  f x 在 ( , )  内连续。 

3、设    

22

2

arcsin 2 1
, 0,

ln 1 2

, 0,

axx e
x

f x x

a x

  


 




在 0x  处连续，求常数a  

4、求函数
xx

x
xf

)1(

1
)(

2




 的间断点，并判断其类型 

5、求函数  
 
 2

1 sin

2 3

x x
f x

x x x




 
的间断点，并判定类型。 

六、极限的反问题 

1、设
2

1
lim 5

1x

x bx a

x

 



，则 a=         , b=          

2、已知 lim 9
x

x

x a

x a

 
 

 
，则a             

3、已知
20152

lim ( 0, )
( 1)k kx

x
C

x x
  

 
，求常数 ,k C  
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4、设
3

2lim 2
1x

x
ax bx c

x

 
    

 
，求常数 , ,a b c  

5、设当 0x  ，
2 2 24 4 sinx x k x    ，求常数 k  

七、有关闭区间上连续函数的性质 

1、证明方程
5 3 1x x  至少有一个根介于 1 和 2 之间。 

2、证明方程sin 1 0x x   在开区间 ,
2 2

  
 
 

内至少有一个根。 

3、设  f x 在[a,b]上连续，且在[a,b]上的值域也为[a,b]。证明存在  ,a b  使得 ( )f x x

成立。 
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第二部分 导数与微分 

 

一、导数的概念 

1. 设函数 ( )f x 在点 0x x 处可导，且
 0

0 0

1
lim

2 ( ) 4h

h

f x h f x


 
，则 0'( )f x 等于（ ） 

A． 4           B． 2          C．2         D．4 

2. 设 ( )f x 可导，常数 0a  ，则 lim [ ( ) ( )]
n

a
n f x f x

n
  =（       ） 

A a ；           B a ；           C ( )af x ；         D ( )a f x ； 

3. 设 )('
3

1)()(
lim 0

00

0
xf

x

xfxkxf
x







, 其中 0)( 0  xf ，则 k = _______ 

4. 设 ( )f x 在 x a 的某个领域内有定义，则 ( )f x 在 x a 处可导的一个充分条件是（   ） 

A   
1

lim [ ( ) ( )]
h

h f a f a
h

  存在           B   
0

( 2 ) ( )
lim
h

f a h f a h

h

  
存在 

C   
0

( ) ( )
lim

2h

f a h f a h

h

  
存在            D   

0

( ) ( )
lim
h

f a f a h

h

 
存在 

5. 设
20

[ ( ) (0)]sin3
lim 4
x

f x f x

x


 ，则 '(0)f 等于（ ） 

A．3          B．
4

3
         C．

3

4
         D．4 

6. 设函数 ( )f x 在点 0x  处连续，且
0

( )
lim 1
x

f x

x
 ，则下列命题不正确的是（ ） 

A．
0

lim ( ) 0
x

f x


           B． (0) 0f           C． '(0) 0f          D． '(0) 1f   

7. 若 0( )f x 存在，则
0

0 0

0

( ) ( )
lim _______
x x

xf x x f x

x x





； 

8. 设 













,1,

,1,
3

2
)(

2

3

xx

x
x

xf  则 ( )f x 在 1x 处（  ） 

A 左、右导数均存在；           B 左导数存在，右导数不存在；            

C 左导数不存在，右导数存在；   D 左、右导数都不存在； 

9. 设

22
sin 0

( )

0 0

x x
f x x

x




 
 

，则 '(0)f        
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10. 若函数 ( )f x 在点 0x 处不连续，则 ( )f x 在点 0x 处（   ） 

A 必无定义；     B 必无极限；     C 必不可导；     D 必可导 

11. 若

2 , 0
( )

2 , 0

xae x
f x

bx x

 
 

 
,在 0x  处可导,则常数 _______, _________a b  ； 

12. 设函数 )100)(99()2)(1()(  xxxxxxf ，则  )0(f （      ） 

A 100；         B  100 ；          C 100 !；           D 100 ! 

13. 曲线 xy e 在 (0,1) 处的切线方程为 ______________  

14. 设曲线 22  xxy 在点P 处的切线的斜率等于3，则P 点的坐标为         ； 

二、求导数 

1. 求 12
17

4

3 
xx

xy 的导数 

2. 求
xx exy 325 3  的导数 

3. 求 1sectan2  xxy 的导数 

4. 求 xxy ln2 的导数 

5. 求
x

x
y

ln
 的导数 

6. 求 xxxy cosln2 的导数 

7. 求
x

x
y

cos1

sin1




 的导数 

三、求导数 

1. 设
4

2

1
( ) tanf x
x

 ,则 ( ) __________f x  ； 

2. 设 (cos ) sin[ ( )]y f x f x  ，其中 f 可微，则 ______________
dy

dx
 ； 

3. 设 ( )f x 在点 1x  处具有连续导数，且 (1) 1f   ，则
0

lim (cos )
x

d
f x

dx
为（       ） 

A 1 ；            B 
1

2
 ；             C 2 ；               D 1 

4. 已知 ( )f x 在 0x  可导且
1

(0)
3

f   ，又对任意 x有 (3 ) 3 ( )f x f x  ，则 (3)f  （  ） 

A 3；            B 
1

3
；          C 1；              D 0  

5. 求
xey arctan 的导数 
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6. 求 xy arcsin 的导数 

7. 求  22ln xaxy  的导数 

8. 求  xxy tansecln  的导数 

9. 求
2

tanln
x

y  的导数 

10. 求
xey arctan 的导数 

11. 求 xy lnlnln 的导数 

12. 求
x

x
y






1

1
arcsin 的导数 

13. ')]310ln[cos( 2 yxy ，求  

14. 函数 1ln)(  xxf 的导数是（      ） 

A  
1

1
)(




x
xf            B  

1

1
)(




x
xf  

C 
x

xf



1

1
)(              D 

1
1

1
( )

1
1

1

x
x

f x

x
x


   

 
 

 

15. 设    xfx eefy  ，其中  xf  存在，求 y  

四、求导数 

1. 设
ln x

y
x

 ，则
2 ln

3 ________
x

x y xy
x

     

2. 设 ( )f u 可导，若
2 2(sin ) (cos )y f x f x  ，试求

dy

dx
 

3. 设 ( ) (sin 2 ) ln 2f xy e f x   ， ( )f x 可导且 (0) 0, '(0) 1f f  ，求 0x

dy

dx
  

4. 求 5
5 2 2

5






x

x
y 的导数 

5. 求

x

x

x
y 












1
的导数 

6. 已知
xxy sin)(tan  求 y  
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7. 设函数 ( )y f x 由方程 y xx y 所确定，求
dy

dx
 

8. 求 sin( ) ln( )xy y x x   在点 (0,1) 处的切线方程 

9. 求 0333  axyyx 确定的隐函数的导数
dx

dy
 

10. 设函数 y = y(x)由方程 0)cos(  xye yx
确定, 则 

dx

dy
______. 

11. 设 y 为 x 的函数是由方程
x

y
yx arctanln 22  确定的, 求 'y  

12. 曲线 2 ( 0)x y a a   在点 ( , )a a 处的切线方程是（       ） 

（A） 2 0x y a   ；  （B） 2 0x y a   ；   

（C） 2 0x y a   ；   （D） 2 0x y a    

13. 设 )(xfy  由方程 1)cos(2  exye yx
所确定, 则曲线 )(xfy  在点(0, 1)处的法

线方程为_______. 

14. 设参数方程
2ln 1

,
arctan

x t

y t

  



求 1t

dy

dx
  

15. 求由参数方程








,cos

,sin

tex

tey
t

t

所确定函数的导数
dx

dy
 

16. 函数
 








t

t

ey

etx

2ln
在 0t 处的切线方程为___________________ 

五、高阶导数与微分 

1. 下列结论不正确的是（      ） 

A 若 ( )f x 在 0x 处可导，则 ( )f x 在 0x 处可微；              

B ( )f x 在 0x 处可微是 ( )f x 在 0x 处连续的充分条件； 

C ( )f x 在 0x 处的左导数 0( )f x
 及右导数 0( )f x

 都存在是 ( )f x 在 0x 处可微的充分必

要条件； 

D ( )f x 在 0x 处连续是 ( )f x 在 0x 处可导的必要条件 

2. 设函数 ( )f u 可导，函数 2( )y f x 在点 1x   处取得增量 0.1x   时，相应的函数

增量 y 的线性主部为0.1，则 (1) _____________f    
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3. 设函数 y = f(x)在点 x0处可导, 当自变量 x 由 x0增加到 x0 + x 时, 记y 为 f(x)的增量, dy

为 f(x)的微分, 
x

dyy
x 


 0

lim 等于 

A 1     B 0    C 1    D   

4. 设 ( ) ln( ( ))xy f e f x ， ( )f x 可导且 ( ) 0f x  ，求dy  

5. 设
sincos(2 )x xy x e   （ 0x  ），求 'y ，dy  

6. 求
21arcsin xy  的微分 

7. 求 )21(tan 22 xy  的微分 

8. 求   xxy arctan1 2 的二阶导数 

9. 求 xy tan 的二阶导数 

10. 求  1ln 2  xxy 的二阶导数 

11. 求
x

x
y






1

1
的三阶导数 

12. 
27( ) sin

2

x
f x x ＋ ，则 (28) ( ) __________f    
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第三部分 导数与微分的应用 

 
一、中值定理和渐近线 

1. 若 ( )f x 在 ( , )a b 内可导，且 1 2a x x b   ，则至少存在一点，使(  )成立 

A． ( ) ( ) '( )( ),f b f a f b a   ( )a b   

B． 1 1( ) ( ) '( )( ),f b f x f b x   1( )x b   

C． 2 1 2 1( ) ( ) '( )( ),f x f x f x x   1 2( )x x   

D． 2 2( ) ( ) '( )( ),f x f a f x a   2( )a x   

2. 函数 xxf arctan)(  在 ]1 ,0[ 上使拉格朗日中值定理结论成立的ξ是          

3. 下列函数在 ]1 ,1[ 上满足罗尔定理条件的是（  ）． 

A.
xexf )(   B. ||)( xxf    C.

21)( xxf    D.













0           ,0

0  ,
1

sin
)(

x

x
x

x
xf  

4. 设函数 )4)(3)(2)(1()(  xxxxxf ，则导函数 0)(  xf 有   个实根，分别位

于区间           中。 

5. 罗尔定理中的三个条件: )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，且 )()( bfaf  ，是

)(xf 在 ),( ba 内至少存在一点 ，使 0)(  f 成立的（    ）．   

A．必要条件    B．充分条件     C．充要条件   D．既非充分也非必要条件 

6. 曲线
23 x

x
y


 的渐近线（ ） 

A、无水平渐近线，也无斜渐近线      B、 3x 为垂直渐近线，无水平渐近线 

C、有水平渐近线，也有垂直渐近线    D、只有水平渐近线 

7. 曲线 2

2

1

1
x

x

e

e
y








  (    ) 

A、无渐近线 B、仅水平渐近线 C、仅铅直渐近线 D、既有水平和又有铅直渐近线 

二、求极限 

1. 设 ( )f x 二阶可导，则
     

20

2
lim
h

f a h f a f a h

h
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2. 
0

1 1
lim

1 xx

x

e x

 
 

 
 

3. 
0

ln sin 3
lim

ln sin 5x

x

x
 

4. 
0

3 sin 3
lim

(1 cos ) ln(1 2 )x

x x

x x



 
 

5. 
sin

0
lim

sin

x x

x

e e

x x




 

6. 
sin

lim
sinx

x x

x x




 

7. 设 ( )f x 具有一阶连续导数且    0 0, 0 2f f   ，求
 

20

1 cos
lim

tanx

f x

x


 

8. 
0

lim
sin

x x

x

e e

x






 

9. 
x

x

x 5tanln

7tanln
lim

0
 

10. 











 1

1

1

2
lim

21 xxx
 

11. )
tan

11
(lim

20 xxxx



 

12. 
xx

xx
x sin

tan
lim

20




 

13. 
30

sin
lim

x

xx
x




 

14. 
20

2
lim

x x

x

e e

x





 
 

15. 
20 )(arcsin

1sin
lim

x

xe x

x




 

16. )
1

11
(lim

0 


 xx ex
 

17. 
20 )1ln(

sin1tan1
lim

xxx

xx
x 




 

18. )
1

)1ln(

1
(lim

0 xxx
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19. 


 x
x

x arctan

)
1

1ln(
lim      

三、单调性与极值 

1. 函数 2cosy x x  在[0, ]
2


上的最大值为       

2. 函数 ( )y f x 在 0x x 处连续且取得极小值，则在 0x x 处必有（  ） 

A． 0'( ) 0f x                           B． 0''( ) 0f x   

C． 0'( ) 0f x  且 0''( ) 0f x               D． 0'( ) 0f x  或 0'( )f x 不存在 

3. 下列结论正确的是 (   ) 

A． 0x 是 ( )f x 的极值点，且 0'( )f x 存在，则必有 0'( ) 0f x   

B． 0x 是 ( )f x 的极值点，则 0x 必是 ( )f x 的驻点 

C．若 0'( ) 0f x  ，则 0x 必是 ( )f x 的极值点 

D．使 '( )f x 不存在的点一定是 ( )f x 的极值点 

4. 设函数 ( )f x 二阶可导且处处满足方程       
2

3 2 0xf x f x e f x    。若 0x 是函

数的一个驻点且  0 0f x  ，则  f x 在 0x 处（ ） 

A 取极大值      B 取极小值     

C 不取极值      D 不能确定 

5. 求点 (0,1)A 到曲线 2 2 1x y  的最短距离 

6. 试问a 为何值时，函数 xxay 3sin
3

1
sin  在

3


x 处取得极值？并判断为极大值还

是极小值。 

7. 函数 )ln(4 22 xxy  的单调增加区间是       ，单调减少区间           

8. 设函数 )(xf 在 ]1,0[ 上二阶导数大于 0, 则下列关系式成立的是（   ） 

A. )0()1()0()1( ffff     B. )0()0()1()1( ffff   

C. )0()1()0()1( ffff     D. )0()1()0()1( ffff   

9. 函数 xxy  1 ，在区间[-5,1]上的最大值为    ,最小值为      

四、凹凸性与拐点 

1. 函数 arctany x x  在 ( , )  的上凹区间是        
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2. 若点 (1,3)为曲线 3 2y ax bx  的拐点，则a b       

3. 设 2 lny x x ，此曲线的拐点坐标是         

4. 求曲线 3 22 6 18 2y x x x    的单调区间、极值、凹凸区间和拐点. 

5. 求曲线
3 21

2 3 1
3

y x x x    的单调区间、极值、凹凸区间和拐点. 

6. 试确定曲线 3 2y ax bx cx d    中的常数 , , ,a b c d ，使  2,44 为极值点， 1, 10

为拐点 

7. 试决定  
22 3y k x  中 k 的值，使曲线在拐点处的法线通过原点 

8. 设 )12)(1()(  xxxf ，则在区间 )1,
2

1
( 内（   ）． 

A. )(xfy  单调增加，曲线 )(xfy  为凹的   

B. )(xfy  单调减少，曲线 )(xfy  为凹的 

C. )(xfy  单调减少，曲线 )(xfy  为凸的   

Ｄ． )(xfy  单调增加，曲线 )(xfy  为凸的 

五、证明不等式 

1. 当 0x  时，证明 2 21 ln( 1 ) 1x x x x      

2. 证明不等式  
11

0 1x xxe e x
x


     

3. 设 1,0  nba ，证明 )()( 11 banababanb nnnn    

4. 设 0 ba ，证明
b

ba

a

b

a

ba 



ln  

5. 当
2

0


 x ，证明
3

tan
3x

xx   

6. 证明方程 0
62

1
32


xx

x 有且仅有一个实根 

7. 当 0x 时，证明 
6

sin
3x

xx   
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第四部分 不定积分 

 

一、不定积分的概念 

1. 如果 2 2'(sin ) cosf x x ，则 ( )f x        

2. 设 ( )F x 和 ( )G x 都是 ( )f x 的原函数，则(    )  

A. ( ) ( ) 0F x G x           B． ( ) ( )F x G x C  (C 为常数) 

C． ( ) ( ) 0F x G x         D． ( ) ( )F x G x C  (C 为常数)  

3. 求
 

3

2

1x
dx

x


  

4. 求
2tan xdx  

5. 求
2sin

2

x
dx  

6. 求
4 2

2

2 3

1

x x
dx

x

 

  

7. 求
2

1 cos 2
dx

x
 

8. 
2 2

cos 2

cos sin

x
dx

x x  

9. 
4

2 2

1

( 1)

x
dx

x



  

二、求不定积分 

1. 
(1 2ln )

dx

x x  

2. 
2 3ln

dx

x x  

3. 
tan

ln cos

x
dx

x  

4. 
2

arctan

1

x x
dx

x
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5. 
2

1

(4 ln )
dx

x x  

6. 
3

1

sin cos
dx

x x  

7. 
2

3( 2)

x
dx

x   

8. 21x x dx  

9. 
xe
dx

x
  

10. 
3sin xdx  

11. 
2 4sin cosx xdx  

12. 
6sec xdx  

13. 
arctan

(1 )

x
dx

x x
  

14. 
x x

dx

e e  

15. 
2 2

dx

x x   

16. 
8

1

3 2
dx

x
  

17. sin( 4)x xe e dx  

18. 
2

3
cos

x dx
x  

三、求不定积分 

1. 
21 1

dx

x 
  

2. 
2 2

1

1
dx

x x
  

3. 
2 1

dx

x x 
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4. 
1 2

dx

x
 

5. 

 
32 1

dx

x 
  

6. 
2

1

2 3

x
dx

x x



   

7. 
3

1

1 1
dx

x 
  

8. 
3

1
dx

x x
  

9. 
3

3
2 2(1 )

x
dx

x
  

四、求不定积分 

1. 
2cos

x
dx

x  

2. 
2

ln x
dx

x
 

3. sinx xdx  

4. 2 xx e dx  

5. lnx xdx  

6. arctan xdx  

7. 
2 sin 3xe xdx  

8. 
xe dx  

9. arcsin xdx  

10. 
2 arctanx xdx  

11. 
2ln xdx  

12. 
2 2cos

2

x
x dx  

13. 
3 9xe dx
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14. cos ln xdx  

15. 
2tanx xdx  

16. ln( 1)x x dx  

17. cos 2xe xdx

  

18. 
2 2 2

x
dx

x x   

19. 
2 3 2

x
dx

x x   

五、求不定积分 

1. 设 ( )f x 的一个原函数是 1x  ，则
2(1 )xf x dx           

2. 如果 ( ) xf x e ，则
'(ln )f x

dx
x

       

3. 设
sin x

x
是 ( )f x 的一个原函数，则

3 '( )x f x dx           

4. ( )f x 的一个原函数是
2x x C  ，则

( )f x
dx

x
 （ ） 

A． 
2

x
x C             B． 2x x C         

C．
1

2 2

x
x C            D．2 2x x C   

5. 设
sin x

x
为 ( )f x 的一个原函数，且 0a  ，则

( )f ax
dx

a 应等于（     ） 

A 
3

sin ax
C

a x
 ； B 

2

sin ax
C

a x
 ； C 

sin ax
C

ax
 ； D 

sin ax
C

x
  

6. 设 2( ) 1f x dx x C   ，求：
(ln )f x

dx
x


  

7. 设 2( ) lnf x x     ( 0)x  ，求 ( )f x  

8. 若
2( )x xf e dx e C   ，则 ( ) ( )f x   

A 
1

2
xe C       B 

2xe C       C 
32

3
x C      D 

44

3
x C  

9. 不定积分
2

1
( 1) (sin ) ( )
sin

d x
x
   

A 
1

sin
sin

x C
x

             B 
1

sin
sin

x C
x
   

C cot sinx x C             D cot sinx x C  。 
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第五部分 定积分 

 

一、定积分与变上限函数 

1. 设
1

3

2 0

1
( ) ( )

1
f x x f x dx

x
 

  ，则 ( )f x             

2. 函数
1

1
( ) (2 ) ( 0)

x

F x dt x
t

   的单调减少区间为 ________________  

3. 下列式子正确的是（ ） 

A． ( ) ( )d f x dx f x            B． '( ) ( )f x dx f x  

C． ( ) ( )
b

a

d
f x dx f x

dx
          D．

0
( ) ( )

xd
f t dt f x

dx
  

4. 下列式子错误的是（ ） 

A．
2 2x xd e dx e dx            B．

2 2

( )x xd
e dx e C

dx
   

C．
2 21

0

x xd
e dx e

dx
             D．

2 2

0

x
t xd

e dt e
dx

  

5. 
sin

2

0
( ) sin( )

x

f x t dt  ， 3 4( )g x x x  ，当 0x  时， ( )f x 是 ( )g x 的（ ）无穷小量。 

A. 等价       B.同阶但非等价       C.高阶       D.低阶 

6. 设
0

1, 0

( ) 0, 0 , ( ) ( )

1, 0

x

x

f x x F x f t dt

x




  
 

 ，则（      ） 

A ( )F x 在 0x  点不连续； 

B ( )F x 在 ( , )  内连续，在 0x  点不可导；     

C ( )F x 在 ( , )  内可导，且满足 ( ) ( )F x f x  ； 

D ( )F x 在 ( , )  内可导，但不一定满足 ( ) ( )F x f x   

7. 0

0 2

0

sin
lim

x

xx

t tdt

t dt




＝           

8. 求
2 00

1 sin
lim 1

x

x

t
dt

x t
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9. 求
210

cos2

tan 6
lim
x t

x

x x

e dt


 

10. 求

2

2

0

0

1
lim

sin 2

x

x

t dt

x x


 

11. 若

2

0
2

( 1)
, 0( )

0, 0

x
te dt

xf x x

x

 
  





，求 '(0)f  

12. 求
 2

2

2

0

0 2

0

lim

x
t

xx t

e dt

te dt




 

13. 求
 

2

0

2

arctan
lim

1

x

x

t dt

x 


 

14. 求
24

0
tan xdx



  

15. 设
0

sin
( )

x t
f x dt

t
  ，，则 (0)f          

二、求定积分 

1. 
1

2

1
( cos 1 )x x x dx


         

2. 
1

2 3

21

1
sin

1
x x dx

x

 
  

 
          

3.  
1

2

1
1 sin 1x x dx


              

4. 
2

0
1 sin xdx


         

5. 求
9

4

1
dx

x x  

6. 
2

1

1
2

2 1

x
dx

x
  

7. 
3

2 21 1

dx

x x
  

8. 
52

0
cos sinx xdx



  

9. 
3 5

0
sin sinx xdx
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10. 
4

1

2

1 2

x
dx

x



  

11. 
2

2

2
8 2x dx


  

12. 
1

3

4 1 1

dx

x 
  

13. 2

0
1 sin 2xdx



  

14. 设
2

1
, 0,

1 cos( )

, 0,x

x
xf x

xe x






  

 
 

，求
4

1
( 2)f x dx  

三、求定积分 

1. 设
2

0
( ) 1, (2) 2f x dx f  ，则

1

0
(2 ) _____________xf x dx   

2. 1 | ln |
e

e

x dx  

3. 已知曲线 C 的方程为 ( )y f x ，点 (3,2) 是它的一个拐点，直线 1 2,l l 分别是曲线 C 在

点 (0,0) 与 (3,2) 处的切线，其交点为 (2,4)。设函数 ( )f x 具有三阶连续导数，计算定

积分
3

2

0
( ) ( )x x f x dx  

4. 求
1

0

xe dx  

5. 求
4

1

ln x
dx

x
  

6. 求  
2

0
sinx x dx



  

7. 求 3
2

4 sin

x
dx

x



  

8. 求
0

cos3x xdx


  

9. 求 4

0 1 cos 2

x
dx

x



  

四、定积分的应用 

1. 计算由曲线 1x  ，
xy e ，

xy e 所围成平面图形的面积及其绕 x 轴旋转一周而得的
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旋转体的体积。 

2. 设平面图形D 由曲线 1y x  及其过原点的切线和 x 轴所围成。 

1） 求该平面图形的面积。 

2） 求所围成的平面图形绕 x 轴旋转一周所得的旋转体体积 

3. 计算抛物线 2 2y x 与直线 4y x  所围成的图形的面积 

4. 抛物线 2 4 3y x x    及其在点 (0, 3) 与 (3,0)处的切线所围成的面积 

5. 求由 2 2,y x x y  所围成的图形绕 y 轴旋转一周所得旋转体的体积 

五、关于定积分的证明 

1. 证明

1
1

2 21

1 1

1 1
x

x
dx dx

x x


   （ 0x  ） 

2. 设 ( )f x 为连续函数，证明
1

0
( ) ( ( ) ) ( )

b

a
b a f a b a x dx f x dx      

3. 证明等式
2

3 2

0 0

1
( ) ( )

2

a a

x f x dx xf x dx  ，其中 ( )f x 为连续函数， 0a  。并用上面的

结果计算积分 3 22

0
sinx x dx



  

4. 若 ( )f x 为连续函数，证明 

（1） 2 2

0 0
(sin ) (cos )f x dx f x dx

 

   

（2） 2

0 0
(sin ) (sin )

2
xf x dx f x dx


 

   

5. 设 0x  ，证明：

1

2 20 0

1 1

1 1 2

x
xdt dt

t t
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第六部分 微分方程 

 
一、求下列微分方程的解 

1. ' x yy e  ，求通解 

2. ' 2y xy ，求通解 

3. ' ln 0xy y y  ，求通解 

4. cos sin sin cos 0x ydx x ydy  ，求通解 

5. 
2 3( 1) 0

dy
y x

dx
   ，求通解 

6. 2' x yy e  满足 (0) 0y  的特解 

7. 2(1 ) ' 0x y xy   满足初始条件 (1) 1y  的特解 

8. 设 ( )y y x 在点 x 处的增量为
1

y
y x

x
   


，且当 0x  时， 是 x 的高阶无

穷小， (0) 1y  ，则 (1)y 的值为（ ） 

  A． 1           B．0         C．1         D．2 

9. 2 2' 1y x xy y    满足初始条件 0| 1xy   的特解 

10. 当 0x  时， 是比 x 较高阶的无穷小量，函数 ( )y y x 在任意点 x 处的增量

2 1

y x
y

x x



  

 
，且 (0)y  ，则 (1)y          

11. 微分方程
2

3

3
'

1

x y
y

x



的通解为                

二、求下列微分方程的解 

1. 求微分方程  
5

2
2

1
1

dy y
x

dx x
  


的通解 

2. 求微分方程
xdy

y e
dx

  的通解 

3. 求微分方程
sincos xdy

y x e
dx

  的通解 

4. 求微分方程
2( 1) 2 cos 0x y xy x    的通解 

5. 求微分方程 2 4
dy

xy x
dx
  的通解 
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6. 求微分方程 ' tan secy y x x  满足初始条件 0| 0xy   的特解 

7. 求微分方程 sin' cos xy y x e  满足初始条件 0| 1xy   的特解 

8. 设连续函数 ( )y x 满足方程
0

( ) ( )
x

xy x y t dt e  ，求 ( )y x  

9. 已知曲线 l 通过点 ( ,1)
2


且 l 上任一点处切线的斜率为

1
(sin )x y

x
 ，求曲线的方程 

10. 下列方程中以 sin cosy C x x  为通解的方程是： 

A 0y y   ；                  B cot siny y x x   ； 

C cot siny y x x    ；         D tan siny y x x    . 

三、求下列微分方程的解 

1. 已知 1 siny x ， 2 2siny x 是微分方程 '' ' 0y py  （ p 为常数）的的两个解，则

1 1 2 2y C y C y  （ 1 2,C C 为任意常数）是方程的（ ） 

   A．解，但不是通解          B．通解         C．不是解         D．特解 

2. 求微分方程 '' ' 6 0y y y   的通解 

3. 求微分方程 '' 2 ' 3 0y y y   的通解 

4. 求微分方程 '' 2 ' 0y y y   的通解 

5. 求微分方程 '' 2 ' 5 0y y y   的通解 

6. 求微分方程 '' 6 ' 13 0y y y   的通解 

7. 微分方程 '' ' 2 0y y y   的通解为             

8. 求微分方程 '' 4 ' 3 0y y y   且满足 0| 6xy   ， 0| 10xy 
  的通解 

9. 求微分方程4 ''+4 ' 0y y y  且满足 0| 2xy   ， 0| 0xy 
  的通解 
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附录：参考答案 

第一部分 极限与连续 
一、求极限 

1. 
3 2

3

3 4 2
lim

7 5 3x

x x

x x

 

 
 

   

2. 
2

21

2 1
lim

1x

x x

x

 


 

   

3. 
2 2 2

1 2 1
lim
n

n

n n n

 
   

 
  

   

4. 
31

1 3
lim

1 1x x x

 
 

  
 

 

5. 

1

0
lim x

x
e


0  

6. 
2sin 3

lim
sin 2x

x x

x x




 



          2015-2016 学年微积分 A1 练习册 

版权归文理学部微积分 A 课程建设团队所有                     共 86 页，第 28 页 

  解：原式

sin
2 3

lim
sin

2
x

x

x
x

x








                                        

由于 x 时，
1

x
为无穷小，而sin x 为有界量，所以

sin
lim 0
x

x

x

 
 

 
。 

所以可知：原式
2 0 3 3

0 2 2

 
  


 

7.   4 2lim 1 2
n

n n n n


     

    解：   4 2lim 1 2
n

n n n n


     

   4 2 4 2

4 2

1 1 2
lim

1n

n n n n n n n

n n n

      


  
              

   
4 2

1 2
lim

1n

n n

n n n

 


  
3 4

1 2
1 1

lim
1 1

1 1
n

n n

n n



  
   

  

  

1

2
    

8. 
0

1
sin

x
lim x

x

 
 
 

0  

9. 
2 1 3

lim
sinx

x x

x x

 


 

   解：
2 2

1
1 3

1 3
lim lim

sinsin 1
x x

x x x
xx x

x

 

 
 


 

，由于 x 时，
1

x
为无穷小，而sin x 为有

界量，所以
sin

lim 0
x

x

x

 
 

 
，所以原式

1 3
2

1 0


  


 

10. 
arctan

lim
x

x

x
0  

11.  2lim 1
x

x x x
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12. 
2lim( )

n
n n n


 数列极限 的值为（B） 

1
0 1

2
A B C D．；　 ．；　 ．；　 ．不存在． 

13. 下列极限计算正确的是（B） 

A； 1
1

lim
2

2


 n

n

n x

x
；       B 1

sin

sin
lim 




 xx

xx
x

； 

C 0
sintan

lim
30




 x

xx
x

；  C 2

2

1
1lim e

n

n

n












 

14. 下列极限中存在的是  （C） 

2

10 0

1 1 1 1
lim lim lim sin lim

2 11
xx x x xx

x
A B C x D

x xe   




． ；　 ． ； ． ；　 ．  

15. 
1

1
lim

3

1 


 x

x
x

 

    

二、求极限 

1. 
sin 2 3

lim sin
x

x
x

x x

 
 

 
 

    解：由于 x 时，
1

x
为无穷小，而 sin 2x 为有界量，所以

sin 2
lim 0
x

x

x

 
 

 
；

3
sin

3
lim sin lim 3 3

3x x

xx
x

x

 

 
  

    
   

 

 

2. 
1

sin
x
lim x

x

 
 
 

 

   

3. 
20

1 cos
lim
x

x

x
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4.  
0

lim cot
x

x x


 

   

5. 
0

1 cos 2
lim

sinx

x

x x


 

   

6. 
0

sin 2
lim

sin 3x

x

x
 

   

7. lim 2 sin
2

n

nn

x


 
 
 

 

 

8. 

2
1

lim
x

x

x

x

 
 
 

 

   

9. 
1

lim 1
x

x x

 
 

 
 

   

10. 

3

0
lim(1 2 ) x

x
x


  

解：  
1

( 6) 6
2

0
lim 1 ( 2 x) x
x

e
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11.   x

x
x

2cot2

0
tan1lim 


 

   

12. 

1
2 3

lim
2 1

x

x

x

x





 
 

 
 

解：

1
2 3

lim
2 1

x

x

x

x





 
 

 

2 1 2( 1)
2( 1)

2 2 1 lim
2 1

2
lim 1

2 1
x

x x
x

x
x

x
e e

x


 
 






 
    

 
 

13. 
0

1 1 1
lim ( )

sin tanx x x x
  

   

14. 
sin

lim
x

x

x 



极限 (C) 

1 0 1A B C D ．　 ．　 ． 　 ． ． 

 
三、求极限 

1. 
0

tan 2
lim

sin 5x

x

x
 

   

2. 
30

tan sin
lim

sinx

x x

x


 

   

3. 
0

sin
lim

sin

n

mx

x

x
 

   

4. 

2

0

1
lim

ln(1 2 )

x

x

e

x x
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5. 设
20

( )
ln 1

sin
lim 2

arctanx

f x

x

x

 
 

   ，求
30

( )
lim 2
x

f x

x
  

   

6. 
21

)21ln(sin
lim

0 


 xe

xx
xx

 

  解：
21

)21ln(sin
lim

0 


 xe

xx
xx 0

sin ln(1 2 )

lim
1 1 1xx

x x

x x
e x

x x







  



 

0 0 0 0

0 0

0 0

sin ln(1 2 ) 2
lim lim lim lim

1 1 1
lim lim

2lim lim

x x x x

x

x x

x x

x x x x

x x x x
xe x

xx x
x x

   

 

 


 

 
  




6  

7. 

1
2 3

0

(1 ) 1
lim

cos 1x

x

x

 


 

解：

1
2 3

0

(1 ) 1
lim

cos 1x

x

x

 



2

20

23lim
3

2

x

x

x
  



 

8. 
3

20

( 1 2 1)
lim

1 1x

x x

x

 

 
 

解：
3

20

( 1 2 1)
lim

1 1x

x x

x

 

 
 

0 2

1
( 2 )

3lim
1

2

x

x x

x





4

3
   

9. 
x

e x

x

1
lim

3

0
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10. 
0

ln(sec tan )
lim

sinx

x x

x


． 

解：
0

ln(sec tan )
lim

sinx

x x

x




0

ln(1 sec tan 1)
lim

sinx

x x

x

  
0

sec tan 1
lim

sinx

x x

x

 
  

  
0

sin 1 cos
lim

sin cosx

x x

x x

 


0

sin 1 cos

lim
sin

cos
x

x x

x x
x

x
x







0 0

0 0

sin 1 cos
lim lim

1
sin

lim limcos

x x

x x

x x

x x
x

x
x

 

 




   

11. 











 xx

x
x

2
sin

35

53
lim

2

 

解： 











 xx

x
x

2
sin

35

53
lim

2 23 5 2
lim

5 3x

x

x x

 
  

 

6

5
  

四、概念与定理相关 

1. 0x  是函数

1

1

2 1
( )

2 1

x

x

f x






的          间断点 

   解：

1 1

1 1
0 0

2 1 1 2
lim lim 1

2 1 1 2

x x

x x
x x

 



  

 
 

 

，

1

1
0

2 1
lim 1

2 1

x

x
x




 



， (0 ) (0 )f f   ，所以为跳跃间

断点。 

2. 已知函数

2 , 0
( )

1 cos , 0

xke x
f x

x x

 
 

 
，当 k       时，函数 ( )f x 在 0x  处连续 

   

3. ( ) 2x xf x e e   ，当 0x  时   （B） 

A． ( )f x x                     B． ( )f x 是 x 的同阶但非等价的无穷小 

C． ( )f x 是 x 的高阶无穷小        D． ( )f x 是 x 的低阶无穷小 

4. 下列说法正确的是：（B） 

A． 若 ( )f x 在 x a 处连续，则 ( )f x 在 x a 处连续                     

B． 若 ( )f x 在 x a 处连续，则 ( )f x 在 x a 处连续 

C． 若 ( )f x 在 x a 处连续，则 ( )f x 在 x a 的某一领域内连续         
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D． 若  
0

lim ( ) ( ) 0
h

f a h f a h


    ，则 ( )f x 在 x a 处连续 

5. 存在的处有定义是极限在点 )(lim)(
0

0 xfxxf
xx

：D 

; ;

;

A B

C D

．必要条件 　　　　 ．充分条件

．充分必要条件 　　 ．既非必要又非充分条件．
 

6. 是时，函数为常数），则当若 AxfxxAAxf
xx




)(()(lim 0
0

:C 

 ;  ;

 ;  

A B

C D

．无穷大量 　　　　 ．无界，但非无穷大量

．无穷小量 　　　　 ．有界，而未必为无穷小量 ．
 

7. 设有两命题：    

0 0 0

0 0 0

0

( )
" " lim ( ) 0 lim ( ) ( ) 0    lim 0

( )

" " lim ( ) lim ( ) lim( ( ) ( ))

" " " "                     " " " "

" " " "        

x x x x x x

x x x x x x

f x
a f x g x g x

g x

b f x g x f x g x

A a b B a b

C a b

  

  

  



命题 ：若 ， 存在，且 ，则 ；

命题 ：若 存在， 不存在。则 必不存在。

则: C

． ， 都正确； ． 正确， 不正确；

． 不正确， 正确；      " " " "D a b． ， 都不正确。

 

8. 20 2sin (1 cos )x x x x 当 时， 与 比较是：C 

                    

                                    

A B

C D

．同阶但不等价无穷小； ．等价无穷小；

．高阶无穷小； ．低阶无穷小．
 

9. 
0 0

0
0 0

lim ( ) lim ( ) ( )
x x x x

f x f x a f x x x
  

  ，是函数 在 处连续的：B 

A B

C D

．充分条件　 ．必要条件

．充分必要条件　 ．既非充分又非必要条件
 

10. 
2

2

1
1 2

3 2

x
y x

x x


 

 
函数 的间断点为 、，则此函数间断点的题型为：D 

A x=1,2 都是第一类间断点；           B x=1,2 都是第二类； 

C x=1 是第二类，x=2 是第一类；       D x=1 是第一类，x=2 是第二类； 

11. 下列叙述不正确的是（C） 

A

B

C

D

．无穷小量与无穷大量的商为无穷小量；

．无穷小量与有界量的积是无穷小量；

．无穷大量与有界量的积是无穷大量；

．无穷大量与无穷大量的积是无穷大量。
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12. 
4

lim
3 2

x x

x xx

e e

e e









（ A ） 

1
2 1

3
A B C D．　　 ．　　 ．　　 ．不存在  

五、连续性 

1. 设函数  

sin
,

0,

, 0,

1 0,
sin ,

x
xx

f x A x

x
x B

x


 


 
 
 


 问： ,A B 取何值时，函数  f x 在整个实轴上连续。 

   

2. 设  
2

1
sin , 0,

, 0,

x x
f x x

a x x




 
  

。问如何选择常数a 可使函数  f x 在 ( , )  内连续。 

   

3. 设    

22

2

arcsin 2 1
, 0,

ln 1 2

, 0,

axx e
x

f x x

a x

  


 




在 0x  处连续，求常数a  

   

4. 求函数
xx

x
xf

)1(

1
)(

2




 的间断点，并判断其类型 
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5. 求 函 数  
 
 2

1 sin

2 3

x x
f x

x x x




 
的 间 断 点 ， 并 判 定 类 型 。

 

     

六、极限的反问题 

1. 设
2

1
lim 5

1x

x bx a

x

 



，则 a=         , b=          

 

2. 已知 lim 9
x

x

x a

x a

 
 

 
，则a             

   

3. 已知
20152

lim ( 0, )
( 1)k kx

x
C

x x
  

 
，求常数 ,k C  
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4. 设
3

2lim 2
1x

x
ax bx c

x

 
    

 
，求常数 , ,a b c  

   

5. 设当 0x  ，
2 2 24 4 sinx x k x    ，求常数 k  

   

七、有关闭区间上连续函数的性质 

1. 证明方程
5 3 1x x  至少有一个根介于 1 和 2 之间。 

 

2. 证明方程sin 1 0x x   在开区间 ,
2 2

  
 
 

内至少有一个根。 

    

3. 设  f x 在[a,b]上连续，且在[a,b]上的值域也为[a,b]。证明存在  ,a b  使得 ( )f  

成立。 

证明：令 ( ) ( )F x f x x  ，由于函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，由连续函数的四则运算性

质可知： ( )F x 为闭区间[ , ]a b 上的连续函数。 

因  f x 在[a,b]上值域为[a,b]得 ( ) ( ) 0F a f a a   ， ( ) ( ) 0F b f b b   。 
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当 ( ) 0F a  或 ( ) 0F b  时，可知 ( )f x x 在[ , ]a b 内的根有 a 或 b。        

当 ( ) 0F a  且 ( ) 0F b  时，由闭区间上连续函数的零点定理知，存在存在  ,a b 

使得 ( ) 0F   ，即 ( )f   。 

第二部分 导数与微分 
一、导数的概念 

1. 设函数 ( )f x 在点 0x x 处可导，且
 0

0 0

1
lim

2 ( ) 4h

h

f x h f x


 
，则 0'( )f x 等于（B） 

A． 4           B． 2          C．2         D．4 

2. 设 ( )f x 可导，常数 0a  ，则 lim [ ( ) ( )]
n

a
n f x f x

n
  =（D） 

A a ；           B a ；           C ( )af x ；         D ( )a f x ； 

3. 设 )('
3

1)()(
lim 0

00

0
xf

x

xfxkxf
x







, 其中 0)( 0  xf ，则 k = 
1

3
 

4. 设 ( )f x 在 x a 的某个领域内有定义，则 ( )f x 在 x a 处可导的一个充分条件是（D） 

A   
1

lim [ ( ) ( )]
h

h f a f a
h

  存在           B   
0

( 2 ) ( )
lim
h

f a h f a h

h

  
存在 

C   
0

( ) ( )
lim

2h

f a h f a h

h

  
存在            D   

0

( ) ( )
lim
h

f a f a h

h

 
存在 

5. 设
20

[ ( ) (0)]sin3
lim 4
x

f x f x

x


 ，则 '(0)f 等于（B） 

A．3          B．
4

3
         C．

3

4
         D．4 

   解: '(0)f
0

( ) (0)
= lim

x

f x f

x

  
20

( ) (0) sin 3
= lim

sin 3x

f x f x x

x x


 

6. 设函数 ( )f x 在点 0x  处连续，且
0

( )
lim 1
x

f x

x
 ，则下列命题不正确的是（C） 

A．
0

lim ( ) 0
x

f x


           B． (0) 0f           C． '(0) 0f          D． '(0) 1f   

7. 若 0( )f x 存在，则
0

0 0

0

( ) ( )
lim
x x

xf x x f x

x x





0 0 0( ) ( )f x x f x ； 

解：
   

0 0

0 0 0 00 0
0 0 0

0 0

( ) ( ) ( )( ) ( )
lim lim ( ) ( )
x x x x

x x f x x f x f xxf x x f x
f x x f x

x x x x 
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8. 设 













,1,

,1,
3

2
)(

2

3

xx

x
x

xf  则 ( )f x 在 1x 处（B） 

A 左、右导数均存在；           B 左导数存在，右导数不存在；            

C 左导数不存在，右导数存在；   D 左、右导数都不存在； 

9. 设

22
sin 0

( )

0 0

x x
f x x

x




 
 

，则 '(0)f   2  

解：由导数的定义 

2

0 0

2sin
0

( ) (0)
(0) lim lim 2

h h

h
f h f hf

h h 




     

10. 若函数 ( )f x 在点 0x 处不连续，则 ( )f x 在点 0x 处（C） 

A 必无定义；     B 必无极限；     C 必不可导；     D 必可导 

11. 若

2 , 0
( )

2 , 0

xae x
f x

bx x

 
 

 
,在 0x  处可导,则常数a   2 ，b  4 ； 

解：由于函数在 0x  可导，所以在该点既连续，又有左右导数相等。即有：

(0 0) (0)f f   2a  ； (0)= (0)f f 
   2b a  。所以有 2, 4a b   。 

12. 设函数 )100)(99()2)(1()(  xxxxxxf ，则  )0(f （C） 

A 100；         B  100 ；          C 100 !；           D 100 ! 

13. 曲线 xy e 在 (0,1) 处的切线方程为 1y x   

14. 设曲线 22  xxy 在点P 处的切线的斜率等于3，则P 点的坐标为 (1,0) ； 

二、求导数 

1. 求 12
17

4

3 
xx

xy 的导数 

    

2. 求
xx exy 325 3  的导数 

    

3. 求 1sectan2  xxy 的导数 
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4. 求 xxy ln2 的导数 

 

5. 求
x

x
y

ln
 的导数 

   

6. 求 xxxy cosln2 的导数 

   

7. 求
x

x
y

cos1

sin1




 的导数 

  解：
      

 
2

1 sin 1 cos 1 sin 1 cos

1 cos

x x x x
y

x

     
 


 

        
     

 
2

cos 1 cos 1 sin sin

1 cos

x x x x

x

   


  
2

1 cos sin

1 cos

x x

x

 



 

三、求导数 

1. 设
4

2

1
( ) tanf x
x

 ,则 ( )f x  2

3 2

2 1
sec

x x
 ； 

解：由
4

2

1
( ) tanf x
x

 得
2

1
( ) tanf x

x
 ， 

所以 2

2 2 3

1 1 2
( ) (tan ) secf x u

x x x

           
    

， 其中
2

1
u

x
  

2. 设 (cos ) sin[ ( )]y f x f x  ，其中 f 可微，则 

dy

dx
 (cos )( sin ) cos( ( )) ( )f x x f x f x   ； 

3. 设 ( )f x 在点 1x  处具有连续导数，且 (1) 1f   ，则
0

lim (cos )
x

d
f x

dx
为（B） 

A 1 ；            B 
1

2
 ；             C 2 ；               D 1 

4. 已知 ( )f x 在 0x  可导且
1

(0)
3

f   ，又对任意 x有 (3 ) 3 ( )f x f x  ，则 (3)f  （C） 

A 3；            B 
1

3
；          C 1；              D 0  
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5. 求
xey arctan 的导数 

  解：
21

x

x

e
y

e
 


 

6. 求 xy arcsin 的导数 

 

7. 求  22ln xaxy  的导数 

    

8. 求  xxy tansecln  的导数 

    

9. 求
2

tanln
x

y  的导数 

    

10. 求
xey arctan 的导数 

    

11. 求 xy lnlnln 的导数 

   

12. 求
x

x
y






1

1
arcsin 的导数 
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13. ')]310ln[cos( 2 yxy ，求  

解：   2 2

2

1
sin(10 3 ) 6 6 tan(10 3 )

cos(10 3 )
y x x x x

x
      


 

14. 函数 1ln)(  xxf 的导数是（B） 

A  
1

1
)(




x
xf            B  

1

1
)(




x
xf  

C 
x

xf



1

1
)(              D 

1
1

1
( )

1
1

1

x
x

f x

x
x


   

 
 

 

15. 设    xfx eefy  ，其中  xf  存在，求 y  

  解： ( ) ( )( ) ( ) ( )x x f x x f xy f e e e f e e f x     

四、求导数 

1. 设
ln x

y
x

 ，则
2 ln

3
x

x y xy
x

     0  

解：由函数表达式与导数的四则运算法则可知：
   

2 2

ln ln 1 lnx x x x x
y

x x

  
   ， 再

求导可得
    2 2

4 4 3

1 ln 1 ln 2 (1 ln ) 3 2lnx x x x x x x x
y

x x x

       
    ，将上面两

式代入可得：
2 ln

3 0
x

x y xy
x

     

2. 设 ( )f u 可导，若
2 2(sin ) (cos )y f x f x  ，试求

dy

dx
 

    

3. 设 ( ) (sin 2 ) ln 2f xy e f x   ， ( )f x 可导且 (0) 0, '(0) 1f f  ，求 0x

dy

dx
  

   解：    ( ) ( )(sin 2 ) (sin 2 ) ln 2f x f xdy
e f x e f x

dx

                      

       ( ) ( )( ) (sin 2 ) (sin 2 )cos(2 )2f x f xe f x f x e f x x                    

代入 0x  可得： 

  0x

dy

dx


(0) (0)(0) (0) (0)cos(0)2f fe f f e f   2  
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4. 求 5
5 2 2

5






x

x
y 的导数 

 

5. 求

x

x

x
y 












1
的导数 

    

    

6. 已知
xxy sin)(tan  求 y  

解：
xxy sin)(tan 的等号两边同时取对数，得 

ln sin ln tany x x  

在上式两端分别对 x 求导，得： 

21
cos ln tan sin sec cos ln tan sec

tan

y
x x x x x x x

y x


     

于是    tan sin cos ln tan secy x x x x x    

7. 设函数 ( )y f x 由方程 y xx y 所确定，求
dy

dx
 

   解：等式两边同取对数可得： ln lny x x y                    

两边同时对 x 求导可得：
1

ln ln
y

y x y y x
x y
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所以有：
 
 

 
 

2

2

ln ln ln

ln ln 1ln

y
y x y y y x x yxy

x y x x x y xx
y

  
   

 

 

注：对于隐函数求导，如果在结果中代入原方程可能得到的形式不唯一。下同。 

8. 求 sin( ) ln( )xy y x x   在点 (0,1) 处的切线方程 

   解：等式两边同时对 x 求导可得：           

   
1

cos( )( ) 1
y

xy y xy
y x

 
  


        

代入 0, 1x y  可得：
(0,1)

1 1 1 1y y       

所以切线方程为： 1y x      

9. 求 0333  axyyx 确定的隐函数的导数
dx

dy
 

    

10. 设函数 y = y(x)由方程 0)cos(  xye yx
确定, 则 

dx

dy cos( ) sin( )

cos( ) sin( )

xy y xy

xy x xy





 

11. 设 y 为 x 的函数是由方程
x

y
yx arctanln 22  确定的, 求 'y      

x y
y

x y


 


 

12. 曲线 2 ( 0)x y a a   在点 ( , )a a 处的切线方程是（B） 

（A） 2 0x y a   ；  （B） 2 0x y a   ；   

（C） 2 0x y a   ；   （D） 2 0x y a    

13. 设 )(xfy  由方程 1)cos(2  exye yx
所确定, 则曲线 )(xfy  在点(0, 1)处的法

线方程为 2 1 0y x   . 

14. 设参数方程
2ln 1

,
arctan

x t

y t

  



求 1t

dy

dx
  

  解：
2

2 2

1
11

1 2

1 2 1

dy
dy dt t

dx tdx t
dt t t

  

 

。所以 1 1t

dy

dx
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15. 求由参数方程








,cos

,sin

tex

tey
t

t

所确定函数的导数
dx

dy
 

    

16. 函数
 








t

t

ey

etx

2ln
在 0t 处的切线方程为 y x   

五、高阶导数与微分 

1. 下列结论不正确的是（C） 

A 若 ( )f x 在 0x 处可导，则 ( )f x 在 0x 处可微；              

B ( )f x 在 0x 处可微是 ( )f x 在 0x 处连续的充分条件； 

C ( )f x 在 0x 处的左导数 0( )f x
 及右导数 0( )f x

 都存在是 ( )f x 在 0x 处可微的充分必

要条件； 

D ( )f x 在 0x 处连续是 ( )f x 在 0x 处可导的必要条件 

2. 设函数 ( )f u 可导，函数 2( )y f x 在点 1x   处取得增量 0.1x   时，相应的函数

增量 y 的线性主部为0.1，则 (1)f  
1

2
  

   解:由微分的定义知： y 的线性主部为 A x ，即可得：0.1= ( 0.1)A  ，所以 1A   ，由

可微与可导的关系可得：
2

1
( )(2 )

x
A y f x x


   ，所以

1
(1)

2
f     

3. 设函数 y = f(x)在点 x0处可导, 当自变量 x 由 x0增加到 x0 + x 时, 记y 为 f(x)的增量, dy

为 f(x)的微分, 
x

dyy
x 


 0

lim 等于  B 

A 1     B 0    C 1    D   

4. 设 ( ) ln( ( ))xy f e f x ， ( )f x 可导且 ( ) 0f x  ，求dy  

  解：  (e ) ln ( ) ( ) ln ( )x xy f f x f e f x            

          ( )
(e ) e ln ( ) (e )

( )
x x x f x

f f x f
f x


   

       
( )

(e ) e ln ( ) (e )
( )

x x x f x
f f x f

f x
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所以：
( )

(e )e ln ( ) (e )
( )

x x x f x
dy f f x f dx

f x

 
  

 
 

5. 设
sincos(2 )x xy x e   （ 0x  ），求 'y ，dy  

  解：令 2 , sinxu x v x   ，由复合函数的求导法则可得：       

   cos 2 (sin )x vy u x e x
                                 

       1
cos 2 ln 2 cos

2

x vu e x
x

 
    

 
                               

  sin1
cos 2 2 ln 2 cos

2

x x xx e x
x

 
     

 
               

所以   sin1
cos 2 2 ln 2 cos

2

x x xdy x e x dx
x

  
      

  
 

6. 求 21arcsin xy  的微分 

    

7. 求 )21(tan 22 xy  的微分 

    

8. 求   xxy arctan1 2 的二阶导数 

    
9. 求 xy tan 的二阶导数 

    

10. 求  1ln 2  xxy 的二阶导数 

     



          2015-2016 学年微积分 A1 练习册 

版权归文理学部微积分 A 课程建设团队所有                     共 86 页，第 47 页 

11. 求
x

x
y






1

1
的三阶导数 

解：由于
2

1+
1

y
x

 


 

所以
 

2

2

1
y

x
  


   

 
3

4

1
y

x
 


 

12. 
27( ) sin

2

x
f x x ＋ ，则 (28) ( )f  

28

1

2
 

解：  
(28)

(28)(28) 27

28

1 28
sin 0 sin

2 2 2 2

x x
f x

   
       

   
，所以

(28)

28

1
( )

2
f    

第三部分 导数与微分的应用 
一、中值定理和渐近线 

1. 若 ( )f x 在 ( , )a b 内可导，且 1 2a x x b   ，则至少存在一点，使(C)成立 

A． ( ) ( ) '( )( ),f b f a f b a   ( )a b   

B． 1 1( ) ( ) '( )( ),f b f x f b x   1( )x b   

C． 2 1 2 1( ) ( ) '( )( ),f x f x f x x   1 2( )x x   

D． 2 2( ) ( ) '( )( ),f x f a f x a   2( )a x   

2. 函数 xxf arctan)(  在 ]1 ,0[ 上使拉格朗日中值定理结论成立的ξ是
4 




 

3. 下列函数在 ]1 ,1[ 上满足罗尔定理条件的是（ C ）． 

A.
xexf )(   B. ||)( xxf    C. 21)( xxf    D.













0           ,0

0  ,
1

sin
)(

x

x
x

x
xf  

4. 设函数 )4)(3)(2)(1()(  xxxxxf ，则导函数 0)(  xf 有 3 个实根，分别位

于区间 (1, 2), (2,3), (2,3), (3,4)中。 

5. 罗尔定理中的三个条件: )(xf 在 ],[ ba 上连续，在 ),( ba 内可导，且 )()( bfaf  ，是

)(xf 在 ),( ba 内至少存在一点 ，使 0)(  f 成立的（B）．   

A．必要条件    B．充分条件     C．充要条件   D．既非充分也非必要条件 
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6. 曲线
23 x

x
y


 的渐近线（C） 

A、无水平渐近线，也无斜渐近线      B、 3x 为垂直渐近线，无水平渐近线 

C、有水平渐近线，也有垂直渐近线    D、只有水平渐近线 

7. 曲线 2

2

1

1
x

x

e

e
y








  (D) 

A、无渐近线 B、仅水平渐近线 C、仅铅直渐近线 D、既有水平和又有铅直渐近线 

二、求极限 

1. 设 ( )f x 二阶可导，则
     

20

2
lim
h

f a h f a f a h

h

   
 ( )f a  

解：由于函数两阶可导，所以一阶导数一定连续，由于极限为末定式，用洛必达法则知

     
20

2
lim
h

f a h f a f a h

h

   


   
0

lim
2h

f a h f a h

h

   
 

 

0

( )1 ( ) ( )
= lim

2
h

f a h f a f a h f a

h h


     
 

 
。 

再由函数在 x a 点二阶导数存在，可得结果。 

2. 
0

1 1
lim

1 xx

x

e x

 
 

 
 

解：原式
 

2

0

1
lim

1

x

xx

x x e

e x





   
 
  

2

20

1
lim

x

x

x x e

x





   
  

 
 

0

1 2
lim

2

x

x

x e

x





  
  

  0

2+
lim

2

x

x

e



 
  

 
=

3

2
 

3. 
0

ln sin 3
lim

ln sin 5x

x

x
 

  解：原式=
0

3cos3

sin 3lim
5cos5

sin 5

x

x

x
x

x


=

0

3cos3 sin 5
lim

5cos5 sin 3x

x x

x x
=

0

3 sin 5
lim

5 sin 3x

x

x
=

0

3 5cos5
lim

5 3cos3x

x

x
=1 

4. 
0

3 sin 3
lim

(1 cos ) ln(1 2 )x

x x

x x



 
 

解：原式=
20

3 sin 3
lim

2
2

x

x x

x
x



 =
20

3 3cos3
lim

3x

x

x


=

 
2

20

3
3

2lim
3x

x

x

=
9

2
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5. 
sin

0
lim

sin

x x

x

e e

x x




 

  解：原式=
sin sin

0

( 1)
lim

sin

x x x

x

e e

x x








=

sin

0

1
lim

sin

x x

x

e

x x








=

sin

0

(1 cos )
lim

1 cos

x x

x

e x

x








=1 

6. 
sin

lim
sinx

x x

x x




 

  解：

sin sin
1 1 lim

sin
lim lim 1

sin sinsin 1 1 lim

x

x x

x

x x
x x x x

x xx x
x x



 



 


  
  

 

7. 设 ( )f x 具有一阶连续导数且    0 0, 0 2f f   ，求
 

20

1 cos
lim

tanx

f x

x


 

  解：
 

20

1 cos
lim

tanx

f x

x


=

 
20

1 cos (0) 1 cos
lim

1 cos 0 tanx

f x f x

x x

  

 
 

=
20

1 cos
lim (0)

tanx

x
f

x


 =

2

20

22 lim
x

x

x
=1 

8. 
0

lim
sin

x x

x

e e

x






 

 

9. 
x

x

x 5tanln

7tanln
lim

0
 

   

10. 











 1

1

1

2
lim

21 xxx
 

 

11. )
tan

11
(lim

20 xxxx



 

解：
2

2 2 3 20 0 0 0

1 1 tan tan sec 1
lim( ) lim lim lim

tan tan 3x x x x

x x x x x

x x x x x x x   
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0

2sec tan 2 1
lim

6 6 3x

x x

x
    

12. 
xx

xx
x sin

tan
lim

20




 

 

13. 
30

sin
lim

x

xx
x




 

 

14. 
20

2
lim

x x

x

e e

x





 
 

  解：
20

2
lim

x x

x

e e

x





 
0

lim
2

x x

x

e e

x








0
lim

2

x x

x

e e




 1  

15. 
20 )(arcsin

1sin
lim

x

xe x

x




 

  解：
20 )(arcsin

1sin
lim

x

xe x

x


 20

sin 1
lim

x

x

e x

x

 


0

cos
lim

2

x

x

e x

x




0

sin
lim

2

x

x

e x





1

2
  

16. )
1

11
(lim

0 


 xx ex
 

   解 1：原式
0

1
lim

( 1)

x

xx

e x

x e

 




0 0
" " " "
0 0

0 0

1 1
lim lim

1 2

x x

x x x x xx x

e e

e xe e e xe 


  

   
； 

解 2：
20 0 0 0

1 1 1 1 1
lim( ) lim lim lim

1 2 2 2

x x

xx x x x

e x e x

x e x x x   

  
    


。 

17. 
20 )1ln(

sin1tan1
lim

xxx

xx
x 




 

  解：
20 )1ln(

sin1tan1
lim

xxx

xx
x 


   20

tan sin
lim

ln(1 ) 1 tan 1 sinx

x x

x x x x x




    
 

   
 20

tan sin
lim

2 ln(1 )x

x x

x x x




 

 
 20

tan 1 cos
lim

2 ln(1 )x

x x

x x x




   

2

20

2lim
2 ln(1 )x

x
x

x x x
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2

0

1
lim

4 ln(1 )x

x

x x


  0

1 2
lim

14 1
1

x

x

x







0

1 2(1 )
lim

4 1x

x







1

2
   

18. )
1

)1ln(

1
(lim

0 xxx



 

  解： )
1

)1ln(

1
(lim

0 xxx


 0

ln(1 )
lim

ln(1 )x

x x

x x

 


 20

ln(1 )
lim
x

x x

x

 


0

1
1

1lim
2x

x
x




1

2
  

19. 


 x
x

x arctan

)
1

1ln(
lim  0  

注：分子为无穷小，无母在 x 充分大后，严格大于1 

三、单调性与极值 

1. 函数 2cosy x x  在[0, ]
2


上的最大值为 + 3

6


 

解： 1 2siny x   ， 2cosy x   。由 0y  知函数的唯一驻点
6

x


 ，而在该点的

两阶导数为负数，所以该点为极大值点。由于函数在闭区间上连续，且有唯一的极大值点，

所以一定是函数的最大值点。 

2. 函数 ( )y f x 在 0x x 处连续且取得极小值，则在 0x x 处必有（D） 

A． 0'( ) 0f x                           B． 0''( ) 0f x   

C． 0'( ) 0f x  且 0''( ) 0f x               D． 0'( ) 0f x  或 0'( )f x 不存在 

3. 下列结论正确的是(A) 

A． 0x 是 ( )f x 的极值点，且 0'( )f x 存在，则必有 0'( ) 0f x   

B． 0x 是 ( )f x 的极值点，则 0x 必是 ( )f x 的驻点 

C．若 0'( ) 0f x  ，则 0x 必是 ( )f x 的极值点 

D．使 '( )f x 不存在的点一定是 ( )f x 的极值点 

4. 设函数 ( )f x 二阶可导且处处满足方程       
2

3 2 0xf x f x e f x    。若 0x 是函

数的一个驻点且  0 0f x  ，则  f x 在 0x 处（B） 

A 取极大值      B 取极小值     

C 不取极值      D 不能确定 
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解：由于 0x 为驻点，所以  0 =0f x ，将 0x x 代入方程可得    0

0 0= 2 xf x e f x  。

再根据  0 0f x  可得：  0 0f x  。由极值的第二充分条件知函数在 0x x 取得极小

值 

5. 求点 (0,1)A 到曲线 2 2 1x y  的最短距离 

  解： (0,1)A 到曲线上点
2( 1 , )B y y  的距离为

2 21 ( 1)d y y    。则 (0,1)A 到

曲线的距离为 ( ) ( ( , ))d y y   的最小值 

令 2 2 2( ) d 1 ( 1)f y y y     。 

( ) 2 2( 1)f y y y    ， ( ) 4f y  令 ( ) 0f y  可得：
1

2
y  。所以 ( )f y 在

1

2
y  处

取极小值。由于函数可微且仅有此一个极小值，所以必为最小值。 

所以有 
1 6

d
2 2

f
 

  
 

       

6. 试问a 为何值时，函数 xxay 3sin
3

1
sin  在

3


x 处取得极值？并判断为极大值还

是极小值。 

    解 ： 由 于 函 数 为 可 微 函 数 ， 所 以 极 值 点 一 定 是 驻 点 ， 即 在
3

x


 时

3

( ) cos cos3 0
3 x

f a x x 



    ，所以可得 2a  。 

   而
3

( ) 2sin 3sin 3 3 0
3 x

f x x 



       ，所以为极大值。 

7. 函数 )ln(4 22 xxy  的单调增加区间是
1 1

,0 ,
2 2

   
       

，单调减少区间    

1 1
, 0,

2 2

   
       

 

8. 设函数 )(xf 在 ]1,0[ 上二阶导数大于 0, 则下列关系式成立的是（B） 

A. )0()1()0()1( ffff     B. )0()0()1()1( ffff   

C. )0()1()0()1( ffff     D. )0()1()0()1( ffff   

9. 函数 xxy  1 ，在区间[-5,1]上的最大值为
5

4
,最小值为 6 5  
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四、凹凸性与拐点 

1. 函数 arctany x x  在 ( , )  的上凹区间是[0, ]  

解：
2

1
1

1
y

x
  


，

 
22

2

1

x
y

x
 


，由上凹的充分条件 0y  知上凹区间。 

2. 若点 (1,3)为曲线 3 2y ax bx  的拐点，则a b  6  

解：由于曲线过 (1,3)，所以有 3a b  ，而 6 2y ax b   ，函数在 (1,3)点为拐点并且

二阶可导，由拐点的必要条件知 6 2 0a b  ，解以上方程组可得：
3 9

,
2 2

a b   ，所

以可得结果。 

 

3. 设 2 lny x x ，此曲线的拐点坐标是

3
32

3
,

2
e e


 
 

 
 

解： 2ln 3y x   ，所以由拐点的必要条件知

3

2x e


 ，所以得拐点坐标。 

4. 求曲线 3 22 6 18 2y x x x    的单调区间、极值、凹凸区间和拐点. 

  解： 26 12 18 6( +1)( 3)y x x x x        12 12=12( 1)y x x     

由 0y  可得 1 21, 3x x     由 0y  可得 3 1x  。所以有下表 

x  ( , 1)   1  ( 1,3)  3  (3,+ )  

y  +  0   0 +  

 y  单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增 

  

x  ( ,1)  1 (1, + )  

y    0   

y  向上凸  向上凹 

所以，函数的单调递增区间是 ( , 1]   [3, + ) ；单调递减区间是[ 1,3] ；在 1x    

处取得极大值12；在 3x  处取得极小值 52 ；曲线的向上凸区间是 ( ,1] ；向上凹

区间是[1, + ) ；拐点是 (1, 20) 。 
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5. 求曲线
3 21

2 3 1
3

y x x x    的单调区间、极值、凹凸区间和拐点. 

  解： 2 4 3 ( 1)( 3)y x x x x         2 4=2( 2)y x x     

由 0y  可得 1 21, 3x x    由 0y  可得 3 2x  。所以有下表 

x  ( ,1)  1 (1,3)  3  (3,+ )  

y  +  0   0 +  

 y  单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增 

  

x  ( , 2)  2  (2, + )  

y    0   

y  向上凸  向上凹 

所以，函数的单调递增区间是 ( ,1]  [3, + ) ；单调递减区间是[1,3]； 

在 1x   处取得极大值
7

3
；在 3x  处取得极小值1； 

曲线的向上凸区间是 ( , 2] ；向上凹区间是[2,+ ) ； 

拐点是
5

(2, )
3

。 

6. 试确定曲线 3 2y ax bx cx d    中的常数 , , ,a b c d ，使  2,44 为极值点， 1, 10

为拐点 

   解：
23 2y ax bx c       6 2y ax b    

由曲线 3 2y ax bx cx d    过  2,44 与  1, 10 得： 

8 4 2 44a b c d             ① 

10a b c d                ② 

由  2,44 为极值点得： 

12 4 0a b c                ③ 

由  1, 10 为拐点得： 

6 2 0a b          ④ 

解上述四个方程得： 1, 3, 24, 16a b c d       
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7. 试决定  
22 3y k x  中 k 的值，使曲线在拐点处的法线通过原点 

  解：  24 3y kx x   ，  24 3 3y k x   。 

拐点为 (1, 4 )k 和 ( 1,4 )k 。 

由点的坐标知经原点与拐点的直线斜率为：4k 或 4k 。 

而在这两个点处的切线的凭斜率为： 8k 或8k 。 

由题设知：
232 1k   。 

所以 4 2k    

8. 设 )12)(1()(  xxxf ，则在区间 )1,
2

1
( 内（ B ）． 

A. )(xfy  单调增加，曲线 )(xfy  为凹的   

B. )(xfy  单调减少，曲线 )(xfy  为凹的 

C. )(xfy  单调减少，曲线 )(xfy  为凸的   

Ｄ． )(xfy  单调增加，曲线 )(xfy  为凸的 

五、证明不等式 

1. 当 0x  时，证明 2 21 ln( 1 ) 1x x x x      

证明：令 2 2( ) 1 ln( 1 ) 1f x x x x x         [0, )x                 

而  2( ) ln 1 (0) 0f x x x f       

函数严格单调递增， ( ) (0) ( 0)f x f x   

即得结论 

2. 证明不等式  
11

0 1x xxe e x
x


     

证明:令

1
2( )

x
xf x x e


 ， 

由于

1
2( ) [2 1 ] 0

x
xf x e x x


       (0,1)x    

所以 ( )f x 在 (0,1)x 内单调递减，所以 ( ) (1) 1f x f   (0,1)x  

整理可得：  
11

0 1x xxe e x
x
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3. 设 1,0  nba ，证明 )()( 11 banababanb nnnn    

   

4. 设 0 ba ，证明
b

ba

a

b

a

ba 



ln  

  

 

5. 当
2

0


 x ，证明
3

tan
3x

xx   

 

 

6. 证明方程 0
62

1
32


xx

x 有且仅有一个实根 

解：令
2 3

( ) 1
2 6

x x
f x x    。 
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则，函数 ( )f x 在 ( , )  上为连续可微的函数。 

因为
1

( 2) 0, (0) 1 0
3

f f      ，由闭区间上连续函数的性质知 ( )f x 在 ( 2,0) 内

至少有一根。 

而
2

( ) 1
3

x
f x x    。由于

4
1 0

3
    ，所以 ( ) 0f x  ， ( )f x 严格单调递增。所

以函数有且仅有一个实根。 

7. 当 0x 时，证明 
6

sin
3x

xx   

证明：令
3

( ) sin ( 0)
6

x
g x x x x     

2

( ) cos 1 , ( ) sin
2

x
g x x g x x x      ， ( ) 1 cosg x x    

当 0x  时， ( ) 0g x   

所以在 (0, ) 内函数 ( )g x 单调增加，即当 0x  时，有 ( ) (0) 0g x g    

所以在 (0, ) 内函数 ( )g x 单调增加，即当 0x  时，有 ( ) (0) 0g x g    

于是在 (0, ) 内函数 ( )g x 单调增加，因此当 0x  时，有 ( ) (0) 0g x g  ， 

所以当 0x  时，有
3

sin
6

x
x x   

第四部分 不定积分 

一、不定积分的概念 

1. 如果 2 2'(sin ) cosf x x ，则 ( )f x 
2

2

x
x C   

解：由 2 2'(sin ) cosf x x ，得： '( ) 1f x x  ，所以
2

( )
2

x
f x x C    

2. 设 ( )F x 和 ( )G x 都是 ( )f x 的原函数，则 (B)  

A. ( ) ( ) 0F x G x           B． ( ) ( )F x G x C  (C 为常数) 

C． ( ) ( ) 0F x G x           D． ( ) ( )F x G x C  ( C 为常数)  
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3. 求
 

3

2

1x
dx

x


  

  

 

4. 求
2tan xdx  

 

5. 求
2sin

2

x
dx  

 

6. 求
4 2

2

2 3

1

x x
dx

x

 

  

 

7. 求
2

1 cos 2
dx

x
 

 

8. 
2 2

cos 2

cos sin

x
dx

x x  
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9. 
4

2 2

1

( 1)

x
dx

x



  

解：
4

2 2

1

( 1)

x
dx

x



  

2 2 2

2 2 2

2

2 2

( 1)( 1) 1

( 1) 1

1 2 1
2

1 1

2arctan

x x x
dx dx

x x

x
dx dx dx

x x

x x C

  
 

 

 
  

 

  

 

    

二、求不定积分 

1. 
(1 2ln )

dx

x x  

解：
(1 2ln )

dx

x x =
1 1+2ln

2 1 2ln

d x

x
（ ）

=
1

ln 1 2ln
2

x C               

2. 
2 3ln

dx

x x  

解：
2 3ln

dx

x x =
ln

2 3ln

d x

x
 =

1 (2 3ln )

3 2 3ln

d x

x




 =

2
2+3ln

3
x C  

3. 
tan

ln cos

x
dx

x  

解：
tan

ln cos

x
dx

x =
1

ln cos
ln cos

d x
x

 = ln ln cos x C        

4. 
2

arctan

1

x x
dx

x



  

解：
2

arctan

1

x x
dx

x



 =
21

x
dx

x 2

arctan

1

x
dx

x


  

=  2

2

1 1
+1

2 1
d x

x
arctan arctanxd x =

21
ln(1 )

2
x  

3

2
2

arctan
3

x C   

5. 
2

1

(4 ln )
dx

x x  

解：
2

1

(4 ln )
dx

x x =
2

1
ln

4 ln
d x

x
=

1 ln
arctan

2 2

x
C  
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6. 
3

1

sin cos
dx

x x  

 解：
3

1

sin cos
dx

x x
2 2 2

3 3

sin cos sin sec

sin cos cos tan

x x x x
dx dx dx

x x x x


      

   
3

cos

cos

d x

x
 

tan

tan

d x

x
    

2

1
ln tan

2cos
x C

x
    

7. 
2

3( 2)

x
dx

x   

 

8. 21x x dx  

 

9. 
xe
dx

x
  

  解： 2 2
x

x xe
dx e d x e C

x
     

10. 
3sin xdx  

 

11. 
6sec xdx  

解：
6 2 4 2sec (1 2 tan tan )secxdx x x xdx     
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2 4

3 5

(1 2 tan tan ) (tan )

2 1
tan tan tan

3 5

x x d x

x x x C

  

   


 

12. 
2 4sin cosx xdx  

 

13. 
arctan

(1 )

x
dx

x x
  

解：
2arctan

2 arctan (arctan ) (arctan )
(1 )

x
dx xd x x C

x x
  


   

14. 
x x

dx

e e  

 

15. 
2 2

dx

x x   

  

16. 
8

1

3 2
dx

x
  

  解：  
7

8
8 8

1 1 1 4
(3 2 ) 3 2

2 73 2 3 2
dx d x x C

x x
      

 
   

17. sin( 4)x xe e dx  

解：  sin( 4) sin( 4) 4 cos( 4)x x x x xe e dx e d e e C          

18. 
2

3
cos

x dx
x  

解：
2

3
cos

1 3 3 1 3
cos sin

3 3
x dx d C

x x x x
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三、求不定积分 

1. 
21 1

dx

x 
  

解：令 sin ,
2 2

x t t
 

    ，则 cos ,dx tdt  

21 1

dx

x 
 =

cos

1 cos

tdt

t
=

2

(1 cos )cos

sin

t tdt

t


 =

2

cos

sin

tdt

t
2

2

(1 sin )

sin

t dt

t


  

=
2

sin

sin

d t

t 2sin

dt

t
 + dt =

1
cot

sin
t t C

t
    =

21 1
arcsin

x
x C

x x


     

2. 
2 2

1

1
dx

x x
  

  解：令 tan ,
2 2

x t t
 

    ，则 2sec ,dx tdt  

     
2

2 22 2

1 1 cos
sec

tan sec sin1

t
dx tdt dt

t t tx x
 


    

                 csc cot csct tdt t C   
21 x

C
x


    

3. 
2 1

dx

x x 


1
arcsin C

x
    

解：当 0x  时，
2 1

dx

x x 
 2

2

2

1
1

arcsin
1 11 1

d
dx x C

x
x

x x

     
    
 

  ， 

   当 0x  时，
2 1

dx

x x 
 2

2

2

1
1

arcsin
1 11 1

d
dx x C

x
x

x x

    
    
 

  。 

4. 
1 2

dx

x
 

解：令 2x t ，则
2

2

t
x   ( 0t  )，dx tdt ， 

 
1 2

dx

x  1 ln 1 2 ln 1 2
1 1

tdt dt
dt t t C x x C

t t
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5. 

 
32 1

dx

x 
  

  解：令 tan ,
2 2

x t t
 

    ，则 2sec ,dx tdt  

  

 
32 1

dx

x 


2

3 2

sec
cos sin

sec 1

dt x
tdt t C C

t x
     


   

6. 
2

1

2 3

x
dx

x x



   

  解：
2

1

2 3

x
dx

x x



   
2

2 2 2

( 1) 21 2 1 2
1

( 1) 2 2 ( 1) 2 ( 1) 2

d xx
dx dx d x

x x x

        
         

    21 1
ln( 2 3) 2 arctan

2 2

x
x x C


      

7. 
3

1

1 1
dx

x 
  

解：设 3 1t x  ，则 3 21, 3x t dx t dt    

2 2

3

2

1 3 1 1 1
3 3 ( 1 )

1 1 11 1

(1 ) 3
3( ) 3 3ln 1

1 2

t t
dx dt dt t dt

t t tx

d t
tdt dt t t t C

t

 
     

   


       



   

  

 

8. 
3

1
dx

x x
  

解：设 6t x ，则 6 5, 6x t dx t dt   

6

5 3 3

3 23

2 2

2 3

6 3 6

1 6 1 1
6 6

1 1

1 1
6 (1 ) 6( )

1 1

6 3 2 6ln 1

6 3 2 6ln(1 )
t x

t t t
dx dt dt dt

t t t tx x

t t dt dt tdt t dt dt
t t

t t t t C

x x x x C


 
  

  

       
 

     

     

   

      

9. 
3

3
2 2(1 )

x
dx

x
  

分析：法一 被积函数含
2 2a x ，可用第二类换元法。设 sinx t  
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解：设 sinx t ， cosdx tdt  

3

3
2 2(1 )

x
dx

x
 =

3 3 2

3 2 2
2 2

sin sin sin sin
cos

cos cos
(1 sin )

t t t t
tdt dt dt

t t
t

 


    

2

2 2

1 cos 1
(cos ) (cos ) (cos )

cos cos

t
d t d t d t

t t


       

2

1
cos

1
2

2

1
cos

cos

1
1

1

t
x

t C
t

x C
x




  

   


 

分析：法二 用凑微分法 

33 2 2
2 2 22

3 3
2 22 2

1 (1 ) 1
[(1 ) 1](1 ) (1 )

2 2
(1 ) (1 )

x x d x
dx x x d x

x x

 
     

 
    

1 3
2 2 22 2

1
[(1 ) (1 ) ] (1 )

2
x x d x



    
1 1

2 22 2
1

[2(1 ) 2(1 ) ]
2

x x C


      

2

2

1
1

1
x C

x
   


 

四、求不定积分 

1. 
2cos

x
dx

x  

解：
2cos

x
dx

x = tanxd x = tan tanx x xdx   

=
1

tan cos
cos

x x d x  = tan ln cosx x x C   

2. 
2

ln x
dx

x
 

  解：
2

ln x
dx

x
=

1
ln xd

x
 =

ln 1
ln

x
d x

x x
   =

ln 1x
C

x x
    

3. sinx xdx  

 

4. 
2 xx e dx  
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5. lnx xdx  

 

6. arctan xdx  

  解：
2

2

1
arctan arctan arctan ln(1 )

1 2

x
xdx x x x x x C

x
     

   

7. 
2 sin 3xe xdx  

  答案：  
2

3cos3 2sin 3
13

xe
x x C    

8. 
xe dx  

 

9. arcsin xdx  

 

10. 2 arctanx xdx  

 

11. 
2ln xdx  
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12. 
2 2cos

2

x
x dx  

 

13. 
3 9xe dx

  

 

14. cos ln xdx  

 

15. 
2tanx xdx  

解：  2 2 2tan sec 1 secx xdx x x dx x xdx xdx        

              tan tanx x xdx xdx   
2

tan ln cos
2

x
x x x C     

16. ln( 1)x x dx  

解：
2 2 21 1 1

ln( 1) ln( 1) ( ) ln( 1) [ln( 1)]
2 2 2

x x dx x d x x x x d x          
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2 2
2 21 1 1 1 1 1

ln( 1) ln( 1)
2 2 1 2 2 1

x x
x x dx x x dx

x x

 
     

    

21 1 1
ln( 1) ( 1 )

2 2 1
x x x dx

x
    

  

2
21 1 1

ln( 1) ln 1
2 4 2 2

x
x x x x C        

17. cos 2xe xdx

  

解：法一 选取
1 1

,cos 2 (sin 2 )
2 2

xu e xdx d x dv    

1 1 1
cos 2 (sin 2 ) sin 2 sin 2 ( )

2 2 2
x x x xe xdx e d x e x xd e         

1 1
sin 2 sin 2

2 2
x xe x e xdx     

1 1
sin 2 (cos 2 )

2 4
x xe x e d x     

1 1 1
sin 2 cos 2 cos 2 ( )

2 4 4
x x xe x e x xd e       

1 1 1
sin 2 cos 2 cos 2

2 4 4
x x xe x e x e xdx       

则： sin 2xe xdx

 =
2 1

sin 2 cos 2
5 5

x xe x e x C    

法二  选取 cos 2 , ( )x xu x e dx d e dv       

cos 2 cos 2 sin 2 (cos 2 )x x x xe xdx xde e x e d x           

cos 2 2 sin 2 cos 2 2 sin 2 ( )x x x xe x e xdx e x xd e           

cos 2 2 sin 2 2 (sin 2 )x x xe x e x e d x        

cos 2 2 sin 2 4 cos 2x x xe x e x e xdx        

则：
1 2

cos 2 cos 2 sin 2
5 5

x x xe xdx e x e x C       

18. 
2 2 2

x
dx

x x   

解：
2 2

1 2 2 2

2 2 2 2 2

x x
dx dx

x x x x

 


      

2 2

1 2 2 1

2 2 2 2 2

x
dx dx

x x x x


 

      

2

2 2

1 1 1
( 2 2) ( 1)

2 2 2 ( 1) 1
d x x d x

x x x
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21
ln( 2 2) arctan( 1)

2
x x x C       

19. 
2 3 2

x
dx

x x   

分析：
2

( ) ( 2 )

3 2 ( 1)( 2) 2 1 ( 1)( 2)

x x A B A B x A B

x x x x x x x x

  
   

       
 

则   
1

( 2 ) 0

A B

A B

 

  

      解之： 2, 1A B    

解：
2

2 1 1 1
( ) 2

3 2 2 1 2 1

x
dx dx dx dx

x x x x x x
   

          

1 1
2 ( 2) ( 1)

2 1
d x d x

x x
   

    

2 ln 2 ln 1x x C      

五、求不定积分 

1. 设 ( )f x 的一个原函数是 1x  ，则
2(1 )xf x dx 

21
2

2
x C   

解：  2 2 2 2 21 1 1
(1 ) (1 ) 1 (1 ) C 2

2 2 2
xf x dx f x d x F x x C            

2. 如果 ( ) xf x e ，则
'(ln )f x

dx
x


1

C
x
  

解：
'(ln ) 1

(ln )d ln (ln ) C
f x

dx f x x f x C
x x

       

3. 设
sin x

x
是 ( )f x 的一个原函数，则

3 '( )x f x dx 
2( 6) cos 4 sinx x x x C    

解：记
sin

( )
x

F x
x

 ,则 ( ) ( )F x f x  =
2

cos sinx x x

x


 

3 '( )x f x dx 
3 3( ) ( )x df x x f x 

3( )f x dx 
3 ( )x f x  23 ( )x dF x  

= 3 ( )x f x 2 23 ( ) 3 ( )x F x F x dx  
3

2

cos sinx x x
x

x

 2 sin sin
3 6

x x
x xdx

x x
    

= 2( 6) cos 4 sinx x x x C    

4. ( )f x 的一个原函数是
2x x C  ，则

( )f x
dx

x
 （D） 

A． 
2

x
x C             B． 2x x C         

C．
1

2 2

x
x C            D．2 2x x C   
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解：
( )f x

dx
x


1

( )
2

f x d x   21
( )

2
x x C   

5. 设
sin x

x
为 ( )f x 的一个原函数，且 0a  ，则

( )f ax
dx

a 应等于（A） 

A 
3

sin ax
C

a x
 ； B 

2

sin ax
C

a x
 ； C 

sin ax
C

ax
 ； D 

sin ax
C

x
  

6. 设 2( ) 1f x dx x C   ，求：
(ln )f x

dx
x


  

解：
(ln )

(ln ) (ln ) (ln )
f x

dx f x d x f x C
x


     

而 
2

2
( ) ( 1 )

1

x
f x x C

x


   


，于是有 

2

(ln ) ln
(ln )

1 ln

f x x
dx f x C C

x x

 
   


  

7. 设 2( ) lnf x x     ( 0)x  ，求 ( )f x  

解：法一 
2

2

2

( )
( ) ln

( )

df x
f x x

d x


   ，则 2 2( ) ln ( )df x xd x  

两边对
2x 积分，有 

2 2 2 2 2( ) ( ) ln ( ) ln lnd f x f x xd x x x x d x       

2 2 2 21 1
ln ln

2
x x x dx x x x C

x
      

则 
1

( ) ln
2

f x x x x C    

法二 先换元，再积分 

2( ) lnf x x  ，则
1

( ) ln ln
2

f x x x    

两边对 x 积分，有 

1 1 1
( ) ln ln

2 2
f x dx xdx x x x dx

x
      

1 1
ln

2 2
x x x C    

即 
1 1

( ) ln
2 2

f x x x x C    

8. 若
2( )x xf e dx e C   ，则 ( ) ( )f x C  

A 
1

2
xe C       B 

2xe C       C 
32

3
x C      D 

44

3
x C  
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9. 不定积分
2

1
( 1) (sin ) ( )
sin

d x A
x
   

A 
1

sin
sin

x C
x

             B 
1

sin
sin

x C
x
   

C cot sinx x C             D cot sinx x C  。 

第五部分 定积分 
一、定积分与变上限函数 

1. 设
1

3

2 0

1
( ) ( )

1
f x x f x dx

x
 

  ，则 ( )f x  3

2

1

1 3
x

x





 

解：等式两边同时在[0,1]上积分得 
1 1 1 1

3

20 0 0 0

1
( ) ( )

1
f x dx dx x dx f x dx

x
 

    ，即： 

1 1

0 0

1
( ) ( )

4 4
f x dx f x dx


   ，所以

1

0
( )

3
f x dx


 ，所以求得函数 

2. 函数
1

1
( ) (2 ) ( 0)

x

F x dt x
t

   的单调减少区间为
1

(0, )
4

 

解：对函数求导得：

 
1 4 1

( ) 2
2 1

x
F x

x x x


   


，所以当

1
(0, )

4
x ， ( ) 0F x  ，所

以函数的单调减少区间为
1

(0, )
4

 

3. 下列式子正确的是（D） 

A． ( ) ( )d f x dx f x            B． '( ) ( )f x dx f x  

C． ( ) ( )
b

a

d
f x dx f x

dx
          D．

0
( ) ( )

xd
f t dt f x

dx
  

4. 下列式子错误的是（C） 

A．
2 2x xd e dx e dx            B．

2 2

( )x xd
e dx e C

dx
   

C．
2 21

0

x xd
e dx e

dx
             D．

2 2

0

x
t xd

e dt e
dx

  

5. 
sin

2

0
( ) sin( )

x

f x t dt  ， 3 4( )g x x x  ，当 0x  时， ( )f x 是 ( )g x 的（B）无穷小量。 

A. 等价       B.同阶但非等价       C.高阶       D.低阶 

  解：由于 

2
2 2

0
3 4 2 3 2 30 0 0

sin sin 1
lim lim lim

3 4 3 4 3

x

x x x

t dt x x

x x x x x x  
  

  


，所以由无穷小阶的比较，

可知 ( )f x 是 ( )g x 的同阶而非等价无穷小 
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6. 设
0

1, 0

( ) 0, 0 , ( ) ( )

1, 0

x

x

f x x F x f t dt

x




  
 

 ，则（B） 

A ( )F x 在 0x  点不连续； 

B ( )F x 在 ( , )  内连续，在 0x  点不可导；     

C ( )F x 在 ( , )  内可导，且满足 ( ) ( )F x f x  ； 

D ( )F x 在 ( , )  内可导，但不一定满足 ( ) ( )F x f x   

解：可解得：

, 0,

( ) 0, 0,

, 0,

x x

F x x x

x x




  
 

，所以该函数为连续函数，但在 0x  点不可导。 

7. 0

0 2

0

sin
lim

x

xx

t tdt

t dt




＝ 1  

  解： 0
20 02

0

sin sin
lim lim 1

x

xx x

t tdt x x

xt dt 
 




 

8. 求
3 00

1 sin
lim 1

x

x

t
dt

x t

 
 

 
  

  解：原式=
20

1 sin
lim 1

3x

x

x x

 
 

 
=

30

sin
lim

3x

x x

x


=

20

cos 1
lim

9x

x

x


=

0

sin 1
lim

18 18x

x

x


     

9. 求
210

cos2

tan 6
lim
x t

x

x x

e dt


 

    解：原式=
2

2

10

cos2

6
lim
x t

x

x

e dt


= 2cos 20

12
lim

( 2sin 2 )xx

x

e x  
=

3

e
      

10. 求

2

2

0

0

1
lim

sin 2

x

x

t dt

x x


 

   解：原式=

2

2

0
20

1
lim

2

x

x

t dt

x


=

4

0

1+ 2
lim

4x

x x

x
=

1

2
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11. 若

2

0
2

( 1)
, 0( )

0, 0

x
te dt

xf x x

x

 
  





，求 '(0)f  

  解： '(0)f =
0

( ) (0)
lim
x

f x f

x


=

 2

0

30

1
lim

x
t

x

e dt

x


=

2

20

1
lim

3

x

x

e

x


=

1

3
 

12. 求
 2

2

2

0

0 2

0

lim

x
t

xx t

e dt

te dt




 

 

13. 求
 

2

0

2

arctan
lim

1

x

x

t dt

x 


 

解：
   

2 2

0 0

2 2

arctan arctan
lim lim lim

1 1

x x

x x x

t dt t dt x

xx x  


 

  2arctan
lim

1x

x



2

4


  

14. 求
24

0
tan xdx



  

  解：  2 24 4

0 0
tan sec 1xdx x dx

 

     4
0

tan 1
4

x x
 

     

15. 设
0

sin
( )

x t
f x dt

t
  ，，则 (0)f    1  

解：
0

0 0

sin
sin

(0) lim lim 1

x

x x

t
dt

xtf
x x 

   


 

二、求定积分 

1. 
1

2

1
( cos 1 )x x x dx


   2


 

解：
1

2

1
( cos 1 )x x x dx


  

1 1
2

1 1
cos 1x xdx x dx

 
   =

1
2

0
0 2 1 x dx  =

2


 

2. 
1

2 3

21

1
sin

1
x x dx

x

 
  

 
 2

2


  

解：
1

2 3

21

1
sin

1
x x dx

x

 
  

 


2
1 1

2 3

21 1
sin

1

x
x xdx dx

x 


  =
2

1

20
0 2

1

x
dx

x
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=
2

1

20

+1 1
2

1

x
dx

x



 =
1

20

1
2 1

1
dx

x

 
 

 
 =  

1

0
2 arctan 2 1

4
x x

 
   

 
 

3.  
1

2

1
1 sin 1x x dx


   2


 

解：  
1

2

1
1 sin 1x x dx


  

1 1
2 2

1 1
1 sin 1 0

2
x xdx x dx


 

       

4. 
2

0
1 sin xdx


   2  

5. 求
9

4

1
dx

x x  

解：原式=
3

22

2t
t x dt

t t



3

2

4
=2ln(1 ) 2 ln

3
t   

6. 
2

1

1
2

2 1

x
dx

x
  

   解：原式
2

2

6

sin
sin cos

cos

x
x t xdt

x



  = 2

6

1 cos 2

2

t
dt






 =

2

6

sin 2

2 4

t t




 
 

 
=

3

6 8


    

7. 
3

2 21 1

dx

x x
  

   解：原式
23

2
4

1
tan sec

tan sec
x t tdt

t t



  3
2

4

cos
=

sin

t
dt

t



 =
3

4

1 2 3
2

sin 3t





 
    

 
 

8. 
52

0
cos sinx xdx



  

 

9. 
3 5

0
sin sinx xdx
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10. 
4

1

2

1 2

x
dx

x




  

 

11. 
2

2

2
8 2y dy


  

 

12. 
1

3

4 1 1

dx

x 
  

 

 

13. 2

0
1 sin 2xdx



  

解： 2 2

0 0
1 sin 2 sin cosxdx x x dx

 

       4 2

0
4

cos sin + sin cosx x dx x x dx
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    24
0

4

sin cos cos sinx x x x


      2 2 1                     

14. 设
2

1
, 0,

1 cos( )

, 0,x

x
xf x

xe x






  

 
 

，求
4

1
( 2)f x dx  

解：
24 2 0 2

1 1 1 0

1
( 2) 2 ( )

1 cos
tf x dxx t f t dt dt te dt

t


 
    

     

  

2

2

2 20 4
0 2

2

1 0
1 0

sec
1 1 12 tan tan

2 2 2 2 2 2

t
t

t
t e e

dt e dt
 







        

三、求定积分 

1. 设
2

0
( ) 1, (2) 2f x dx f  ，则

1

0
(2 )xf x dx 

3

4
 

  解：
1

0
(2 )xf x dx 

1 21

0 0 0

1 1 1 3
(2 ) (2 ) 2 ( )

2 2 4 4
xf x f x dx f t dt      

2. 1 | ln |
e

e

x dx  

  解：原式=  
1

1 ln
e

x dx +  
1

ln
e

x dx =
11

1 1ln 1
e e

x x dx   +
1 1

ln 1
ee

x x dx  = 12(1 )e  

3. 已知曲线 C 的方程为 ( )y f x ，点 (3,2) 是它的一个拐点，直线 1 2,l l 分别是曲线 C 在

点 (0,0) 与 (3,2) 处的切线，其交点为 (2,4)。设函数 ( )f x 具有三阶连续导数，计算定

积分
3

2

0
( ) ( )x x f x dx  

  解：由于曲线的拐点为 (3,2) ，所以有 (3) 0f   ； 

由于曲线过点 (0,0) 与 (3,2) ，所以有 (0) 0, (3) 2f f  ； 

因过点 (0,0) 与 (3,2) 的切线交点为 (2,4)，所以
4 0

(0) 2
2 0

f


  


，
4 2

(3) 2
2 3

f


   


。 

3
2

0
( ) ( )x x f x dx =

3
2

0
( ) ( )x x df x  

3 3
2

00
= ( ) (2 1) ( )x x f x x f x dx     

3

0
=0 (2 1) ( )x df x   

33

0 0
2 1 ( ) 2 ( )x f x f x dx       

 
33

0 0
2 1 ( ) 2 ( )x f x f x dx       

3

0
=14+2 ( ) 18f x                                                
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4. 求
1

0

xe dx  

 

 

5. 求
4

1

ln x
dx

x  

 

6. 求  
2

0
sinx x dx



  

 

 

7. 求 3
2

4 sin

x
dx

x



  

  解： 3
2

4 sin

x
dx

x



 3

4

cotxd x


  33

4 4

cot cotx x xdx


      

3

4

3
ln sin

9 4
x





 
   

3 1 3
ln

9 4 2 2

 
     

8. 求
0

cos3x xdx


  

解：
00 0 0

0

1 1 1 1 2
cos3 = sin 3 sin 3 sin 3 cos3

3 3 3 9 9
x xdx xd x x x xdx x
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9. 求 4

0 1 cos 2

x
dx

x



  

解：
4

4 4 4

0 0 0
0

1 1
= tan tan tan

1 cos 2 2 2 2

x x
dx d x x x xdx

x


  

 
    

4
0

1 2 ln 2
ln cos

8 2 8
x
  

    

 

四、定积分的应用 

1. 计算由曲线 1x  ， xy e ， xy e 所围成平面图形的面积及其绕 x 轴旋转一周而得的

旋转体的体积。 

解：作函数图象如右，交点为 (1, )e ,
1

(1, )
e

            

所围图形的面积为  
1

0

1
2x xS e e dx e

e
                               

如围绕 x 轴旋转一周，所得体积为 

    1 2 2 2

20

1
2

2
x xV e e dx e

e


    

     
 

            

 

 

 

2. 设平面图形D 由曲线 1y x  及其过原点的切线和 x 轴所围成。 

1） 求该平面图形的面积。 

2） 求所围成的平面图形绕 x 轴旋转一周所得的旋转体体积 

解：作图如右, 设切点为 0 0( , 1)x x  ， 

则斜率为
0

00

11

2 1

x

xx





，解得 

0 2x  ，从而切线方程为
2

x
y           

所围图形的面积为   
1

2

0
1 2S y y dy   

1

3
 

围绕 x 轴旋转一周，所得体积为 

 
2

22 2

0 1
1

2 6

x
V dx x dx
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3. 计算抛物线 2 2y x 与直线 4y x  所围成的图形的面积 

 

 

4. 抛物线 2 4 3y x x    及其在点 (0, 3) 与 (3,0)处的切线所围成的面积 

 

5. 求由 2 2,y x x y  所围成的图形绕 y 轴旋转一周所得旋转体的体积 

 

五、关于定积分的证明 

1. 证明

1
1

2 21

1 1

1 1
x

x
dx dx

x x


   （ 0x  ） 

  证明：等式左边令
1

t
x

 ，则 1 1

12 2

2

1 1

11 1
x

x

dt
dx

x t
t

 
  

  
  21

1

1

x

dt
t


 。等于右边。 
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2. 设 ( )f x 为连续函数，证明
1

0
( ) ( ( ) ) ( )

b

a
b a f a b a x dx f x dx      

  证明：等式左边令 ( )t a b a x   ，则
1

0
( ) ( ( ) ) ( ) ( )

b

a

dt
b a f a b a x dx b a f t

b a
    

  。

等于右边。 

3. 证明等式
2

3 2

0 0

1
( ) ( )

2

a a

x f x dx xf x dx  ，其中 ( )f x 为连续函数， 0a  。并用上面的

结果计算积分 3 22

0
sinx x dx



  

  证明：等式左边令
2t x ，有：

2 3
3 2 2

0 0
( ) ( )

2

a a dt
x f x dx t f t

t
 

2

0

1
( )

2

a

tf t dt  。等于右边。 

3 22

0
sinx x dx



 2

0

1
sin

2
x xdx



  2

0

1
cos

2
xd x



   22
0

0

1 1
cos cos

2 2
x x xdx



   
1

2
  

4. 若 ( )f x 为连续函数，证明 

（1） 2 2

0 0
(sin ) (cos )f x dx f x dx

 

   

（2） 2

0 0
(sin ) (sin )

2
xf x dx f x dx
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5. 设 0x  ，证明：

1

2 20 0

1 1

1 1 2

x
xdt dt

t t


 

    

  证明：令

1

2 20 0

1 1
( )

1 1

x
xf x dt dt

t t
 

   。 

由于 (1)f
1 1

2 20 0

1 1
2arctan1

1 1 2
dt dt

t t


   

    

且
2 2

2

1 1 1
( ) 0

11 1
f x

x x
x

      
  

， 

由中值定理知： ( )
2

f x


  

 

第六部分 微分方程 
一、求下列微分方程的解 

1. ' x yy e                                                                   

解：方程为可分离变量的一阶微分方程， 

方程分离变量得： y xe dy e dx    

两端积分：
y xe dy e dx      

得： 1
y xe e C    

整理得：
y xe e C    

 

2. ' 2y xy ，                                        (7) 求通解 
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3. ' ln 0xy y y  ，求通解 

 

 

4. cos sin sin cos 0x ydx x ydy  ，求通解 

 

5. 
2 3( 1) 0

dy
y x

dx
   ，求通解 

 

6. 2' x yy e  满足 (0) 0y  的特解 

 

7. 2(1 ) ' 0x y xy   满足初始条件 (1) 1y  的特解 

解：

2

1
2

x

y xe


  

8. 设 ( )y y x 在点 x 处的增量为
1

y
y x

x
   


，且当 0x  时， 是 x 的高阶无
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穷小， (0) 1y  ，则 (1)y 的值为（D） 

  A． 1           B．0         C．1         D．2 

9. 2 2' 1y x xy y    满足初始条件 0| 1xy   的特解 

解：   21 1y y x      为可分离变量的方程                        

 2
1

1

dy
x dx

y
 


                                                

两边同时求不定积分得：
2

arctan
2

x
y x C                         

代入满足的初始条件知： =
4

C


                                        

特解为：
2

tan
2 4

x
y x

 
   

 
                                        

10. 当 0x  时， 是比 x 较高阶的无穷小量，函数 ( )y y x 在任意点 x 处的增量

2 1

y x
y

x x



  

 
，且 (0)y  ，则 (1)y 

3

18+e


  

11. 微分方程
2

3

3
'

1

x y
y

x



的通解为 3(1 )y C x   

二、求下列微分方程的解 

1. 求微分方程  
5

2
2

1
1

dy y
x

dx x
  


的通解 
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2. 求微分方程
xdy

y e
dx

  的通解 

 

3. 求微分方程
sincos xdy

y x e
dx

  的通解 

 

4. 求微分方程 2( 1) 2 cos 0x y xy x    的通解 

 

5. 求微分方程 2 4
dy

xy x
dx
  的通解 

 

6. 求微分方程 ' tan secy y x x  满足初始条件 0| 0xy   的特解 

 

7. 求微分方程 sin' cos xy y x e  满足初始条件 0| 1xy   的特解 

解：此为一阶线性微分方程                                        

sin( ) cos , ( ) xp x x q x e                                      

其通解为：
( ) ( )

( )
p x dx p x dx

y q x e dx C e
    

                            

sin sinx xCe xe                                          
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8. 设连续函数 ( )y x 满足方程
0

( ) ( )
x

xy x y t dt e  ，求 ( )y x  

解：方程两边同时求导可得： ( ) ( ) xy x y x e                         

原方程两边代入 0x  ，得上一微分方程的初始条件为： (0) 1y              

解此一阶常系数非奇次微分方程                               

得： ( ) ( 1) xy x x e                                          

9. 已知曲线 l 通过点 ( ,1)
2


且 l 上任一点处切线的斜率为

1
(sin )x y

x
 ，求曲线的方程 

解：由导数的几何意义知：曲线满足如下的微分方程 
1

(sin )y x y
x

    

   即：
siny x

y
x x

     且满足条件：
2

1
x

y 

  

此为一阶线性微分方程，所以解为： 

2 2

1 1

2

sin
1

x s
ds dt

xs t s
y e e ds

s

 



 
 

cos
1

x

x
    

10. 下列方程中以 sin cosy C x x  为通解的方程是：C 

A 0y y   ；                  B cot 2siny y x x   ； 

C cot 2siny y x x    ；         D tan 2siny y x x    . 

解：由通解得 
cos

sin

y x
C

x


 。两边同时求导得可得答案 C；或者直接将通解代入四个方

程知结果为 C 

 

三、求下列微分方程的解 

1. 已知 1 siny x ， 2 2siny x 是微分方程 '' ' 0y py qy   （ p 为常数）的的两个

解，则 1 1 2 2y C y C y  （ 1 2,C C 为任意常数）是方程的（A） 

   A．解，但不是通解          B．通解         C．不是解         D．特解 

2. 求微分方程 '' ' 6 0y y y   的通解 

解：所给微分方程的特征方程为：
2 6 0r r    

其根为 1 22, 3r r    

因此所求方程的通解为：
2 3

1 2
x xy C e C e   
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3. 求微分方程 '' 2 ' 3 0y y y   的通解 

 

4. 求微分方程 '' 2 ' 0y y y   的通解 

解：所给微分方程的特征方程为：
2 2 1 0r r    

其根为重根 1,2 1r   

因此所求方程的通解为： 1 2
x xy C e C xe   

5. 求微分方程 '' 2 ' 5 0y y y   的通解 

 

6. 求微分方程 '' 6 ' 13 0y y y   的通解 

 

7. 微分方程 '' ' 2 0y y y   的通解为             

解：所给微分方程的特征方程为：
2 2 0r r    

其根为 1 21, 2r r    

因此所求方程的通解为：
2

1 2
x xy C e C e   

8. 求微分方程 '' 4 ' 3 0y y y   且满足 0| 6xy   ， 0| 10xy 
  的通解 

 

 

9. 求微分方程4 ''+4 ' 0y y y  且满足 0| 2xy   ， 0| 0xy 
  的通解 
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